
Сибирский математический журнал
Март—апрель, 2012. Том 53, № 2

УДК 512.54

СИСТЕМА ПОКРЫВАЮЩИХ ПОДГРУПП

ДЛЯ КЛАССА p–НИЛЬПОТЕНТНЫХ ГРУПП

Ц. Хуан, Н. Ян, Б. Ху, С. Юй

Аннотация. Пусть F — класс групп и G — конечная группа. Множество
∑

подгрупп группы G называют покрывающей системой подгрупп группы G для F
(или просто F -покрывающей системой подгрупп G), если G ∈ F , когда каждая
подгруппа из

∑
принадлежит F . Построены некоторые покрывающие системы

подгрупп для класса всех p-нильпотентных групп.

Ключевые слова: силовская подгруппа,Fs-квазинормальная подгруппа, допол-
нение подгрупп, p-нильпотентная группа, покрывающая система подгрупп.

1. Введение

Все рассматриваемые группы предполагаются конечными, и символ G обо-
значает конечную группу. Терминология и обозначения стандартны (см. [1–3]).

Пусть F — класс групп. Множество � подгрупп назовем покрывающей
системой подгрупп G для класса F (или просто F -покрывающей системой
подгрупп G), если G ∈ F , когда каждая подгруппа из

∑
принадлежит F .

В [4] построены покрывающие системы подгрупп для класса всех нильпотент-
ных групп и класса сверхразрешимых групп. Много изящных результатов о
покрывающих системах подгрупп см. в [4–6].

Подгруппа H группы G называется s-квазинормальной или s-перестано-
вочной [7, 8] в G, если H перестановочна с каждой силовской подгруппой P в G
(т. е. HP = PH). Говорят [9], что подгруппа H группы G c-нормальна в G, если
существует нормальная подгруппа N в G такая, что G = HN и H ∩ N ≤ HG,
где HG — максимальная нормальная подгруппа группы G, содержащаяся в H.
Говорят [10], что подгруппа H группы G Fn-дополняема в G, если существует
нормальная подгруппа K в G такая, что HK = G и (H ∩ K)HG/HG содер-
жится в F -гиперцентре ZF∞(G/HG) группы G/HG. Недавно в [11] было дано
определение Fh-нормальных подгрупп: говорят, что подгруппа H группы G
Fh-нормальна в G, если существует нормальная подгруппа K в G такая, что
HK — нормальная холлова подгруппа группы G и (H ∩K)HG/HG содержится
в F -гиперцентре ZF∞(G/HG) группы G/HG.

В настоящей работе мы вводим следующее более общее понятие.
Определение 1.1. Пусть H — подгруппа группы G и F — класс групп.

Будем говорить, что H Fs-квазинормальна в G, если существует нормальная
подгруппа T группы G такая, что HT s-перестановочна в G и (H ∩ T )HG/HG

содержится в F -гиперцентре ZF∞(G/HG) группы G/HG.
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Заметим, что для класса F групп главный фактор H/K группы G называ-
ется F -центральным (см. [12] или [2]), если [H/K](G/CG(H/K)) ∈ F . Символ
ZF∞(G) обозначает F -гиперцентр G, т. е. произведение всех нормальных под-
групп H группы G, G-главные факторы которых F -центральны. Подгруппа H
группы G называется F -гиперцентральной в G, если H ≤ ZF∞(G).

КлассF групп называется формацией, если он замкнут относительно гомо-
морфных образов и каждая группа G имеет наименьшую нормальную подгруп-
пу (называемую F -резидуальной и обозначаемую символом GF ) с фактором в
F . Формация F называется насыщенной, если она содержит всякую группу
G такую, что G/�(G) ∈ F . Ясно, что класс всех p-нильпотентных групп есть
насыщенная формация.

Очевидно, что все нормальные, c-нормальные, Fn-дополняемые, Fh-нор-
мальные, перестановочные или s-квазинормальные (s-перестановочные) под-
группы Fs-квазинормальны для всякого непустого класса F групп. Напри-
мер, если подгруппа H группы G c-нормальна в G, то (H ∩ T )HG/HG = 1 ≤
ZF∞(G/HG). Если подгруппа H группы G s-квазинормальна в G, то мы можем
выбрать T = 1. Однако следующие примеры показывают, что обратное неверно.

Пример 1.2. Пусть G = C7 oC3 = [K]C3 — регулярное сплетение, где K —
базисная группа группы C7 o C3 и |Ci| = i. Тогда G сверхразрешима и K =
F (G) — силовская 7-подгруппа в G, а подгруппа H = {(a1, a2, 1) | a1, a2 ∈ C7}
максимальна в K. Ясно, что HG = 1 и H не является s-перестановочной в G.
Предположим, что H не c-нормальна в G, и пусть T — нормальная подгруппа
в G такая, что G = HT и T ∩H ≤ HG = 1. Тогда |G : T | = 49. Значит, CG3 ≤ T .
Предположим теперь, что M = {(a1, a2, a3) | ai ∈ C7 и a1a2a3 ∈ (C7)′ = 1}.
Тогда CG3 = MC3 в силу [1, A, 18.4], и потому MC3 ≤ T . Ясно, что |M | > 7,
так что |T | > 49; противоречие. Значит, H не является c-нормальной в G.
Пусть C7 = 〈x〉, D = {(x, x, x) | x ∈ C7} и U — класс всех сверхразрешимых
групп. Тогда D — нормальная подгруппа в G такая, что D ∩H = 1 ⊆ ZU∞ (G) и
DH = K / G. Таким образом, H Us-квазинормальна в G.

Пример 1.3. Пусть G = S4 — симметрическая группа степени 4, H =
〈(123)〉 и U — класс всех сверхразрешимых групп. Тогда в G имеется нор-
мальная подгруппа T = {(1), (12)(34), (13)(24), (14)(23)} такая, что HT = A4
s-перестановочна в G и H ∩ T = 1 ⊆ ZU∞ (G). Таким образом, H Us-квазинор-
мальна в G. Тем не менее, очевидно, H ни Un-дополняема в G, ни Uh-нор-
мальна в G. Аналогично если F — класс всех 2-нильпотентных групп, то H
Fs-квазинормальна в G, но H не является ни Fn-дополняемой в G, ни Fh-нор-
мальной в G.

В настоящей работе мы используем Fs-квазинормальные подгруппы для
построения некоторых покрывающих систем подгрупп для класса всех p-ниль-
потентных групп.

2. Предварительные сведения

Пусть F — класс групп. Класс F называется S-замкнутым (Sn-замкну-
тым), если он содержит все подгруппы (соответственно все нормальные под-
группы) каждой своей группы. Будем говорить, что подгруппа H группы
G имеет F -дополнение в G, если существует F -подгруппа T в G такая, что
G = HT . В частности, если F — класс всех p-нильпотентных групп, то F -
дополнение называется p-нильпотентным дополнением.
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Следующая лемма очевидна.

Лемма 2.1. Пусть F — формация групп. Предположим, что подгруппа
H в G имеет F -дополнение в G. Тогда

(1) если N E G, то HN/N имеет F -дополнение в G/N ;
(2) если H ≤ K ≤ G и F S-замкнут, то H имеет F -дополнение в K.

Лемма 2.2 [13, лемма 2.1]. Пусть G — группа и A ≤ G. Предположим,
что F — непустая насыщенная формация и Z = ZF∞(G). Тогда

(1) если A нормальна в G, то AZ/A ≤ ZF∞(G/A);
(2) если формация F S-замкнута, то Z ∩A ≤ ZF∞(A);
(3) если формацияF Sn-замкнута и подгруппа A нормальна в G, то Z∩A ≤

ZF∞(A);
(4) если G ∈ F , то Z = G.

Лемма 2.3 [14, лемма 2.2]. Пусть G — группа и H ≤ K ≤ G.
(1) Если подгруппа H s-перестановочна в G, то H s-перестановочна в K.
(2) Предположим, что H нормальна в G. Тогда K/H s-перестановочна в

G/K тогда и только тогда, когда K s-перестановочна в G.
(3) Если H s-перестановочна в G, то H субнормальна в G.
(4) Если H и F s-перестановочны в G, то H ∩ F s-перестановочна в G.
(5) Если H s-перестановочна в G и M ≤ G, то H∩M s-перестановочна в M .

Лемма 2.4. Пусть G — группа и H ≤ K ≤ G. Справедливы следующие
утверждения.

(1) Подгруппа H Fs-квазинормальна в G тогда и только тогда, когда су-
ществует нормальная подгруппа T в G такая, что HT s-перестановочна в G,
HG ≤ T и (H/HG) ∩ (T/HG) ≤ ZF∞(G/HG).

(2) Предположим, что H нормальна в G. Тогда K/H Fs-квазинормальна
в G/H тогда и только тогда, когда K Fs-квазинормальна в G.

(3) Пусть H нормальна в G. Тогда для всякой Fs-квазинормальной под-
группы E в G, удовлетворяющей условию (|H|, |E|) = 1, EH/H Fs-квазинор-
мальна в G/H.

(4) Если H — Fs-квазинормальная подгруппа в G и F S-замкнута, то H
Fs-квазинормальна в K.

(5) Если H Fs-квазинормальна в G, K нормальна в G и F Sn-замкнута,
то H Fs-квазинормальна в K.

(6) Если G ∈ F , то всякая подгруппа в G Fs-квазинормальна в G.

Доказательство. (1) Достаточность очевидна. Предположим, что H Fs-
квазинормальна в G и T — нормальная подгруппа в G такая, что HT — s-
перестановочная подгруппа в G и (H ∩ T )HG/HG ≤ ZF∞(G/HG). Пусть T0 =
THG E G. Тогда HT0 = HTHG = HT — s-перестановочная подгруппа в G,
HG ≤ T0 и

(T0/HG) ∩ (H/HG) = (T0 ∩H)/HG = (T ∩H)HG/HG ≤ ZF∞(G/HG).

(2) Предположим сначала, что K/H — Fs-квазинормальная подгруппа в
G/H. Тогда в силу (1) в G/H имеется нормальная подгруппа T/H такая, что
(K/H)(T/H) s-перестановочна в G/H, (K/H)G/H ≤ T/H и

(T/H)/(K/H)G/H ∩ (K/H)/(K/H)G/H ≤ ZF∞((G/H)/(K/H)G/H).
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Отсюда следует, что KT — s-перестановочная подгруппа в G по лемме 2.3(2).
Так как

(T/H)/(K/H)G/H ∩ (K/H)/(K/H)G/H
= (T/H)/(KG/H) ∩ (K/H)/(KG/H) = ((T ∩K)/H)/(KG/H)

и
ZF∞((G/H)/(K/H)G/H) = ZF∞((G/H)/(KG/H)),

имеем
(T ∩K)/KG = (T/KG) ∩ (K/KG) ≤ ZF∞(G/KG).

Значит, K — Fs-квазинормальная подгруппа в G. Такими же рассуждениями
можно показать, что еслиK Fs-квазинормальна вG, тоK/H Fs-квазинормаль-
на в G/H.

(3) Предположим, что H нормальна в G и E — Fs-квазинормальная под-
группа в G такая, что (|H|, |E|) = 1. Тогда в силу (1) G имеет нормаль-
ную подгруппу T такую, что ET — s-перестановочная подгруппа в G, EG ≤
T и (E/EG) ∩ (T/EG) ≤ ZF∞(G/EG). Покажем теперь, что EH/H — Fs-
квазинормальная подгруппа в G/H. В силу (2) достаточно показать, что EH
Fs-квазинормальна в G. Ясно, что EHT = ETH — s-перестановочная под-
группа в G. Так как (|H|, |E|) = 1, то (|HE : H|, |HE : E|) = 1. Положим
D = T ∩ EH. Тогда D E EH и потому DE ≤ EH и DH ≤ EH. Значит,

(|D : D ∩H|, |D : D ∩ E|) = (|DH : H|, |DE : E|) = 1.

Следовательно, D = (D ∩H)(D ∩ E). Таким образом,

T ∩EH = D = (T ∩EH ∩H)(T ∩EH ∩E) = (T ∩H)(T ∩E) ≤ H(T ∩E) ≤ HZ,

где Z/EG = ZF∞(G/EG). В силу G-изоморфизма HZ/HEG = HEGZ/HEG '
Z/(Z ∩HEG) имеем HZ/HEG ≤ X/HEG = ZF∞(G/HEG). Следовательно, (T ∩
HE)HEG/HEG ≤ X/HEG. Пусть D = (HE)G. Очевидно, что HEG ⊆ D. По
лемме 2.2(1)

(X/HEG)(D/HEG)/(D/HEG) ≤ ZF∞((G/HEG)/(D/HEG)).

Поэтому

(T ∩HE)HEGD/D = (THEGD/D) ∩ (HE/D)

= (TD/D) ∩ (HE/D) = (T ∩HE)D/D ≤ ZF∞(G/D).

Это показывает, что EH — Fs-квазинормальная подгруппа в G.
(4) Если подгруппа H Fs-квазинормальна в G, то в силу (1) существует

нормальная подгруппа T в G такая, что HT s-перестановочна в G, HG ≤ T и
(T/HG) ∩ (H/HG) ≤ ZF∞(G/HG). Пусть T1 = T ∩ K. Тогда T1 E K, HT1 =
H(T ∩K) = HT ∩K s-перестановочна в K по лемме 2.3(5) и

(T1/HG) ∩ (H/HG) = (H ∩ T ∩K)/HG ≤ Z/HG = ZF∞(G/HG) ∩K/HG.

Так как класс F S-замкнут по лемме 2.2(2), то

ZF∞(G/HG) ∩K/HG ≤ ZF∞(K/HG).

По лемме 2.2(1)

(Z/HG)(HK/HG)/(HK/HG) ≤ ZF∞((K/HG)/(HK/HG)).
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Следовательно,
(T1HK/HK) ∩ (H/HK) ≤ ZF∞(K/HK).

Поэтому H — Fs-квазинормальная подгруппа в K.
(5) См. доказательство (4).
(6) Если G ∈ F , то ZF∞(G) = G по лемме 2.2(4). Предположим, что H —

произвольная подгруппа в G. Положим T = G. Тогда, очевидно, HT = G
s-перестановочна в G. По лемме 2.2(1) ZF∞(G/HG) = G/HG. Следовательно,
(H ∩G)HG/HG = H/HG ≤ ZF∞(G/HG). Поэтому выполнено (6).

Лемма 2.5 [14, лемма 2.3]. Пусть H — p-группа для некоторого простого
p. Тогда H s-перестановочна в G тогда и только тогда, когда Op(G) ≤ NG(H).

Лемма 2.6 [3, лемма 2.7.9]. Пусть P — нильпотентная нормальная под-
группа группы G. Если P 6= 1 и P ∩ �(G) = 1, то P — прямое произведение
некоторых минимальных подгрупп в G.

Лемма 2.7 [15, лемма 2.10]. Пусть p — простое число такое, что (|G|, p2 −
1) = 1. Если G/L p-нильпотентна и p3 - |L|, то G p-нильпотентна.

Лемма 2.8 [16, лемма 2.8]. Пусть G — группа, p — простое число и (|G|, p−
1) = 1. Если M — подгруппа в G индекса p, то M нормальна в G.

3. Основные результаты

Теорема 3.1. Пусть p — простой делитель |G| такой, что (|G|, p2 − 1) = 1,
и пусть F — класс всех p-нильпотентных групп. Пусть у G есть нормальная
подгруппа N такая, что G/N ∈ F , и существует множество H подгрупп в G
со следующим свойством: для всякой 2-максимальной подгруппы M каждой
силовской p-подгруппы в N , которая не является Fs-квазинормальной в G,
H содержит дополнение к M в G. Тогда H образует покрывающую систему
подгрупп для F .

Доказательство. Пусть утверждение теоремы неверно и G — контрпри-
мер минимального порядка. Тогда

(1) Op′(N) = 1.
В самом деле, предположение справедливо для G/Op′(N), поэтому если

Op′(N) 6= 1, то группа G/Op′(N) p-нильпотентна в силу выбора G. Но тогда G
p-нильпотентна; противоречие.

(2) G разрешима.
Если p 6= 2, то из условия (|G|, p2 − 1) = 1 получаем, что G — группа

нечетного порядка, и потому G разрешима. Предположим, что p = 2. Тогда
G/N 2-нильпотентна, и потому G/N разрешима. Покажем, что N разрешима.
Можем предполагать без ограничения общности, что G = N .

Пусть P — силовская 2-подгруппа в G. Если O2(G) = P или O2(G) —
максимальная подгруппа в P , то группа G/O2(G) 2-нильпотентна в силу [17,
(10.1.9)]. Отсюда вытекает, что G/O2(G) разрешима, так что G разрешима.
Предположим, что O2(G) 6= 1 и существует 2-максимальная подгруппа P2 в P
такая, что O2(G) ≤ P2. По леммам 2.1(1) и 2.4(2) G/O2(G) удовлетворяет пред-
положению, так что G/O2(G) 2-нильпотентна. Следовательно, G разрешима.
Значит, O2(G) = 1.

В силу (1) O2′(G) = 1.
По лемме 2.7 23||G|. Если каждая 2-максимальная подгруппа в P имеет p-

нильпотентное дополнение в G, то каждая максимальная подгруппа в P имеет
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p-нильпотентное дополнение в G. В силу леммы 2.10 из [18] G 2-нильпотентна
и тем самым G разрешима. Поэтому можем предположить, что существует 2-
максимальная подгруппа P2 в P , которая Fs-квазинормальна в G. Очевидно,
P2 6= 1. Так как O2(G) = 1, то (P2)G ⊆ O2(G) = 1. Поэтому в силу леммы 2.4(1)
существует нормальная подгруппа T в G такая, что P2T s-перестановочна в G
и P2 ∩ T ⊆ ZF∞(G). Если ZF∞(G) = 1, то P2 ∩ T = 1. Ясно, что |T2| ≤ 22, где
T2 — силовская 2-подгруппа группы T . По лемме 2.7 группа T 2-нильпотентна,
и потому у T имеется нормальная холлова 2′-подгруппа K. Так как K char
T E G, то K E G и K ≤ O2′(G) = 1. Отсюда следует, что T — 2-группа. Но
поскольку T ≤ O2(G) = 1, то P2 s-перестановочна в G, и потому P2 ≤ O2(G) =
1. Полученное противоречие показывает, что ZF∞(G) 6= 1. Так как ZF∞(G)
2-нильпотентна, группа ZF∞(G) имеет нормальную холлову 2′- подгруппу L.
Очевидно, что L E G. Следовательно, L ≤ O2′(G) = 1, поэтому ZF∞(G) — 2-
группа. Стало быть, ZF∞(G) ≤ O2(G) = 1, что противоречит условию ZF∞(G) 6=
1. Отсюда получаем справедливость (2).

Пусть L — минимальная нормальная подгруппа в G, содержащаяся в N .
Так как G разрешима, L — элементарная абелева r-группа для некоторого про-
стого r. Более того, r = p в силу (1).

(3) G/L ∈ F и L = Op(N) = F (N) = CN (L) � �(G) — единственная мини-
мальная нормальная подгруппа вG, содержащаяся вN , и |L| > p2. В частности,
ZF∞(G) ∩N = 1.

Очевидно, что (G/L)/(N/L) ' G/N ∈ F . Пусть R1/L — 2-максимальная
подгруппа силовской p-подгруппы группы N/L. Тогда R1 является 2-макси-
мальной подгруппой силовской p-подгруппы группы N . По леммам 2.1(1) и
2.4(2) R1/L либо имеет p-нильпотентное дополнение в G/L, либо является Fs-
квазинормальной подгруппой в G/L. Следовательно, G/L удовлетворяет усло-
вию. В силу выбора G имеем G/L ∈ F . Так как F — насыщенная форма-
ция, L — единственная минимальная нормальная подгруппа в N и L � �(G).
Таким образом, существует максимальная подгруппа M группы G такая, что
G = [L]M . Поскольку C = CN (L) = CG(L) ∩ N E G, имеем (C ∩ M)G =
(C ∩ M)LM = (C ∩ M)M = C ∩ M . Следовательно, C ∩ M E G, и поэтому
C ∩M = 1. Значит, C = C ∩ LM = L(C ∩M) = L. Но так как L ≤ Or(N) ≤
F (N) ≤ F (G) ≤ CG(L), то F (N) ≤ CG(L) ∩ N = CN (L). Это показывает, что
L = Or(N) = F (N) = CN (L). По лемме 2.7 |L| > p2, откуда следует, что
ZF∞(G) ∩N = 1.

(4) Если V — 2-максимальная подгруппа силовской p-подгруппы P группы
N , то |L| ≤ |V |.

В самом деле, предположим, что |V | < |L|. Пусть W — произвольная
2-максимальная подгруппа группы P , содержащаяся в L. Если W имеет p-
нильпотентное дополнение T в G, то подгруппа 1 6= L ∩ T нормальна в G. По-
этому минимальность L влечет, что T = G; противоречие. Значит, W является
Fs-квазинормальной подгруппой в G. Тогда G имеет нормальную подгруппу T
такую, чтоWT s-перестановочна в G иW∩T ≤ ZF∞(G)∩N = 1. Отсюда следует,
что L � T , поэтому подгруппа L∩WT = W (L∩T ) = W s-перестановочна в G по
лемме 2.3(4). Следовательно, всякая подгруппа W в L со свойством |W | = |V |
s-перестановочна в G, и потому |L| = p по лемме 2.11 из [19]; противоречие.

(5) L — силовская p-подгруппа в N .
Если N 6= G, то по предположению и выбору G группа N p-нильпотентна.

Значит, из (1) и (3) получаем, что N = L является p-группой. Предполо-
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жим теперь, что N = G. В этом случае ZF∞(G) = 1. Покажем, что всякая
2-максимальная подгруппа J каждой силовской p-подгруппы группы G имеет
p-нильпотентное дополнение вG. Так как L � �(G), тоG = [L]M для некоторой
максимальной подгруппы M в G. Если L ≤ J , то M ' G/L — p-нильпотентное
дополнение J в G. Предположим, что L � J . Поскольку L — единственная
минимальная нормальная подгруппа группы G, то JG = 1. Предположим, что
J Fs-квазинормальна в G. Тогда G имеет нормальную подгруппу T такую, что
JT s-перестановочна в G и J ∩ T ≤ ZF∞(G) = 1. Ясно, что |Tp| ≤ p2, где Tp —
силовская p-подгруппа в T . По предположению и лемме 2.7 T p-нильпотентна,
и потому имеет нормальную холлову p′-подгруппу D. Так как D charT E G, то
D E G, поэтому L ≤ D; противоречие. Тем самым D = 1. Это влечет, что T —
p-группа. Поскольку L — единственная минимальная нормальная подгруппа в
G, то L ≤ T или T = 1. Если L ≤ T , то |L| ≤ p2; противоречие. Если T = 1, то
J s-перестановочна в G. Отсюда следует, что J ≤ Op(G) = L. Так как L � J ,
то J < L, что противоречит (4).

Итоговое противоречие. Пусть Q — силовская q-подгруппа группы G,
где q 6= p. Тогда ввиду (5) условие выполняется для LQ по леммам 2.1(2)
и 2.4(4). Более того, в силу (4) LQ 6= G. Значит, группа LQ p-нильпотентна
ввиду выбора G. Поэтому Q ≤ CG(L). Следовательно, Op(G) ≤ CG(L), что
влечет CG(L) = G в силу [1, A, 13.6]. Отсюда следует, что |L| = p; противоречие
с (3). Итоговое противоречие завершает доказательство.

Аналогичным рассуждением получаем следующее утверждение.

Теорема 3.2. Пусть p — простой делитель |G| со свойством (|G|, p−1) = 1
иF — класс всех p-нильпотентных групп. Предположим, что G имеет нормаль-
ную подгруппу N такую, что G/N ∈ F , и существует множество H подгрупп
G со следующим свойством: для каждой максимальной подгруппы M всякой
силовской p-подгруппы в N , которая не Fs-квазинормальна в G, H содержит
дополнение M в G. ТогдаH образует покрывающую систему подгрупп для F .

Теорема 3.3. Пусть p — простой делитель |G| со свойством (|G|, p−1) = 1
иF — класс всех p-нильпотентных групп. Предположим, что G имеет нормаль-
ную подгруппу N такую, что G/N ∈ F , и существует множество H подгрупп
G со следующим свойством: для каждой циклической подгруппы L порядка p
или 4 в N , которая не Fs-квазинормальна в G, H содержит дополнение к L
в G. Тогда H образует покрывающую систему подгрупп для F .

Доказательство. Предположим, что утверждение неверно, и пусть G —
контрпример наименьшего порядка.

Пусть M — произвольная собственная подгруппа группы G. Тогда M/(M∩
N) 'MN/N ≤ G/N ∈ F . Ввиду лемм 2.1(2) и 2.4(4) каждая циклическая под-
группа порядка p или 4 группы M ∩N либо имеет p-нильпотентное дополнение
в M , либо Fs-квазинормальна в M . В силу выбора G имеем M ∈ F , и потому
G — минимальная не-p-нильпотентная группа. Следовательно, G — минималь-
ная ненильпотентная группа в силу теоремы IV.5.4 из [20]. Значит, по теореме
3.4.11 из [2] G = [P ]Q, где P — нормальная силовская p-подгруппа группы G
и Q — циклическая силовская q-подгруппа в G, P/�(P ) — главный фактор G.
Очевидно, что P ⊆ N .

Предположим, что |P | = p. Так как NG(P )/CG(P ) . Aut(P ) и (|G|, p −
1) = 1, получаем, что NG(P ) = CG(P ). По теореме Бернсайда группа G p-
нильпотентна; противоречие. Поэтому |P | ≥ p2.
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Пусть x ∈ P \ �(P ) и L = 〈x〉. Тогда |L| = p или |L| = 4. Положим
X = L�(P ). Если L — нормальная подгруппа группы G, то 1 < X/�(P ) E
G/�(P ). Отсюда следует, что X/�(P ) = P/�(P ) и P = X = L�(P ) = L. Так
как |P | > p, имеем |P | = 4. Поскольку P циклическая, она имеет единственную
максимальную подгруппу 〈x2〉 = �(P ). Это значит, что P/�(P ) — циклическая
группа порядка 2. Следовательно, G/�(P ) ∈ F . Так как F — насыщенная
формация, то G ∈ F . Это противоречие показывает, что L не нормальна в G
и LG ⊆ �(P ). По предположению L либо имеет p-нильпотентное дополнение в
G, либо Fs-квазинормальна в G. Если группа L Fs-квазинормальна в G, то по
лемме 2.4(1) существует нормальная подгруппа T группы G такая, что LT s-
перестановочна в G и (L∩T )/LG ≤ ZF∞(G/LG). Предположим, что (L∩T )/LG 6=
1. Если L ⊆ T , то L/LG ≤ ZF∞(G/LG). По лемме 2.2(1)

(L/LG)(�(P )/LG)/(�(P )/LG)

≤ (ZF∞(G/LG))(�(P )/LG)/(�(P )/LG) ≤ ZF∞((G/LG)/(�(P )/LG)).

Следовательно,

1 < L�(P )/�(P ) ≤ ZF∞(G/�(P )) ∩ P/�(P ) ≤ P/�(P ).

Поскольку P/�(P ) — главный фактор G и ZF∞(G/�(P )) ∩ P/�(P ) E G/�(P ),
видим, что P/�(P ) ≤ ZF∞(G/�(P )). Это влечет, что G/�(P ) ∈ F , и потому G ∈
F ; противоречие. Если L * T , то P ∩T 6= P . Значит, (P ∩T )�(P ) 6= P . Так как
(P ∩ T )�(P )/�(P ) E G/�(P ) и P/�(P ) — главный фактор G, то P ∩ T ⊆ �(P ).
Отсюда следует, что подгруппа

X/�(P ) = L�(P )/�(P ) = L(P ∩ T )�(P )/�(P ) = P/�(P ) ∩ LT�(P )/�(P )

s-перестановочна в G/�(P ). В силу леммы 2.5 Op(G/�(P )) ≤ NG/�(P )(X/�(P )).
Так как P/�(P ) — элементарная абелева группа, то X/�(P ) E P/�(P ), поэтому
X/�(P ) E P/�(P )Op(G/�(P )) = G/�(P ). Это означает, что P = L�(P ) = L.
Полученное противоречие показывает, что (L ∩ T )/LG = 1. Следовательно,
L∩ T = LG. Отсюда (P ∩ T )∩L = LG 6= L и, значит, P ∩ T 6= P . В силу тех же
рассуждений, что и выше, подгруппа X/�(P ) = L�(P )/�(P ) s-перестановочна
в G/�(P ), стало быть, P = L; противоречие.

Поэтому мы можем предположить, что каждая циклическая подгруппа
L = 〈x〉 порядка p или 4 имеет p-нильпотентное дополнение K в G. Тогда
G = LK и K p-нильпотентна. Очевидно, K < G. Так как G — минимальная
ненильпотентная группа, K нильпотентна. Пусть Kp — силовская p-подгруппа
группы K. Если Kp = 1, то P = L; противоречие. Поэтому Kp 6= 1. Ес-
ли |L| = p, то L ∩ NG(Kp) = 1 или L ∩ NG(Kp) = L. Если L ⊆ NG(Kp), то
G = LK = NG(Kp), и потому Kp E G. Так как P/�(P ) — главный фактор G,
то Kp = P или Kp ⊆ �(P ). Если Kp ⊆ �(P ), то P = LKp = L. Полученное
противоречие показывает, что Kp = P . Отсюда G = K; противоречие. По-
этому |L| = 4. Так как K ≤ NG(Kp) и L ∩ NG(Kp) 6= 1, то |G : NG(Kp)| = 1
или |G : NG(Kp)| = 2. Если |G : NG(Kp)| = 1, то G = NG(Kp), поэтому
Kp E G. Теми же рассуждениями, что и выше, получаем противоречие. Если
|G : NG(Kp)| = 2, то NG(Kp) E G. Так как группа NG(Kp) p-нильпотентна,
то NG(Kp) имеет нормальную холлову p′-подгруппу D. Очевидно, что D так-
же является нормальной холловой p′-подгруппой группы G. Таким образом, G
p-нильпотентна. Полученное противоречие завершает доказательство.
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Теорема 3.4. Пусть p — простой делитель |G| со свойством (|G|, p2−1) = 1
иF — класс всех p-нильпотентных групп. Предположим, что G имеет нормаль-
ную подгруппу N такую, что G/N ∈ F , и существует множество H подгрупп
G со следующим свойством: для каждой подгруппы L порядка p2 в N , которая
не Fs-квазинормальна в G, H содержит дополнение L в G. Тогда H образует
покрывающую систему подгрупп для F .

Доказательство. Предположим, что утверждение неверно, и пусть G —
контрпример наименьшего порядка.

Пусть M — произвольная собственная подгруппа группы G. Тогда M/(M∩
N) ' MN/N ≤ G/N ∈ F . В силу лемм 2.1(2) и 2.4(4) каждая подгруппа
порядка p2 группы M ∩ N либо имеет p-нильпотентное дополнение в M , ли-
бо Fs-квазинормальна в M . В силу выбора G имеем M ∈ F , поэтому G —
минимальная не p-нильпотентная группа. Следовательно, G — минимальная
ненильпотентная группа по теореме IV.5.4 из [20]. Значит, по теореме 3.4.11 в
[2] G = [P ]Q, где P — нормальная силовская p-подгруппа в G и Q — цикличе-
ская силовская q-подгруппа в G, P/�(P ) — главный фактор G. Очевидно, что
P ⊆ N . В силу леммы 2.7 имеем |P | ≥ p3.

Если �(P ) = 1, то P — элементарная абелева p-группа. Пусть L — подгруп-
па группы P порядка p2. Тогда по предположению L либо имеет p-нильпотент-
ное дополнение в G, либо Fs-квазинормальна в G. Предположим, что L имеет
p-нильпотентное дополнение T в G. Тогда G = LT и T p-нильпотентна. Оче-
видно, что T < G. Так как G — ненильпотентная группа, T нильпотентна.
Пусть Tp — силовская p-подгруппа группы T . Если Tp = 1, то P = L. Это
противоречит тому, что |P | ≥ p3. Значит, Tp 6= 1. Поскольку T ≤ NG(Tp) и
L∩NG(Tp) 6= 1, то |G : NG(Tp)| = 1 или |G : NG(Tp)| = p. Если |G : NG(Tp)| = 1,
то Tp E G. Так как P — главный фактор группы G, имеем Tp = P , и пото-
му G = T p-нильпотентна; противоречие. Значит, |G : NG(Tp)| = p. Пусть
P1 = P ∩ NG(Tp). Тогда P1 E G. Отсюда следует, что P = P1 или P1 = 1.
Если P1 = 1, то P ∩ NG(Tp) = 1, что противоречит условию Tp ⊆ P . Поэтому
P = P1 и P ⊆ NG(Tp). Это влечет, что G = PNG(Tp) = NG(Tp); противоречие.
Итак, предположим, что подгруппа L Fs-квазинормальна в G. В силу лем-
мы 2.4(1) существует нормальная подгруппа T группы G такая, что подгруппа
LT s-перестановочна в G и (L∩T )/LG ≤ ZF∞(G/LG). Так как P — минимальная
нормальная подгруппа в G, то LG = 1 и L ∩ T ⊆ ZF∞(G). Предположим, что
L∩T = 1. Тогда P∩T = 1. Отсюда следует, что подгруппа L = L(P∩T ) = P∩LT
s-перестановочна в G. В силу леммы 2.5 имеем Op(G) ≤ NG(L). Так как L E P ,
то L E POp(G) = G. Ввиду минимальности P получаем, что P = L — под-
группа порядка p2. Полученное противоречие показывает, что L ∩ T 6= 1, и
потому ZF∞(G) 6= 1. Отсюда следует, что ZF∞(G) ∩ P = 1 или P ⊆ ZF∞(G). Если
ZF∞(G)∩P = 1, то L∩T ≤ ZF∞(G)∩P = 1; противоречие. Поэтому P ⊆ ZF∞(G).
Это влечет, что G ∈ F ; противоречие.

Предположим, что �(P ) 6= 1 и p > 2. В этом случае мы можем вы-
брать элемент x в �(P ) порядка p и элемент y в P \ �(P ) порядка p. То-
гда H = 〈x〉〈y〉 — подгруппа группы P порядка p2. Если H нормальна в G,
то 1 < H�(P )/�(P ) E G/�(P ), и потому P = H�(P ) = 〈x〉〈y〉�(P ) = 〈y〉,
что противоречит условию |P | ≥ p3. Значит, H не нормальна в G. По усло-
вию H либо имеет p-нильпотентное дополнение в G, либо Fs-квазинормальна
в G. Предположим, что H Fs-квазинормальна в G. По лемме 2.4(1) существу-
ет нормальная подгруппа T группы G такая, что HT s-перестановочна в G и
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(H ∩ T )/HG ≤ ZF∞(G/HG). Предположим, что (H ∩ T )/HG 6= 1. Если H ⊆ T ,
то H/HG ≤ ZF∞(G/HG). Ясно, что HG ⊆ �(P ). Ввиду леммы 2.2(1)

(H/HG)(�(P )/HG)/(�(P )/HG) ≤ (ZF∞(G/HG))(�(P )/HG)/(�(P )/HG)

≤ ZF∞((G/HG)/(�(P )/HG)).

Отсюда следует, что

1 < H�(P )/�(P ) ≤ ZF∞(G/�(P )) ∩ P/�(P ) ≤ P/�(P ).

Так как P/�(P ) является главным фактором G и ZF∞(G/�(P )) ∩ P/�(P ) E
G/�(P ), видим, что P/�(P ) ≤ ZF∞(G/�(P )). Это влечет что G/�(P ) ∈ F , и
потому G ∈ F ; противоречие. Если H * T , то P∩T 6= P . Значит, (P∩T )�(P ) 6=
P . Так как (P ∩ T )�(P )/�(P ) E G/�(P ) и P/�(P ) — главный фактор G,
P ∩ T ⊆ �(P ). Отсюда следует, что

H�(P )/�(P ) = H(P ∩ T )�(P )/�(P ) = P/�(P ) ∩HT�(P )/�(P )

s-перестановочна в G/�(P ). По лемме 2.5

Op(G/�(P )) ≤ NG/�(P )(H�(P )/�(P )).

Поскольку P/�(P ) — элементaрная абелева группа, то H�(P )/�(P ) E P/�(P ),
поэтому

H�(P )/�(P ) E P/�(P )Op(G/�(P )) = G/�(P ).

Значит, P = H�(P ) = 〈y〉. Полученное противоречие показывает, что (H ∩
T )/HG = 1. Следовательно, H ∩ T = HG. Стало быть, (P ∩ T ) ∩H = HG 6= H
и P ∩ T 6= P . Те же рассуждения, что и выше, показывают, что H�(P )/�(P )
s-перестановочна в G/�(P ), тем самым P = 〈y〉. Полученное противоречие
показывает, что H имеет p-нильпотентное дополнение K в G. Тогда G = HK =
〈x〉〈y〉K = 〈y〉K и K p-нильпотентна. Очевидно, что K < G. Так как G —
минимальная ненильпотентная группа, K нильпотентна. Пусть Kp — силовская
p-подгруппа группы K. Если Kp = 1, то P = 〈y〉; противоречие. Потому
Kp 6= 1. Тогда 〈y〉 ∩ NG(Kp) = 1 или 〈y〉 ∩ NG(Kp) = 〈y〉. Если 〈y〉 ⊆ NG(Kp),
то G = 〈y〉K = NG(Kp), поэтому Kp E G. Так как P/�(P ) — главный фактор
G, то Kp = P или Kp ⊆ �(P ). Если Kp ⊆ �(P ), то P = 〈y〉Kp = 〈y〉. Это
противоречие показывает, что Kp = P . Отсюда G = K; противоречие. Если
〈y〉 ∩ NG(Kp) = 1, то K = NG(Kp) и Kp — максимальная подгруппа P . Стало
быть, P ≤ NG(Kp) = K; противоречие.

Итак, предположим, что �(P ) 6= 1 и p = 2. По причине, сходной с изло-
женной выше, в P \ �(P ) существует элемент порядка 2, т. е. каждый элемент
в P \ �(P ) имеет порядок 4. Пусть z ∈ P \ �(P ). Тогда L = 〈z〉 и |L| = 4.
По предположению L либо имеет p-нильпотентное дополнение в G, либо Fs-
квазинормальна в G. Используя те же рассуждения, что и в доказательстве
теоремы 3.3, получаем, что G p-нильпотентна. Итоговое противоречие завер-
шает доказательство.

Замечание 1. Условие (|G|, p− 1) = 1 в теореме 3.2 нельзя опустить. На-
пример, пусть G = S3 — симметрическая группа степени 3, p = 3 и N = G3 —
силовская 3-подгруппа группы G. Тогда G/N 3-нильпотентна и каждая макси-
мальная подгруппа силовской 3-подгруппы группы N Fs-квазинормальна в G,
где F — класс всех 3-нильпотентных групп. Тем не менее G не 3-нильпотентна.
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Замечание 2. Условие (|G|, p2 − 1) = 1 в теореме 3.1 нельзя ни опустить,
ни заменить условием (|G|, p−1) = 1. Например, пусть G = A4, p = 2 и N = K4.
Очевидно, G/N 2-нильпотентна и каждая 2-максимальная подгруппа силовской
3-подгруппы в N Fs-квазинормальна в G, где F — класс всех 2-нильпотентных
групп. Но G не 2-нильпотентна.

Следствие 3.1. Пусть p — простой делитель |G| такой, что (|G|, p−1) = 1.
Если в G имеется нормальная подгруппа N , для которой G/N p-нильпотентна
и всякая максимальная подгруппа каждой силовской p-подгруппы группы N
s-перестановочна в G, то G p-нильпотентна.

Следствие 3.2. Пусть p — простой делитель |G| такой, что (|G|, p−1) = 1.
Если в G имеется нормальная подгруппа N , для которой G/N p-нильпотентна и
всякая максимальная подгруппа каждой силовской p-подгруппы в N c-нормаль-
на в G, то G p-нильпотентна.

Замечание 3. Следствия 3.1 и 3.2 могут быть получены непосредственно
из теоремы 3.2. Тем не менее с учетом примера 1.2 пусть G = C7 oC3 = [K]C3 —
регулярное сплетение, где K — базисная группа группы G. Пусть p = 3. То-
гда G 3-нильпотентна и K — нормальная силовская 7-подгруппа группы G.
Легко видеть, что каждая максимальная подгруппа H в K не является ни s-
перестановочной в G, ни c-нормальной в G, но H Fs-квазинормальна в G, где
F — класс всех 3-нильпотентных групп.
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