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КОНЕЧНЫЕ ГРУППЫ

С S–ДОБАВЛЯЕМЫМИ p–ПОДГРУППАМИ

Н. Ян, В. Го, О. Л. Шеметкова

Аннотация. Пусть G — конечная группа. S-квазинормальной называют подгруп-
пу, перестановочную со всеми силовскими подгруппами из G. Через BsG обозна-
чают наибольшую S-квазинормальную подгруппу группы G, содержащуюся в B.
Подгруппа B называется S-добавляемой в G, если найдется подгруппа T такая, что
G = BT и B ∩ T ≤ BsG. Подгруппа L называется кватернионной в G, если G
имеет секцию A/B, изоморфную группе кватернионов порядка 8, причем L ≤ A и
L ∩B = 1. Статья посвящена доказательству следующей теоремы.

Теорема. Пусть E — нормальная подгруппа из G и p — простой делитель
|E| такой, что (p − 1, |E|) = 1. Пусть P — силовская p-подгруппа из E. Предполо-
жим, что S-добавляемыми в G являются либо все максимальные подгруппы из P ,
не имеющие p-сверхразрешимых добавлений в G, либо все подгруппы порядка p и
кватернионные подгруппы порядка 4 из P , не имеющие p-сверхразрешимых добав-
лений в G. Тогда E p-нильпотентна и все ее G-главные p-факторы циклические.

Ключевые слова: конечная группа, S-квазинормальная подгруппа, циклический
главный фактор.

1. Введение

В статье рассматриваются только конечные группы, G обозначает некото-
рую группу.

Если подгруппа A группы G перестановочна с каждой силовской подгруп-
пой из G, то A называется S-квазинормальной в G. Это понятие, введенное
Кегелем [1], оказалось удобным инструментом в изучении групп (см. [2–7]). Ес-
ли B ≤ G, то BsG — S-ядро подгруппы B в G, т. е. подгруппа, порожденная
всеми теми подгруппами из B, которые S-квазинормальны в G. Ясно, что BsG
S-квазинормальна в G. А. Н. Скиба называет подгруппу B S-добавляемой в
G (см. [8]), если найдется подгруппа T такая, что G = BT и B ∩ T ≤ BsG.
Обобщая результаты статей [2–7], А. Н. Скиба доказал следующую теорему.

Теорема 1.1 [8, теорема A]. Пусть E — нормальная подгруппа группы G.
Предположим, что для каждой нециклической силовской подгруппы P из E
выполняется следующее условие: либо все максимальные подгруппы из P , либо
все циклические подгруппы из P простого порядка и порядка 4 S-добавляемы
в G. Тогда каждый G-главный фактор подгруппы E является циклическим.

В настоящей статье мы доказываем следующий результат, усиливающий
теорему 1.
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Теорема 1.2. Пусть E — нормальная подгруппа из G и p — простой де-
литель |E| такой, что (p − 1, |E|) = 1. Пусть P — силовская p-подгруппа из E.
Предположим, что S-добавляемыми в G являются либо все максимальные под-
группы из P , не имеющие p-сверхразрешимых добавлений в G, либо все под-
группы порядка p и кватернионные подгруппы порядка 4 из P , не имеющие p-
сверхразрешимых добавлений в G. Тогда E p-нильпотентна и все ее G-главные
p-факторы циклические.

Подгруппу L из P называем кватернионной в P (см. [9]), если P имеет
секцию A/B, изоморфную группе кватернионов порядка 8, причем L ≤ A и
L ∩B = 1.

Следствие 1.2.1. Пусть E E G. Пусть P — силовская 2-подгруппа из E.
Предположим, что все подгруппы порядка 2 и кватернионные подгруппы поряд-
ка 4 из P S-добавляемы в G. Тогда E 2-нильпотентна и E/O2′(E) содержится
в гиперцентре группы G/O2′(E).

Следствие 1.2.2. Пусть E — нормальная подгруппа из G. Предполо-
жим, что для каждой нециклической силовской подгруппы P из E выполнено
следующее условие: S-добавляемыми в G являются либо все максимальные
подгруппы из P , не имеющие π(P )-сверхразрешимых добавлений в G, либо все
подгруппы простого порядка и кватернионные подгруппы порядка 4 из P , не
имеющие π(P )-сверхразрешимых добавлений в G. Тогда E сверхразрешима и
все ее G-главные факторы циклические.

Следствие 1.2.3. Пусть E — нормальная подгруппа из G. Предположим,
что для каждой нециклической силовской подгруппы P из E выполнено следую-
щее условие: S-добавляемыми в G являются либо все максимальные подгруппы
из P , либо все подгруппы простого порядка и кватернионные подгруппы поряд-
ка 4 из P . Тогда E сверхразрешима и все ее G-главные факторы циклические.

Теорема 1.1 непосредственно вытекает из следствия 1.2.3. Отметим еще,
что наши результаты остаются новыми и в случае E = G. Согласно [10] группа
нечетного порядка сверхразрешима, если каждая ее подгруппа простого поряд-
ка нормальна. Из теоремы 1.2 вытекает, что в каждой несверхразрешимой груп-
пе обязательно найдется либо не S-добавляемая подгруппа простого порядка,
либо не S-добавляемая кватернионная подгруппа порядка 4.

2. Предварительные сведения

В этом разделе приведем результаты, используемые при доказательстве
теоремы 1.2. Напомним, что подгруппа T называется добавлением к подгруппе
L в G, если G = LT ; Op(G) — это подгруппа, порожденная всеми p′-элементами
из G. Через HG обозначается ядро подгруппы H в G, т. е. наибольшая G-
инвариантная подгруппа, содержащаяся в H. Группа Шмидта — это ненильпо-
тентная группа, все собственные подгруппы которой нильпотентны. Как обыч-
но, через π(G) обозначается множество всех различных простых делителей |G|.
Группу называют p-сверхразрешимой, если она p-разрешима и ее главные p-
факторы циклические.

Лемма 2.1. Пусть p — простой делитель порядка группы G такой, что
(p− 1, |G|) = 1.

(1) Если M ≤ G и |G : M | = p, то M /G.
(2) Если силовская p-подгруппа в G циклическая, то G p-нильпотентна.
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(3) Если G p-сверхразрешима, то G p-нильпотентна.
Доказательство. Случай, когда p — наименьший простой делитель G,

хорошо известен (см. [11, 1A.1, следствие 5.14; 12, п. VI.9.2]). Утверждения
(2) и (3) легко следуют из теоремы Фробениуса о существовании p-замкнутой
{p, q}-группы Шмидта у не p-нильпотентной группы.

Докажем (1) в случае p > 2. Мы можем считать, что ядро подгруппыM в G
равно 1. Значит, G примитивна и по теореме A.15.2 из [13] имеет единственную
минимальную нормальную подгруппу L (заметим, что G разрешима, поскольку
имеет нечетный порядок). Так как G = LM и L∩M = 1, то |L| = p. Ввиду того,
что L самоцентрализуема, получается, что |M | делит p − 1. Это противоречит
условию (p− 1, |G|) = 1. �

Лемма 2.2 [1; 14, лемма 2.10]. Пусть H ≤ K ≤ G.
(1) Если H S-квазинормальна (S-добавляема) в G, то H S-квазинормальна

(S-добавляема) в K.
(2) Пусть H нормальна в G. Тогда K/H S-квазинормальна (S-добавляема)

в G/H тогда и только тогда, когда K S-квазинормальна (S-добавляема) в G.
(3) Если H S-квазинормальна в G, то H субнормальна в G.
(4) Если A и B S-квазинормальны в G, то A ∩B S-квазинормальна в G.
(5) Пусть H E G и E S-добавляема в G. Если (|H|, |E| = 1), то HE/H

S-добавляема в G/H.

Лемма 2.3 [15]. Если p-подгруппа H S-квазинормальна в группе G, то
H ≤ Op(G) и Op(G) ≤ NG(H).

Лемма 2.4 [16, теорема 26.1; 13, теорема VII.6.18]. Если G — группа
Шмидта, то

(1) G является p-замкнутой {p, q}-группой для некоторых простых чисел
p, q;

(2) экспонента силовской p-подгруппы из G равна p или 4;
(3) pn ≡ 1 (mod q), где n — порядок числа p по модулю q.

Лемма 2.5 [9, лемма 3]. Пусть R E G и R/Op′(R) не содержится в гипер-
центре группы G/Op′(R). Тогда G обладает p-замкнутой подгруппой Шмидта
S со следующим свойством: силовская p-подгруппа Sp 6= 1 из S содержится в R.

Лемма 2.6 [9, лемма 4]. Пусть S — группа Шмидта с неабелевой нормаль-
ной силовской 2-подгруппой P . Тогда всякая циклическая подгруппа порядка 4
является кватернионной в P . В частности, если |Z(P )| = 2, то всякий элемент
порядка 4 из S содержится в подгруппе, изоморфной группе кватернионов Q8.

Лемма 2.7. Пусть P — нециклическая силовская p-подгруппа из G, p —
простой делитель |G| такой, что (p − 1, |G|) = 1. Если каждая максимальная
подгруппа из P имеет p-нильпотентное добавление в G, то G p-нильпотентна.

Доказательство. Случай p = 2 рассмотрен в [7, лемма 2.10]. Предполо-
жим, что G не p-нильпотентна и p > 2. Тогда G разрешима, поскольку имеет
нечетный порядок. ПустьM1 — максимальная подгруппа из P . По условиюG =
M1T1, где T1 p-нильпотентна. Пусть M2 — максимальная подгруппа из P , со-
держащая P ∩T1. Тогда G = M2T2, где T2 p-нильпотентна. Мы можем считать,
что T1 и T2 совпадают с нормализаторами p′-холловых подгрупп из G. Но тогда
T2 = T x1 для некоторого x ∈ P . Таким образом, G = M1T1 = M2T x1 = M2T1.
Отсюда следует, что P = M1(P ∩ T1) = M2(P ∩ T1) = M2; противоречие. �

Следующий результат является следствием теоремы 3.1 из [17].
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Лемма 2.8. Пусть H E G, p — нечетное простое число. Если каждая
подгруппа порядка p из H нормальна в G, то H p-сверхразрешима и каждый
G-главный p-фактор подгруппы H является циклическим.

Лемма 2.9 [12, п. VI.8.1; 18, лемма 15.4]. ПустьH — нормальная p-подгруппа
группы G. Следующие утверждения эквивалентны:

(1) G/CG(H) является расширением p-группы с помощью абелевой группы
экспоненты, делящей p− 1;

(2) каждый G-главный фактор подгруппы H является циклическим.

Лемма 2.10 [12, п. IV.5.12; 19, теорема 5.3.10]. Пусть A — p′-группа ав-
томорфизмов p-группы P , p > 2. Если A действует тривиально на �1(P ), то
A = 1.

Лемма 2.11 [20, лемма 3.2]. Пусть G = AB, A— циклическая 2-подгруппа,
B 6= G. Тогда G = AM , где M — нормальная подгруппа индекса 2.

3. Доказательство теоремы 1.2

Будем вести доказательство теоремы 1.2 в два приема, разделив ее на две
теоремы.

Теорема 3.1. Пусть E — нормальная подгруппа из G и p — простой де-
литель |E| такой, что (p − 1, |E|) = 1. Пусть P — силовская p-подгруппа из E.
Предположим, что S-добавляемыми вG являются все максимальные подгруппы
из P , не имеющие p-сверхразрешимых добавлений в G. Тогда E p-нильпотентна
и все ее G-главные p-факторы циклические.

Доказательство. Допустим, что теорема неверна, и рассмотрим контр-
пример (G,E), для которого |G|+ |E| минимально. Доказательство состоит из
нескольких шагов.

(1) Подгруппа P не является циклической.
Это вытекает из леммы 2.1.
(2) Op′(E) = 1.
Действительно, ввиду леммы 2.2 условие теоремы выполняется для пары

(G/Op′(E), E/Op′(E)). Поэтому в случае Op′(E) 6= 1 из минимальности выбо-
ра пары (G,E) следует, что для пары (G/Op′(E), E/Op′(E)) теорема верна, а
значит, она верна и для (G,E).

(3) Если E 6= G, то E = P .
Пусть E 6= G. В силу леммы 2.2 условие теоремы выполняется для (E,E).

Следовательно, E p-нильпотентна. Теперь из (2) вытекает, что E = P .
(4) Op′(G) = 1.
Предположим, что V = Op′(G) 6= 1. Тогда из (2) и (3) имеем E = P .

Вследствие леммы 2.2 условие теоремы выполняется для (G/V,EV/V ). Таким
образом, ввиду минимальности (G,E) теорема для (G/V,EV/V ) верна, а значит,
верна и для (G,E).

(5) |P | > p2.
Допустим, что это неверно. Тогда ввиду (1) |P | = p2. Рассмотрим сначала

случай, когда (p−1, |G|) = 1. Из леммы 2.1 следует, что подгруппы порядка p не
имеют дополнений и p-сверхразрешимых добавлений. Применяя леммы 2.1 и 2.5
и теорему Фробениуса, находим в G p-замкнутую подгруппу Шмидта S = PQ,
где Q — q-группа для некоторого простого q 6= p. Каждая подгруппа порядка
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p из P S-добавляема в G, а значит, ввиду леммы 2.2 и в S. Очевидно, из S-
добавляемости подгрупп порядка p из S следует их S-квазинормальность. Так
как S = Op(S), по лемме 2.3 подгруппы порядка p нормальны в S, т. е. S
p-сверхразрешима и по лемме 2.1 p-нильпотентна, что невозможно.

Теперь предположим, что (p − 1, |G|) 6= 1. Тогда E 6= G и согласно (3)
имеем E = P . Если G = HT , |H| = p и H ∩ T = 1, то P ∩ T имеет порядок
p и нормальна в G. Поэтому из условия следует, что все подгруппы порядка p
S-квазинормальны в G. Применяя лемму 2.3, видим, что индекс нормализатора
любой подгруппы порядка p делится на p. Значит, число всех подгрупп порядка
p в G делится на p, что противоречит [12, п. I.7.2].

(6) Если E = P , то E не является минимальной нормальной подгруппой
в G.

Допустим, что E = P — минимальная нормальная подгруппа в G. Пусть
L — максимальная подгруппа из P , имеющая добавление T в G. Если T 6= G,
то из G = LT = PT следует P = L(P ∩ T ), причем P ∩ T 6= 1 нормальна в
G, что приводит к противоречию. Если T = G, то T не p-сверхразрешима и
по условию L ∩ T = L = LsG. Значит, все максимальные подгруппы из P S-
квазинормальны в G. Применяя лемму 2.3, видим, что индекс нормализатора
любой максимальной подгруппы из P делится на p. Значит, число всех подгрупп
индекса p в P делится на p, что противоречит [12, п. I.7.2].

(7) Если N — минимальная нормальная p-подгруппа в G и N ≤ E, то
теорема для (G/N,E/N) верна.

Ввиду леммы 2.2 это утверждение очевидно.
(8) E = G.
Предположим, что E 6= G. Согласно (3) имеем E = P . Если �(P ) 6= 1, то

ввиду (7) все G-главные факторы между P и �(P ) циклические. По теореме
П. Шмида [13, теорема IV.6.7] все G-главные факторы между �(P ) и 1 цикли-
ческие. Поэтому �(P ) = 1, т. е. P является элементарной абелевой. В силу (7)
G имеет единственную минимальную нормальную подгруппу L, содержащуюся
в P . Ввиду (6) и (7) L 6= P и |L| 6= p. Пусть M — максимальная подгруппа из
P . Допустим, что M обладает p-сверхразрешимым добавлением T в G. Тогда
ясно, что T 6= G и T ∩ P является неединичной нормальной подгруппой в G.
Поэтому L ≤ T ∩ P ≤ T , а поскольку T p-сверхразрешима, то минимальная
нормальная подгруппа из T , содержащаяся в T ∩ P , будет циклической нор-
мальной подгруппой группы G; противоречие. Таким образом, будем иметь
в виду, что максимальные подгруппы из P не обладают p-сверхразрешимыми
добавлениями.

Пусть L1 — максимальная подгруппа из L. Покажем, что L1 S-квазинор-
мальна в G. В P найдется, очевидно, такая максимальная подгруппа V , что
V ∩ L = L1 (это возможно, так как P элементарная абелева). По условию V
S-добавляема в G, т. е. G = V T и V ∩ T ≤ VsG. Предположим сначала, что
T = G. Тогда V = VsG S-квазинормальна в G. Ввиду леммы 2.2 V ∩ L = L1
S-квазинормальна в G. Пусть теперь T 6= G. Тогда T ∩ P — неединичная
нормальная подгруппа в G. Ясно, что L содержится в T ∩ P . Но тогда L1 ≤
V ∩ T ≤ VsG и теперь из

L1 ≤ L ∩ VsG ≤ L ∩ V = L1

ввиду леммы 2.2 следует, что L1 = L ∩ VsG S-квазинормальна. Таким образом,
все максимальные подгруппы из L S-квазинормальны в G. Так как теорема
для пары (G,L) верна, то |L| = p. Полученное противоречие доказывает (8).
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(9) В P имеется максимальная подгруппа, не обладающая p-сверхразреши-
мыми добавлениями в G.

Это непосредственно следует из лемм 2.1 и 2.7.

(10) G p-разрешима.
Если PG 6= 1, то согласно (7) теорема для G/PG верна, а значит, G p-

разрешима. Рассмотрим случай PG = 1. Ввиду леммы 2.3 неединичные под-
группы из P не являются S-квазинормальными в G. Согласно (9) в P найдет-
ся максимальная подгруппа M , не имеющая p-сверхразрешимых добавлений в
G. Значит, MsG = 1. По условию существует такая подгруппа T ≤ G, что
G = MT и M ∩ T = MsG = 1. Но тогда |Tp| = p и по лемме 2.1 подгруппа T
p-нильпотентна; противоречие. Утверждение (10) доказано.

Окончание доказательства теоремы 3.1. Пусть N — минимальная
нормальная подгруппа группы G. В силу (4) и (10) N ⊆ P . Следовательно,
ввиду (7) G/N p-нильпотентна и |N | > p. Очевидно, Op(G) = N = F (G) —
единственная минимальная нормальная подгруппа в G. Стало быть, G = NM
для некоторой p-нильпотентной максимальной подгруппы M из G. Заметим
еще, что N 6= P , так как при N = P теорема верна для пары (G,N), а значит,
и для (G,E). Понятно, что все максимальные подгруппы из P , содержащие N ,
имеют p-нильпотентные добавления в G. Согласно (9) P имеет максимальную
подгруппу V , не содержащую N и не имеющую p-сверхразрешимых добавлений
в G. По условию V S-добавляема в G, т. е. существует подгруппа T в G
такая, что G = V T и V ∩ T ≤ VsG. Положим VsG = L. Если L = 1, то
|T |p = p и по лемме 2.1 T p-нильпотентна; противоречие. Следовательно, L 6= 1
и V ∩ T ≤ L ≤ Op(G) = N . По лемме 2.3 Op(G) ≤ NG(L). Таким образом,
L ≤ V ∩ N и L ≤ LG = LO

p(G)P = LP ≤ (V ∩ N)P = V ∩ N ≤ N . Получается,
что LG = V ∩N = N и N ⊆ V ; противоречие. �

Теорема 3.2. Пусть E — нормальная подгруппа из G и p — простой де-
литель |E| такой, что (p − 1, |E|) = 1. Пусть P — силовская p-подгруппа из E.
Предположим, что выполнены два условия:

(1) все подгруппы порядка p из P , не имеющие p-сверхразрешимых добав-
лений в G, S-добавляемы в G;

(2) все кватернионные подгруппы порядка 4 из P , не имеющие p-сверхраз-
решимых добавлений в G, S-добавляемы в G.

Тогда E p-нильпотентна и все ее G-главные p-факторы циклические.

Доказательство. Предположим, что теорема неверна и пара (G,E) пред-
ставляет собой контрпример, для которого |G| + |E| минимально. Так же, как
и при доказательстве теоремы 3.1, легко проверить справедливость следующих
утверждений.

(1) Op′(G) = 1.
(2) Если E 6= G, то E = P .
(3) (p− 1, |G|) = 1.
Предположим, что (3) неверно. Тогда ввиду (2) E = P и p > 2. Из мини-

мальности выбора пары (G,E) получаем, что G не имеет циклических главных
факторов вида E/V . Рассмотрим подгруппу L порядка p из P . Допустим,
что L имеет p-сверхразрешимое добавление T в G. Понятно, что T 6= G. То-
гда G = LT = PT , откуда следует, что P ∩ T нормальна в G и имеет индекс
p в P , что невозможно. По условию L S-добавляема в G, т. е. найдется та-
кая подгруппа D, что G = LD и L ∩ D ≤ LsG. Если L ∩ D = 1, то, как и
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выше, D ∩ P нормальна в G и имеет индекс p в P . Остается принять, что
L ∩D = L = LsG, т. е. L S-квазинормальна в G. Итак, все подгруппы порядка
p S-квазинормальны в G. Если Op(G) = G, то ввиду леммы 2.3 все подгруппы
порядка p будут нормальны в G и тогда по лемме 2.8 все G-главные факторы
группы E будут циклическими. Значит, Op(G) 6= G. Если P не содержится в
Op(G), то P не содержится и в некоторой максимальной нормальной подгруппе
M индекса p и тогда MP = G и M ∩ P является G-инвариантной подгруппой,
имеющей индекс p в P . Таким образом, P ≤ Op(G) 6= G.

Пусть H — произведение всех подгрупп порядка p из P . Учитывая лем-
му 2.3, видим, что H нормальна в G и является элементарной абелевой. Так
как P нециклическая и p > 2, то |H| > p. Предположим, что H 6= P . Поскольку
для пары (G,H) теорема верна, по лемме 2.9 G/CG(H) является расширением
p-группы с помощью абелевой группы экспоненты, делящей p − 1. Если x —
p′-элемент из CG(H), то x ∈ CG(P ) по лемме 2.10. Значит, CG(P )/CG(H) —
p-группа, поэтому G/CG(P ) — расширение p-группы с помощью абелевой груп-
пы экспоненты, делящей p − 1. Учитывая лемму 2.9, получаем противоречие.
Остается рассмотреть случай, когда P = H — нециклическая элементарная абе-
лева группа. Поскольку все максимальные подгруппы из P S-квазинормальны
и не нормальны в G, ввиду леммы 2.3 число всех максимальных подгрупп из P
делится на p. Но это противоречит [12, п. I.7.2]. Утверждение (3) доказано.

Окончание доказательства теоремы 3.2. Поскольку G не p-нильпо-
тентна и E не гиперцентральна в G, ввиду леммы 2.5 и теоремы Фробениуса G
имеет p-замкнутую подгруппу Шмидта U = P1Q, силовская p-подгруппа P1 6= 1
которой содержится в P . Согласно лемме 2.4 экспонента P1 равна либо p, либо 4.
Пусть L — циклическая подгруппа, порожденная элементом x ∈ P1 \ Z(P1).
Ввиду лемм 2.4 и 2.6 L либо имеет порядок p, либо является кватернионной
в P1. Допустим, что L имеет p-сверхразрешимое добавление T в G. Тогда
U = L(U ∩ T ). Если U ∩ T = U , то ввиду (3) и леммы 2.1 U p-нильпотентна;
противоречие. Если U ∩ T 6= U , то, применяя леммы 2.1 и 2.11, видим, что U
имеет нормальную подгруппу индекса p, что невозможно.

Таким образом, все подгруппы порядка p и все циклические кватернионные
подгруппы из P1 S-добавляемы в G. Пусть L = 〈x〉, x ∈ P1 \Z(P1). Ввиду лемм
2.4 и 2.6 L либо имеет порядок p, либо является кватернионной в P1. Так как
L S-добавляема в G, найдется такая подгруппа T , что G = LT и L ∩ T ≤ LsG.
Как и выше, с помощью лемм 2.1 и 2.11 убеждаемся, что случай U ∩ T 6= U
невозможен. Значит, U ∩ T = U , и приходим к тому, что L S-квазинормальна
в U . Согласно лемме 2.3 U = Op(U) нормализует L, и теперь получается, что
LZ(P1)/Z(P1) — главный фактор в U . Ввиду леммы 2.4 U сверхразрешима и
по лемме 2.1 p-нильпотентна; противоречие. �

Доказательство следствия 1.2.2. Пусть p — наименьший простой де-
литель порядка E и P — силовская p-подгруппа из E. Если P является цикли-
ческой, то по лемме 2.1 E p-нильпотентна. Если же P не является циклической,
то по теореме 1.2 E p-нильпотентна и все ее G-главные p-факторы циклические.
По индукции утверждение верно для G и ее нормальной подгруппы Op′(E). �
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