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ФУНКЦИОНАЛОВ С p(x)–, p(x, u)–РОСТОМ
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Аннотация. Продолжено изучение слабой сходимости для интегральных функ-
ционалов, удовлетворяющих условиям p(x)- и p(x, u)-роста. Получены теорема о
сходимости с функционалом и результаты о взаимоотношении интегральных функ-
ционалов с их абстрактным полунепрерывным снизу расширением.
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1. Введение

В работе мы продолжаем развивать теорию слабой сходимости для инте-
гральных функционалов, удовлетворяющих условиям p(x)- и p(x, u)-роста.

Напомним, что функция L : �×Rm ×Rm×n → R называется интеграндом
Каратеодори, если для каждого ε > 0 существует компактное множество �ε ⊂ �
такое, что L : �ε × Rm × Rm×n → R непрерывно и meas(� \ �ε) ≤ ε.

Интегранд Каратеодори L удовлетворяет условию p(x)-роста, если

c1|v|p(x) + c2 ≤ L(x, u, v) ≤ c3|v|p(x) + c4,

c3 ≥ c1 > 0, 1 < p1 ≤ p(x) ≤ p2 <∞.
(1.1)

Более общо, интегранд Каратеодори L удовлетворяет условию p(x, u)-роста, ес-
ли

c1|v|p(x,u) + c2 ≤ L(x, u, v) ≤ c3|v|p(x,u) + c4,

c3 ≥ c1 > 0, 1 < p1 ≤ p(x, u) ≤ p2 <∞.
(1.2)

Полагаем
J(u) :=

∫
�

L(x, u(x), Du(x)) dx, (1.3)

если L(·, u(·), Du(·)) ∈ L1, в противном случае — J(u) = ∞. Условия (1.1), (1.2)
гарантируют, что u ∈W 1,p1(�; Rm), если J(u) <∞.

Работа выполнена при частичной финансовой поддержке Российского фонда фундамен-
тальных исследований (код проекта 12–01–00390), интеграционного проекта СО РАН (№ 30)
и проекта № 15 Президиума РАН. Подход автора к теории мер Янга был развит во время
его пребывания в ICTP и в SISSA (Триест, Италия) в 1995–97 гг. Дальнейшая работа прохо-
дила в математическом департаменте университета Карнеги Меллон (Питтсбург, США) и в
Макс-Планк институте (Лейпциг, Германия).
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В [1] мы изучали вопросы полунепрерывности снизу и построения полуне-
прерывных снизу оболочек (релаксация). В работах на эту тему [2–5] авторы
рассматривали случай L = L(x,Du), а в случае L = L(x, u,Du) накладывали до-
полнительные ограничения на поведение по u. В [1] нам удалось избежать этих
ограничений и доказать оптимальные результаты. Это может быть проком-
ментировано как преимущество теории градиентных мер Янга. Действительно,
однородные L-градиентные меры Янга могут быть полностью охарактеризова-
ны в случае произвольных интеграндов (см. [6]). Недавно также были описаны
меры Янга, порождаемые градиентами функций из W 1,1 и BV [7]. В настоящей
работе мы рассматриваем теорему о сходимости с функционалом и ее следствия.
Напомним, что свойство сходимости с функционалом означает сходимость по-
следовательности в сильной норме в случае ее сходимости в слабой топологии
и сходимости значений функционала.

В случае (1.2) центральным дополнительным свойством является следу-
ющее условие (С). Если � — ограниченная липшицева область и ε > 0, то
полагаем �ε = {x ∈ � : dist(x, ∂�) > ε}. Будем говорить, что функция
u ∈W 1,p1(�; Rm) с J(u) <∞ удовлетворяет условию (С), если

∃uk ∈W 1,p1(�; Rm) ∩ C1(�1/k; Rm), k ∈ N :

uk → u в W 1,p1(�; Rm), J(uk) → J(u), k →∞, uk|∂� = u|∂�, k ∈ N. (C)

Теорема о сходимости с функционалом имеет давнюю историю. Н. Бого-
любов установил в [8] эту теорему для одномерного случая с целью изучить
некоторые численные схемы. Ю. Г. Решетняк показал, что это свойство выпол-
нено для интеграндов, строго выпуклых по Du [9]. В [10–14] этот вопрос был
сформулирован в поточечной постановке, т. е. когда данное свойство выполнено
на конкретной функции. Эванс и Гарипи [15] использовали это свойство, чтобы
получить интегральные оценки для минимайзеров интегральных функциона-
лов с интеграндами, строго квазивыпуклыми по Эвансу (см. недавнюю работу
Кристенсена и Тахери [16] для переноса этой техники в более общую ситуацию).
Затем Эванс и Гарипи [17] доказали теорему о сходимости с функционалом для
более слабой версии строгой квазивыпуклости, имея в виду получить общую
теорему для изучения численным схем. Кристенсен [18] показал, что строгая
квазивыпуклость (которая используется в данной работе) влечет эту теорему
для интеграндов с p-ростом. Необходимость данного условия для справедливо-
сти теоремы была одной из причин развить технику мер Янга в наших работах
[19, 20].

В разд. 2 доказана теорема о сходимости с функционалом в общей ситуации
(1.2). В случае, когда L удовлетворяет условиям (1.1) с гёльдеревой функцией
p(·) и L = L(x,Du), доказано, что выполнение теоремы о сходимости с функ-
ционалом всюду влечет строгую квазивыпуклость L по Du для п. в. x ∈ �.
В разд. 3 рассмотрено абстрактное свойство взаимоотношения интегрального
функционала и его полунепрерывной снизу оболочки, которая в общем случае
может не быть интегральным функционалом. Всюду в данной работе исполь-
зована техника мер Янга, как она представлена в [1, разд. 2, 3]. Поэтому пред-
полагается знакомство читателя с указанным материалом.

Результаты данной работы и ее первой части анонсированы в [21].
Всюду в работе полагаем, что � — липшицева ограниченная область, если

не оговорено противное. Замыкание � будем обозначать через cl�. Для �̃ ⊂ �
через J(u; �̃) обозначается интеграл в (1.3) по множеству �̃, B(x, ε) — шар с
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центром в x и радиусом ε > 0, lA — аффинная функция с градиентом, рав-
ным A, и 〈L; ν〉 — действие меры ν на непрерывную функцию L. Используем
обозначения ⇀ и → для слабой и сильной сходимостей соответственно.

2. Сходимость с функционалом

В этом разделе изучим свойство сходимости с функционалом.
Определение 2.1. Будем говорить, что L(·) является строго квазивыпук-

лой в точке A ∈ Rm×n, если она квазивыпукла в A и для каждой последователь-
ности φk ∈ C∞0 (�; Rm) с J(lA + φk) → J(lA) при k → ∞ выполнена сходимость
Dφk → 0 по мере.

Напомним, что квазивыпуклость L в A означает выполнение неравенств∫
�

L(A+Dφ(x)) dx ≥ L(A)meas� ∀φ ∈ C∞0 (�; Rm).

Теорема 2.2. Пусть L — интегранд Каратеодори, который удовлетворяет
условию p(x, u)-роста (1.2), и пусть u ∈ W 1,p1(�; Rm) такая, что J(u) < ∞.
Предположим, что L(x, u(x), ·) является строго квазивыпуклой в Du(x) для п. в.
x ∈ �.

Тогда сходимости

uk ⇀ u в W 1,p1 , J(uk) → J(u) (2.1)

влекут сходимости

uk → u в W 1,p1 , L(·, uk(·), Duk(·)) → L(·, u(·), Du(·)) в L1. (2.2)

В случае, когда u удовлетворяет дополнительному свойству (С), сходимости
(2.1) влекут сходимости (2.2), только если для п. в. x ∈ � функция L(x, u(x), ·)
строго квазивыпукла в Du(x).

Следствие 2.3. Пусть L : �×Rm×Rm×n → R — интегранд Каратеодори,
который удовлетворяет условию (1.1) с гёльдеровой функцией p(·). Пусть u ∈
W 1,p1(�; Rm) с J(u) <∞. Тогда сходимости (2.1) влекут сходимости (2.2), если
и только если L(x, u(x), ·) строго квазивыпукла в Du(x) для п. в. x ∈ �.

Опишем строгую квазивыпуклость в терминах мер Янга.

Лемма 2.4. Пусть L : Rm×n → R — непрерывный интегранд, удовлетво-
ряющий условиям p-роста, p > 1, и пусть A ∈ Rm×n.

Тогда L строго квазивыпукла в точке A, если и только если

〈L; ν〉 > L(A) (2.3)

для каждой нетривиальной однородной p-градиентной меры Янга ν с центром
масс A.

Доказательство. Предположим, что (2.3) выполнено. Тогда нестрогое
неравенство выполнено для каждой однородной p-градиентной меры Янга ν,
что означает квазивыпуклость L в A по лемме 4.6 из [1].

Рассмотрим последовательность φk ∈ C∞0 (�; Rm) такую, что

J(lA + φk) → J(lA), k →∞, (2.4)



934 М. А. Сычев

и Dφk не сходится к нулю по мере. Тогда существуют подпоследовательность
φk (обозначения не меняем) и ε > 0 такие, что

Av(A+Dφk)�(Rm×n \B(A, ε)) ≥ ε, k ∈ N. (2.5)

Так как νk := Av(A + Dφk)� — однородные градиентные меры Янга (см. [1,
предложение 3.2]), равномерно ограниченные в энергии (в силу (2.4)), суще-
ствует подпоследовательность νk такая, что νk ⇀∗ ν. По теореме 3.5 из [1] ν
является однородной p-градиентной мерой Янга с центром масс в A. В силу
квазивыпуклости L в A выполнено 〈L; ν〉 ≥ L(A) (см. [1, лемма 4.6]). В то же
время (2.4) и предложение 5.3 из [1] влекут 〈L; ν〉 ≤ L(A). Из этих неравенств
вытекает, что 〈L; ν〉 = L(A). Так как ν(Rm×n \B(A, ε)) ≥ ε (см. (2.5)), ν являет-
ся нетривиальной мерой; противоречие с (2.3). Таким образом, из (2.3) следует
строгая квазивыпуклость L в A.

Чтобы доказать обратное, используем определение однородной p-градиент-
ной меры Янга. Для каждой такой меры ν с центром масс в A существует
последовательность φk ∈ C∞0 (�; Rm), k ∈ N, такая, что A + Dφk порождает ν
как меру Янга и

L(A+Dφk(·)) ⇀ 〈L; ν〉 в L1. (2.6)

Если ν нетривиальна, то существует ε > 0 такое, что

meas{x ∈ � : |Dφk(x)| ≥ ε} ≥ ε, k ∈ N

(см. [1, предложение 2.10]). Тогда ввиду строгой квазивыпуклости в A имеем

J(φk) ≥ J(lA) + δ, k ∈ N,

для некоторого δ > 0 и, следовательно, (2.6) влечет

〈L; ν〉 > L(A) + δ,

т. е. (2.3) выполнено. �

Доказательство теоремы 2.2. Пусть подпоследовательность uk (обо-
значения не меняем) порождает L-градиентную меру Янга (νx)x∈�, и пред-
положим, что эта мера нетривиальна, т. е. νx 6= δDu(x) в множестве поло-
жительной меры. По теореме 3.5 из [1] νx является однородной p(x, u(x))-
градиентной мерой Янга для п. в. x ∈ �, т. е. для п. в. x ∈ � существуют
φj ∈ lDu(x)+C∞0 (�; Rm) такие, что Dφj порождает νx как однородную p(x, u(x))-
градиентную меру Янга. Тогда строгая квазивыпуклость L(x, u(x), ·) в Du(x)
влечет

〈L(x, u(x), ·); νx〉 > L(x, u(x), Du(x)), (2.7)

если мера νx нетривиальна (см. лемму 2.4).
Таким образом, строгое неравенство в (2.7) выполнено в множестве положи-

тельной меры, когда неравенство имеет место п. в. в � ввиду квазивыпуклости
L(x, u(x), ·) в Du(x) для п. в. x ∈ � (см. [1, предложение 4.6]). Вместе эти
неравенства и теорема 2.8 из [1] влекут

lim inf
k→∞

J(uk) ≥
∫
�

〈L(x, u(x), ·); νx〉 dx >
∫
�

L(x, u(x), Du(x)) dx = J(u);

противоречие.
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Таким образом, νx = δDu(x) п. в. в �, и тогда uk → u в W 1,p1 (см. [1,
предложение 2.10]). Согласно теореме 2.8 из [1] также выполнено

L(·, uk(·), Duk(·)) → L(·, u(·), Du(·)) в L1.

Чтобы доказать обратное, вновь используем средства, предложенные в [1,
разд. 2, 3]. Для данного k ∈ N пусть �k — компактное подмножество � такое,
что L : �k ×Rm×Rm×n → R непрерывно, u : �k → Rm, Du : �k → Rm×n также
непрерывны. Тогда не существует двух лебеговских точек x1, x2 ∈ �k таких,
что

〈L(x1, u(x1), ·); νx1〉 < L(x1, u(x1), Du(x1)), (2.8)

〈L(x2, u(x2), ·); νx2〉 > L(x2, u(x2), Du(x2)), (2.9)

с однородными p(xi, u(xi))-градиентными мерами Янга νi с центром масс в
Du(xi), i = 1, 2. Покажем это.

Действительно, ввиду (2.8), (2.9) те же неравенства выполнены для некото-
рых мер νi = Av(Du(xi) +Dφi)�, φi ∈ C∞0 (�; Rm), i = 1, 2, и можно взять x1 6=
x2. Тогда существуют достаточно малые окрестности B̃(xi, δi) := B(xi, δi) ∩ �k

точек xi в �k, i = 1, 2, такие, что если νx является мерой, полученной из νxi
переносом центра масс в Du(x) для x ∈ B̃(xi, δi), i = 1, 2, то (2.8), (2.9) все еще
выполнены для таких x и δi > 0, i = 1, 2, могут быть выбраны удовлетворяю-
щими требованию B(x1, δ1) ∩B(x2, δ2) = ∅ и равенству∫

B̃(x1,δ1)∪B̃(x2,δ2)

〈L(x, u(x), ·); νx〉 =
∫

B̃(x1,δ1)∪B̃(x2,δ2)

L(x, u(x), Du(x)) dx. (2.10)

Полагая νx = δDu(x) для остальных x ∈ �, получаем, что (νx)x∈� является
L-градиентной мерой Янга в силу теоремы 3.9 из [1].

Так как ввиду (2.10) выполнено∫
�

〈L(x, u(x), ·); νx〉 dx = J(u) (2.11)

и существует последовательность uk ∈W 1,p1(�; Rm) такая, что uk ⇀ u в W 1,p1 ,
Duk порождают меру Янга (νx)x∈� и

L(·, uk(·), Duk(·)) ⇀ 〈L(·, u(·), v); ν(·)〉 в L1, (2.12)

то J(uk) → J(u), k → ∞. Поскольку Duk не сходится по мере (см. [1, предло-
жение 2.10]), получаем противоречие с (2.2).

Таким образом, (2.8), (2.9) не могут иметь место.
Ситуация

〈L(x, u(x), ·); ν〉 ≤ L(x, u(x), Du(x))

для всех однородных p(x, u(x))-градиентных мер Янга с центром масс Du(x)
невозможна ввиду условий на рост (1.2). Возможен только случай

〈L(x, u(x), ·); ν〉 ≥ L(x, u(x), Du(x))

для всех однородных p(x, u(x))-градиентных мер Янга с центром масс в Du(x)
для п. в. x ∈ �. Тогда L(x, u(x), ·) является квазивыпуклой в Du(x) для п. в.
x ∈ � (см. [1, лемма 4.6]).
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Докажем, что (2.1) ⇒ (2.2) влечет более сильное свойство — строгую ква-
зивыпуклость L(x, u(x), ·) в Du(x) п. в. в �.

Предположим противное. Тогда для некоторого k ∈ N множество тех x ∈
�k, для которых существует нетривиальная однородная p(x, u(x))-градиентная
мера Янга ν с центром масс в Du(x) и такая, что

〈L(x, u(x), ·); ν〉 = L(x, u(x), Du(x)), (2.13)

ν(Rm×n \B(Du(x), 1/k)) ≥ 1/k, (2.14)

имеет положительную меру (см. лемму 2.4). Обозначим это множество через
�̃k. Покажем, что оно компактно. Действительно, если xn → x, xn ∈ �̃k,
то существуют νxn , для которых (2.13), (2.14) выполнены. Существует подпо-
следовательность (обозначения не меняем) такая, что νxn ⇀∗ ν. Тогда (2.14)
выполнено. Ввиду непрерывности L, u и Du, а также согласно предложению
5.3 из [1] выполнено неравенство

〈L(x, u(x), ·); ν〉 ≤ L(x, u(x), Du(x)). (2.15)

Однако ν — однородная p(x, u(x))-градиентная мера Янга по теореме 3.5 из [1],
следовательно, лемма 4.6 из [1] влечет обратное неравенство в (2.15), т. е. (2.13)
выполнено.

Те же рассуждения можно применить для доказательства того, что мно-
гозначное отображение x ∈ �̃k → (M1, ρ), сопоставляющее каждому x ∈ �̃k

множество V (x) всех однородных p(x, u(x))-градиентных мер Янга с центром
масс в Du(x), удовлетворяющих (2.13), (2.14), замкнуто и, более того, полу-
непрерывно сверху. Последнее означает, что для xn → x, νn ⇀∗ ν с xn ∈ �̃,
νn ∈ V (xn), выполнено ν ∈ V (x). По теореме 2.5 из [1] существует измери-
мый селектор (νx)x∈�̃k . Полагая νx = δDu(x) для x ∈ (� \ �̃k), получаем, что
(νx)x∈� является L-градиентной мерой Янга по теоремам 2.2, 3.9 из [1]. Тем са-
мым для некоторой последовательности uk ∈ W 1,p1(�; Rm) выполнено uk ⇀ u
в W 1,p1(�; Rm) и

J(uk) →
∫
�

〈L(x, u(x), ·); νx〉 dx =
∫
�

L(x, u(x), Du(x)) dx,

где Duk порождают меру Янга (νx)x∈�, которая нетривиальна в силу (2.14).
Тогда предложение 2.10 из [1] влечет противоречие с первой сходимостью в
(2.2).

Таким образом, L(x, u(x), ·) строго квазивыпукла в Du(x) для п. в. x ∈ �
в силу произвольности k ∈ N. �

Результат следствия 2.3 вытекает из теоремы 2.2, так как в его условиях
каждая функция u ∈W 1,p1(�; Rm) с J(u) <∞ удовлетворяет условию (С) (см.
[1, лемма 4.7]). �

Справедливость свойства сходимости с функционалом в общем случае не
влечет строгую квазивыпуклость L(x, u, v) по v для п. в. x ∈ � и всех u ∈ Rm

ввиду зависимости от u (см. [19, пример 4.3]). Однако, когда этой зависимости
нет, результат справедлив.
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Теорема 2.5. Пусть L(x, v) : � × Rm×n → R является интеграндом Ка-
ратеодори, который удовлетворяет условию p(x)-роста (1.1) с непрерывной по
Гёльдеру функцией p(·).

Предположим, что для каждой функции u ∈ W 1,p1(�; Rm) с J(u) < ∞
сходимости

uk ⇀ u в W 1,p1(�; Rm), J(uk) → J(u) (2.16)

влекут сходимость
uk → u в W 1,p1(�; Rm). (2.17)

Тогда для п. в. x ∈ � функция L(x, ·) строго квазивыпукла.
Доказательство основано на рассуждениях, аналогичных использован-

ным при доказательстве теоремы 2.2.
Достаточно рассмотреть случай компактного подмножества �k множества

� с непрерывной L : �k × Rm×n → R, meas(� \ �k) ≤ 1/k.
Сначала установим, что L(x, ·) квазивыпукла для п. в. x ∈ �k. Достаточно

показать это в случае, когда x является лебеговой точкой �k. Допустим про-
тивное. Тогда по лемме 4.6 из [1] существуют x0 указанного типа, v0 ∈ Rm×n и
однородная p(x0)-градиентная мера Янга νx0 с центром масс в v0 такие, что

〈L(x0, ·); νx0〉 < L(x0, v0). (2.18)

Мера νx0 может быть взята в виде Av(v0+Dφ)� для φ ∈ C∞0 (�; Rm). Рассмотрим
аффинную функцию lv0 с градиентом, равным v0. Определим градиентную
меру Янга, ассоциируемую с lv0 . Для x ∈ (B(x0, ε0) ∩ �k) с достаточно малым
ε0 > 0 полагаем νx = νx0 , где ε0 настолько мало, что (2.18) выполнено также
для νx (в этом случае x0 заменяется на x). Возьмем другую лебегову точку x1
множества �k и матрицу A с rankA = 1. Каждая мера νt = 1

2 (δ(v0+tA)+δ(v0−tA))
является однородной градиентной мерой Янга (см. например, [22, лемма 3.1]).
Заметим, что (1.1) влечет

〈L(x1, ·); νt〉 → ∞, t→∞,

в частности, для некоторого t > 0 выполнено

〈L(x1, ·); νt〉 > L(x1, v0). (2.19)

Полагаем νx = νt для x ∈ (B(x1, ε1)∩�k). Тогда ε0, ε1 > 0 могут быть выбраны
удовлетворяющими равенству∫

{B(x0,ε0)∪B(x1,ε1)}∩�k

〈L(x, ·); νx〉 dx =
∫

{B(x0,ε0)∪B(x1,ε1)}∩�k

L(x, v0) dx. (2.20)

Для остальных x ∈ � полагаем νx = δv0 . Тогда (νx)x∈� — градиентная мера
Янга (см. [1, следствие 3.7]) и для последовательности uk ∈ lv0 + C∞0 (�; Rm),
порождающей эту меру, выполнено uk ⇀∗ lv0 в W 1,∞(�; Rm), J(uk) → J(lv0)
(см. (2.20)).

Так как мера (νx)x∈� нетривиальна, последовательностьDuk сходится толь-
ко слабо (см. [1, предложение 2.10]). Тогда (2.17) не выполнено, и это противо-
речие показывает, что L(x, ·) квазивыпукла для п. в. x ∈ �k.

Пусть ε > 0. Рассмотрим множество всех (x0, u0, ν), удовлетворяющих тре-
бованиям:

x0 ∈ �k, v0 ∈ Rm×n, |v0| ≤ 1/ε, (2.21)
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где ν — однородная p(x)-градиентная мера Янга с центром масс в v0 такая, что

〈L(x0, ·); ν〉 = L(x0, v0), (2.22)

〈| · |p(x0); ν〉 ≤ 1/ε, (2.23)
ν(B(v0, ε)) ≤ 1− ε. (2.24)

Рассмотрим многозначное отображение

V : x0 ∈ �k → {(v0, ν) ∈ B(0, 1/ε)× (M1, ρ); (2.21)–(2.24) выполнены}.

Множество �̃k, на котором это отображение определено, компактно, и само
отображение замкнуто и полунепрерывно сверху. Действительно, если xn ∈ �̃k,
то существуют (vn, νn), удовлетворяющие (2.21)–(2.24). В случае xn → x0 мож-
но взять подходящую подпоследовательность (обозначения не меняем) и (vn, νn)
такие, что vn → v0, νn ⇀∗ ν0. Тогда все требования (2.21)–(2.24) выполнены
и для (x0, v0, ν0). Действительно, (2.21), (2.24) выполнены ввиду сходимостей.
Неравенство (2.23) следует из предложения 5.3 в [1]. По теореме 3.5 из [1] ν0
является однородной p(x0)-градиентной мерой Янга с центром масс в v0. Тогда
〈L(x0, ·); ν0〉 ≥ L(x0, v0) ввиду квазивыпуклости L(x0, ·) в v0, здесь применяем
предложение 4.6 из [1]. Обратное неравенство 〈L(x0, ·); ν0〉 ≤ L(x0, v0) следует
из предложения 5.3 в [1]. Тем самым (2.22) выполнено. Таким образом, �̃k

является компактным множеством, и многозначное отображение V , определен-
ное в �̃k, замкнуто и полунепрерывно сверху. Следовательно, можно выделить
измеримый селектор (v(·), ν(·)), определенный в �̃k (см. [1, теорема 2.5]).

Результат Альберти [23] утверждает, что существуют компактное подмно-
жество �′ множества �̃k положительной меры и функция u ∈ W 1,p2(�; Rm) с
p2 ≥ max{p(x) : x ∈ cl�} такие, что Du(x) = v(x) в �′. Полагаем νx = ν(x) в �′,
νx = δDu(x) в � \�′. По теореме 3.9 из [1] мера (νx)x∈� является L-градиентной
мерой Янга. В частности, существует последовательность uk ∈ W 1,p1(�; Rm)
такая, что uk ⇀ u в W 1,p1 , Duk порождают меру (νx)x∈� и

J(uk) →
∫
�

〈L(x, u(x), ·); νx〉 dx = J(u). (2.25)

Однако Duk сходится только слабо к Du ввиду нетривиальности (νx)x∈� (см.
[1, предложение 2.10]). Это противоречие показывает, что meas �̃k = 0. Так
как ε > 0 в (2.21)–(2.24) произвольно, выводим, что функция L(x, ·) строго
квазивыпукла для п. в. x ∈ �k. Это доказывает теорему в силу произвольности
k ∈ N. �

3. Общий результат о формальной
полунепрерывной снизу оболочке

В этом разделе установим несколько общих фактов об интегральных функ-
ционалах с p(x)- и p(x, u)-ростом (см. (1.1), (1.2)). Они основаны на резуль-
татах, полученных в [24], где применен наш анализ теории дифференциаль-
ных включений, проведенный в [25, 26], к вариационным задачам. Сама теория
дифференциальных включений предложена Швераком как новое направление
изучения уравнений в частных производных на Международном конгрессе ма-
тематиков в Цюрихе в 1994 г. (см. [27]).

Будем говорить, что функционал J устойчив на u, если свойство сходи-
мости с функционалом (2.1) ⇒ (2.2) выполнено на этой функции в области
определения функционала.
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Теорема 3.1. Пусть L : � × Rm × Rm×n → R является интеграндом Ка-
ратеодори, который удовлетворяет условию p(x, u)-роста (см. (1.2)). Предполо-
жим, что существует хотя бы одна функция u ∈W 1,p1(�; Rm) такая, что

J(u) <∞, u|∂� = f, (3.1)

и обозначим множество всех таких функций через S1. Пусть S1 является по-
полнением S1 в слабой топологии W 1,p1 .

Тогда функционал J̃ : S1 → R+ = R ∪ {∞}, определенный как

J̃(u) = inf{lim inf
k→∞

J(uk) : uk ∈ S1, uk ⇀ u в W 1,p1},

полунепрерывен снизу в слабой топологии W 1,p1 . Множество V ⊂ S1, где функ-
ционалы J : S1 → R+, J̃ : S1 → R+ одновременно полунепрерывны снизу
и устойчивы, плотно в множестве S1 в слабой топологии W 1,p1 . Для любого
u ∈ S1 с J̃(u) < ∞ существует последовательность uk ∈ V такая, что uk ⇀ u в
W 1,p1 и J(uk) → J̃(u) при k →∞.

Теорема 3.1, в которой нет ничего о связи свойств элементов множества V со
свойствами интеграндов на них, получена абстрактным способом как следствие
более общего результата, которым является теорема 3.3, приводимая ниже. По-
кажем, как теорема 3.1 следует из теоремы 3.3. Однако заметим, что означает
результат теоремы 3.1 в случае интеграндов с p(x)-ростом, где p(·) непрерыв-
на по Гёльдеру. В этом случае полунепрерывность снизу и устойчивость на
функции могут быть характеризованы в терминах квазивыпуклости и строгой
квазивыпуклости интеграндов (см. лемму 4.6 из [1] и лемму 2.4 данной работы).

Теорема 3.2. Пусть L : �×Rm×Rm×n → R является интеграндом Кара-
теодори, который удовлетворяет условию (1.1) с p(x) : cl� → R, непрерывной
по Гёльдеру. Пусть S1 является множеством, определенным в теореме 3.1, и
S1 — его пополнением в слабой топологии W 1,p1(�; Rm).

Тогда множество V элементов u ∈ S1 таких, что L(x, u(x), ·) и Lqc(x, u(x), ·)
строго квазивыпуклые и совпадающие в Du(x) для п. в. x ∈ �, является плот-
ным в S1 в слабой топологии W 1,p1 . Более того, для любого u ∈ S1 с J̃(u) <∞
(J̃ соответствует интегранду Lqc) существует последовательность uk ∈ V такая,
что uk ⇀ u в W 1,p1 , J(uk) → J̃(u) при k →∞.

Напомним, что Lqc определяется формулой

Lqc(x, u, v) :=
1

meas�
inf

φ∈C∞0 (�;Rm)

∫
�

L(x, u, v +Dφ(y)) dy

и является интеграндом функционала J̃ = Jqc, который в этом случае инте-
гральный (см. [1, следствие 5.2]).

Результат теоремы 3.2 вытекает из теоремы 3.1. Достаточно показать, что
для каждого u ∈ V функции L(x, u(x), ·) и Lqc(x, u(x), ·) строго квазивыпуклы
в Du(x) п. в. Однако это выполнено ввиду теоремы 2.2, если ее применить к
функционалам J и J̃ , так как эти функционалы обладают свойством сходимости
с функционалом на элементах u ∈ V . �

Теорема 3.2 уточняет стандартную теорему о релаксации, указывая множе-
ства, где изначальный функционал и его полунепрерывная оболочка совпадают.

Чтобы доказать теорему 3.1, используем главный результат из [24].
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Теорема 3.3 [24, теорема 1.1]. Пусть L — интегранд Каратеодори такой,
что

L(x, u,Du) ≥ −α|Du|+ β, α > 0.

Пусть S является подмножеством W 1,1(�; Rm), которое слабо предкомпактно
в W 1,1 и содержит пределы всех последовательностей uk ∈ S таких, что uk
сходятся сильно W 1,1 и lim sup

k→∞
J(uk) < ∞. Пусть также ρ является метрикой,

эквивалентной слабой топологии в S. Тогда функционал J̃ : (S, ρ) → R+, опре-
деленный как

J̃(u) = inf{lim inf
k→∞

J(uk) : ρ(uk, u) → 0, uk ∈ S},

полунепрерывен снизу. Более того, существует подмножество V множества {u ∈
S : J(u) < ∞} такое, что J : (S, ρ) → R+ одновременно полунепрерывен снизу
и устойчив на элементах V . Функционал J̃ : (S, ρ) → R+ также устойчив на
элементах V , и для любого u ∈ S с J̃(u) < ∞ существует последовательность
uk ∈ V такая, что ρ(uk, u) → 0 и J(uk) → J̃(u) при k →∞.

Доказательство теоремы 3.1. Возьмем c > 1. Рассмотрим подмноже-
ство Sc множества S1, которое определено как

Sc := {u ∈ S1 : J(u) ≤ c}.

Можно применить теорему 3.1 к ситуации S := Sc, так как в случае uk ∈ Sc и
uk → u в W 1,1 выполнено J(u) ≤ c (см. [1, теорема 2.8]). Тогда существует под-
множество Vc множества Sc такое, что функционал Jc : Sc → R+ одновременно
полунепрерывен снизу и устойчив на элементах Vc и Vc плотно в Sc в слабой
топологии W 1,p1 . Более того, функционал J̃c : Sc → R+, где

J̃c(u) := inf{lim inf
k→∞

J(uk) : uk ∈ Sc, uk ⇀ u в W 1,p1},

также устойчив на элементах Vc, и для любого u ∈ Sc существует последова-
тельность uk ∈ Vc такая, что uk ⇀ u в W 1,p1 , J(uk) → J̃c(u) при k →∞.

Определим

Ṽc := {u ∈ Vc : Jc(u) = J(u) < c}, V := ∪cṼc.

Покажем, что множество V обладает всеми нужными свойствами.
Сначала заметим, что функционал J полунепрерывен снизу на u ∈ Ṽc.

Действительно, если uk ∈ S1, uk ⇀ u в W 1,p1 и lim
k→∞

J(uk) < J(u), то все
uk принадлежат Sc, что противоречит полунепрерывности снизу функционала
Jc : Sc → R в u, так как u ∈ Vc. Те же рассуждения показывают, что J устойчив
на u, как и J̃ .

Чтобы завершить доказательство, мы должны показать, что множество V
плотно в множестве допустимых u с J(u) <∞ и что для любого допустимого u

с J̃(u) <∞ существует последовательность uk ∈ V такая, что uk ⇀ u в W 1,p1 и
J(uk) → J̃(u) при k →∞.

Для доказательства первого факта допустим, что J(u) <∞. Тогда J(u) < c

для некоторого c > 0 и, следовательно, J̃c(u) < c. В этом случае существуют
uk ∈ Vc такие, что uk ⇀ u в W 1,p1 и J(uk) → J̃(u) при k → ∞. Тогда uk ∈ Ṽc
для достаточно больших k ∈ N и uk ∈ V для тех же k.
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Чтобы установить второй факт, предположим, что J̃(u) <∞. Тогда J̃(u) <
c для некоторого c ∈ R и, следовательно, u ∈ Sc. Поэтому существуют uk ∈ Vc,
k ∈ N, такие, что uk ⇀ u в W 1,p1 и J(uk) → J̃(u). Так как J(uk) < c для
достаточно больших k ∈ N, выводим, что uk принадлежат Ṽc, а следовательно,
и множеству V . �
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