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АСИМПТОТИКА ХВОСТА РАСПРЕДЕЛЕНИЯ

РАЗНОСТИ ЗАВИСИМЫХ

СУБЭКСПОНЕНЦИАЛЬНЫХ ВЕЛИЧИН

Х. Альбрехер, С. Асмуссен, Д. Корчак

Аннотация. Изучается асимптотическое поведение P(X − Y > u) при u → ∞,
где X имеет субэкспоненциальное распределение, Y положительна и случайные
величины X,Y могут быть зависимы. Найдены условия, при которых вычитание Y

не меняет поведение хвоста распределения X. Также изучено, при каких условиях
комонотонность функции копулы является наихудшим вариантом для указанной
асимптотики в смысле минимизации хвоста распределения X − Y , и предложены
явные конструкции наихудших копул в прочих ситуациях.

Ключевые слова: субэкспоненциальная случайная величина, разности, зависи-
мость, копула, средняя функция превышения.

§ 1. Введение

В последние годы достигнут существенный прогресс в понимании влия-
ния зависимости на асимптотику хвоста распределения сумм положительных
субэкспоненциальных случайных величин (см., например, [1–5]). В настоящей
работе изучается асимптотика хвоста распределения разности случайных вели-
чин, т. е. P(X − Y > u) при u → ∞, где распределение X субэкспоненциально
а хвост распределения положительной случайной величины Y может быть раз-
ным. Если X,Y независимы, то просто (ср. [6, лемма 3.2])

P(X − Y > u) ∼ P(X > u) (1.1)

без каких бы то ни было дополнительных условий. Таким образом, все дело в
наличии зависимости.

Поскольку P(X − Y > u) = P(max(X, 0) − Y > u) при положительном u,
можно без ограничения общности предполагать, что X положительна.

Асимптотика хвоста распределения разности зависимых положительных
величин представляет интерес в самых разных областях таких, как, напри-
мер, рекуррентные стохастические уравнения, системы обслуживания и моде-
ли страхования рисков, всякий раз в условиях наличия зависимости. Так, в
контексте страхования можно естественным образом интерпретировать разно-
сти зависимых величин как разности между выплатой X и предшествующим
ей временем между выплатами Y , когда непосредственно после выплаты со-
храняется структура случайного блуждания, свойственная процессу текущего
баланса компании (см. [7–10], а также примеры этих и аналогичных структур
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в [11]). Аналогичные интерпретации возможны в приложениях, связанных с
системами обслуживания.

Асмуссен и Бьярд [12] использовали свойство (1.1) в случае, когда распре-
деление Y имеет тонкий хвост. Они показали, что (1.1) по существу, если хвост

распределения Y тоньше, чем e−x1/2

, и построили контрпример, показывающий,
что (1.1) может не выполняться в случае более тонких, но все еще субэкспонен-
циальных хвостов. Целью настоящей работы является получение более общих
условий относительно зависимости X и Y , при которых имеет место изучаемая
нечувствительность асимптотики, и рассмотрение более широкого класса рас-
пределений Y . В § 3 дан общий критерий выполнения (1.1), § 4 посвящен обсуж-
дению роли средней функции превышения в этом анализе. В § 5 более подробно
изучен случай легких хвостов распределений Y и предложена существенно бо-

лее простая конструкция примера, показывающего, что e−x1/2

является факти-
чески критической границей для скорости убывания хвоста распределения X ,
если не уточнять вид зависимости. Эта скорость критическая также во многих
иных ситуациях и известна как

√
x-нечувствительность [13]. В § 6 показано

(при некоторых условиях регулярности), что если пример нечувствительности
(1.1) существует, то комонотонная копула также служит контрпримером. Тем
не менее комонотонная копула не является той формой зависимости, которая
порождает наиболее экстремальное поведение P(X − Y > u). Мы предлага-
ем условия, при которых комонотонная зависимость действительно будет наи-
худшей в смысле минимизации хвоста распределения X − Y , а также явную
конструкцию наихудшей функции копулы в остальных случаях. Наконец, в
§ 7 рассматривается случай почти правильно меняющегося распределения X и
обсуждается связь с локальными предельными теоремами.

§ 2. Предварительные сведения

В этом параграфе приведем некоторые свойства случайных величин и клас-
сические результаты, используемые в работе. Для случайной величины X с
функцией распределения FX(u) обозначим через FX(u) = P(X > u) хвост рас-
пределения. Будем говорить, что распределение X имеет длинный хвост, если
для любой постоянной x

lim
u→∞

FX(u− x)

FX(u)
= 1.

Распределение неотрицательной случайной величины X называется субэкспо-

ненциальным, если для двух независимых копий X1 и X2 величины X выпол-
нено

lim
u→∞

P(X1 + X2 > u)

P(X > u)
= 2.

Заметим, что субэкспоненциальные распределения имеют длинный хвост. Под-
классом субэкспоненциальных распределений являются правильно меняющиеся
распределения, т. е. те, для которых найдется индекс α > 0 такой, что для всех
y > 0

lim
u→∞

FX(yu)

FX(u)
= y−α.

Расширением класса правильно меняющихся распределений является множе-
ство распределений, удовлетворяющих свойству

lim
ε→0

lim inf
u→∞

P(X > (1 + ε)u)

P(X > u)
= 1.
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Это свойство известно как почти правильное изменение, а также как состо-
ятельное изменение [14, 15]. Из [16, теорема 2.47] следует, что FX(u) почти
правильно меняется, если и только если для любой неотрицательной функции
δ(u), для которой lim

u→∞
δ(u)/u = 0, выполнено

lim
u→∞

FX(u + δ(u))

FX(u)
= 1. (2.1)

Обзор дальнейших свойств распределений с тяжелыми хвостами см. в [16].
Другое полезное расширение класса правильно меняющихся распределе-

ний связано с теорией экстремальных значений (см. классические источники в
[17, 18]). Обозначим через Mn = max

1≤i≤n
Xi максимум n независимых и одинаково

распределенных случайных величин и предположим, что существуют постоян-
ные an, bn и невырожденная функция распределения H(x), для которых

lim
n→∞

P((Mn − bn)an ≤ x) = lim
n→∞

(FX(anx + bn))n = H(x). (2.2)

Тогда H(x) называется распределением экстремальных значений и, как извест-
но, принадлежит одному из следующих трех классов:

H(x) =






e−x−α

, x > 0 (Фреше),

e−(−x)α , x < 0 (Вейбулл),

e−e−x

, x ∈ R (Гумбель)

(см., например, [17, предложение 0.3]). О величине X (или ее распределении
FX(x)) говорят, что она лежит в максимальной области притяжения рас-
пределения экстремальных значений H . В [17, гл. 1] показано, что X лежит в
максимальной области притяжения распределения Фреше, если и только если
распределение X правильно меняется. Если X лежит в максимальной области
притяжения распределения Вейбулла, то носитель распределения X ограничен
справа. Наконец, X лежит в максимальной области притяжения распределения
Гумбеля, если и только если существует сопровождающая функция e(x) такая,
что для всех y

lim
u→xr

FX(u + ye(u))

FX(u)
= e−y,

где xr = inf{x : FX(x) = 1} — правая граница носителя распределения X (см.
также [19, разд. 3.10]). Функция e(x) единственна с точностью до асимпто-
тической эквивалентности и может быть выбрана как средняя функция пре-
вышения em(x) = E(X − x | X > x) или, если плотность существует, как
1/r(x) = FX(x)/fX(x) (обратная величина к интенсивности отказов). Класс
распределений, лежащих в максимальной области притяжения распределения
Гумбеля, содержит некоторые субэкспоненциальные распределения: логариф-
мически нормальное, Вейбулла с тяжелыми хвостами, а также ряд распределе-
ний с тонкими хвостами типа гамма-распределений и нормальных распределе-
ний.

Мы будем рассматривать зависимые случайные величины, поэтому иногда
полезно будет отделить структуру, описывающую зависимость, от одномерных
распределений. Для этого будут использованы функции копулы, отдельные
свойства которых напомним здесь (см., например, [20]). Двумерной копулой

C(u, v) является функция, для которой
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• C(u, 0) = 0 = C(0, v) для всех u, v ∈ [0, 1],
• C(u, 1) = u и C(1, v) = v для всех u, v ∈ [0, 1],
• C является 2-монотонной, т. е. для любых u1, u2, v1, v2 ∈ [0, 1] таких, что

u1 ≤ u2 и v1 ≤ v2,

C(u2, v2) − C(u2, v1) − C(u1, v2) + C(u1, v1) ≥ 0.

Тем самым функция копулы является функцией совместного распределе-
ния двух случайных величин с равномерными на [0, 1] одномерными распреде-
лениями. По теореме Скляра всегда существует копула C такая, что функция
совместного распределения двух случайных величин X и Y представима в виде

P(X ≤ x, Y ≤ y) = C(FX(x), FY (y)). (2.3)

Наоборот, для каждой функции копулы существуют случайные величины X и
Y с одномерными функциями распределения FX и FY , для которых выполнено
(2.3). Говорят, что X и Y зависимы согласно копуле C. Заметим, что C ин-
вариантна относительно монотонных преобразований частных распределений.
Верхняя граница Фреше M(u, v) = min(u, v) (максимальная, или комонотонная,
копула) такова, что

C(u, v) ≤ M(u, v)

для любых функций копул C. Случайные величины X и Y называют ко-

монотонными, если они зависимы согласно M . Для каждой функции ко-

пулы можно определить соответствующую копулу выживания как Ĉ(u, v) =
u + v − 1 + C(1 − u, 1 − v), тем самым

P(X > x, Y > y) = Ĉ(FX(x), F Y (y)).

Функции копулы являются удобным инструментом построения зависимых слу-
чайных величин с заданными одномерными распределениями. В настоящей
работе мы используем следующие два метода построения копул (см., например,
[20, гл. 3]). Обозначим через {Ji} разбиение отрезка [0, 1], определяемое как
набор замкнутых промежутков Ji = [ai, bi], которые могут пересекаться только
в концевых точках и

⋃
Ji = [0, 1] (можно отнести концевые точки к какому-

либо одному промежутку и получить разбиение в классическом смысле). Для
каждого разбиения {Ji} и для любого конечного набора функций копул {Ci}
определим порядковую сумму {Ci} по {Ji} как

C(u, v) =

{
ai + (bi − ai)Ci

(
u−ai

bi−ai
, v−ai

bi−ai

)
, (u, v) ∈ J2

i ,

M(u, v) иначе.

Заметим, что если U и V суть равномерно распределенные случайные величи-
ны, зависимые соответственно порядковой сумме, то P(U ∈ Ji | V ∈ Ji) = 1 и
случайный вектор (U, V ) | (U, V ) ∈ J2

i имеет равномерные одномерные распре-
деления на Ji, зависимые в соответствии с функцией копулы Ci.

Второй вид копул, которые будут использоваться в дальнейшем, это так
называемые прямые перемешивания M . Пусть имеются копула C, конечное
разбиение J = {J1, . . . , Jn} отрезка [0, 1] и перестановка π набора {1, . . . , n}.
Копула C задает меру на полосах Ji × [0, 1] или, что равносильно, на полосах
длиной hi = bi − ai. Упорядочим теперь эти полосы в соответствии с пере-
становкой π. Теперь полосе [0, hπ(1)] × [0, 1] припишем меру, которую копула
C приписывала полосе Jπ(1) × [0, 1], полосе [hπ(1), hπ(1) + hπ(2)] × [0, 1] припи-
шем меру, ранее отвечавшую Jπ(2) × [0, 1], и т. д. Тем самым задана новая
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вероятностная мера на [0, 1]× [0, 1], которая (что легко проверить) снова имеет
равномерные одномерные распределения, поэтому соответствует новой копуле
Cs(J , π). Назовем Cs(J , π) прямым перемешиваниемM , если C = M , и тогда
будем использовать обозначение Ms(J , π). Из дискуссии после теоремы 3.2.3
в [20] (см. также [21]) следует, что любая копула может быть приближена пе-
ремешиваниями сколь угодно точно в равномерной метрике.

В дальнейших параграфах мы также будем использовать многомерную тео-
рию экстремальных значений, изучающую покомпонентные максимумы много-
мерных случайных величин (представленные здесь результаты можно, напри-
мер, найти в [17, гл. 5.4] или в [18]). Рассмотрим такие возможные пределы

lim
n→∞

[P(X ≤ anx + bn, Y ≤ âny − b̂n)]n = H(x, y),

для которых H имеет невырожденные одномерные распределения. В этом слу-
чае одномерные распределения X и Y должны лежать в максимальной области
притяжения распределения экстремальных значений HX и HY соответственно
и должна существовать копула C∗ такая, что для функции копулы C величин
X и Y имеет место равенство

C∗(u, v) = lim
n→∞

[C(u1/n, v1/n)]n.

В этом случае говорят, что копула C лежит в максимальной области притяже-
ния экстремальной копулы C∗. Кроме того, H(x, y) = C∗(HX(x), HY (y)).

Кратко очертим значение теории экстремальных значений для целей следу-
ющих параграфов настоящей работы. Пусть, скажем, FX правильно меняется
с показателем α и FX(u) ∼ FY (cu). Тогда легко можно убедиться в том, что

lim
t→∞

P(X > tx или Y > tcy)

P(X > t)
= lim

t→∞

1 − C(FX(tx), FY (tcy))

FX(t)

= − lim
t→∞

log

[
C

(
exp

{
FX(t)

log(FX(tx))

FX(t)

}
, exp

{
FX(t)

log(FY (tcy))

FX(t)

})1/FX (t)]

= − log(C∗(e
−x−α

, e−y−α

)).

В последнем равенстве использован тот факт, что функция в правой части
непрерывна. Теперь для любого t левая часть уравнения определяет меру Ht

на [0,∞]2, а правая — меру H на [0,∞]2\{0, 0} (так называемую экспоненци-
альную меру). Вычисления показывают, что Ht → H в том смысле, что для
любого множества A, отделенного от {0, 0} и такого, что H(∂A) = 0, выпол-
няется lim

t→∞
Ht(A) → H(A), где ∂A — граница множества A. Для A = {(x, y) :

x− cy > 1} имеем

Ht(A) =
P(X − Y > t)

P(X > t)
.

Доказательство того, что H(∂A) = 0, тривиально ввиду специального вида H .
Из определения H ясно, что достаточно рассмотреть случай α = 1, чтобы пол-
ностью описать H . Если взять x = rθ и y = r(1−θ), то из [17, предложение 5.11]
будет следовать, что соответствующая H мера µr на радиальной части не за-
висит от меры µθ на угловой части, µr имеет плотность r−2 и мера µθ такова,
что

1∫

0

θ dµθ =

1∫

0

(1 − θ) dµθ = 1. (2.4)
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Если X лежит в максимальной области притяжения распределения Гумбеля,
то применимы аналогичные рассуждения.

§ 3. Нечувствительность асимптотики

Как следует, например, из [16], если распределение F имеет длинный хвост,
то существует неубывающая функция δ такая, что δ(u) → ∞ при u → ∞, для
которой

FX(u± δ(u)) ∼ FX(u) при u → ∞. (3.1)

Далее нам потребуется выбирать δ(u) настолько большой, насколько это воз-
можно. Следующее предложение, по существу, равносильно предложению 5.1
из [5], однако мы приведем его доказательство ввиду его простоты и полезности
для дальнейшего.

Предложение 3.1. Пусть даны случайная величина X ≥ 0, распределе-

ние которой FX имеет длинный хвост, и случайная величина Y ≥ 0 (не обяза-

тельно независимые). Тогда (1.1) выполнено при условии, что δ(·) в (3.1) может

быть выбрана так, что

P(Y > δ(u), X > u + δ(u)) = o(FX(u)). (3.2)

Доказательство. Запишем

P(X − Y > u) = P(X − Y > u, Y ≤ δ(u)) + P(X − Y > u, Y > δ(u)).

Заметим, что согласно (3.2)

P(X − Y > u, Y > δ(u)) ≤ P(X > u + δ(u), Y > δ(u)) = o(FX(u)).

Более того,
P(X − Y > u, Y ≤ δ(u)) ≤ P(X > u) = FX(u),

P(X − Y > u, Y ≤ δ(u)) ≥ P
(
X − δ(u) > u, Y ≤ δ(u))

= P(X − δ(u) > u) − P(X − δ(u) > u, Y > δ(u)) ∼ FX(u) − o(FX(u)).

Вместе эти неравенства завершают доказательство. �

Пример 3.2. Если X и Y зависимы согласно функции копулы C, которая
дает отрицательную квадрантную зависимость (NQD, т. е. C(u, v) ≤ uv для 0 ≤
u, v ≤ 1), и распределение X имеет длинный хвост, то условия предложения 3.1
выполнены и, в частности,

P(Y > δ(u), X > u + δ(u)) ≤ P(Y > δ(u))P(X > u + δ(u)) = o(FX(u)).

Следовательно, (1.1) верно. Заметим, что данный критерий не содержит ника-
ких предположений относительно распределения Y . В терминах копулы выжи-

вания достаточным условием является Ĉ(u, v) ≤ uh(v) при h(v) → 0. На языке
функций распределения это означает, что для любых x, y ≥ 0

P(X > x, Y > y) ≤ P(X > x)h(P(Y > y)). �

Пример 3.3. Можно сформулировать критерий в более общем виде в тер-
минах стохастического порядка: если пара (X1, Y 1) удовлетворяет условию
(3.2), то любая пара (X2, Y 2) с такими же одномерными распределениями, до-
минируемая в смысле согласованного упорядочения (т. е. P(X1 > x, Y 1 > y) ≥
P(X2 > x, Y 2 > y) для всех x > x0, y > y0) также удовлетворяет (3.2). �
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§ 4. Роль средней функции превышения

Пусть X имеет правильно меняющееся распределение или лежит в мак-
симальной области притяжения распределения Гумбеля со средней функцией
превышения em(u). Тогда δ(u) в (3.1) может быть любой функцией, для которой
δ(u) → ∞ и

lim
u→∞

δ(u)

em(u)
= 0. (4.1)

В более общей постановке предположим, что существует функция e(u) такая,
что

lim inf
u→∞

P(X − εe(u) > u)

P(X > u)
< 1

для некоторого ε > 0 и

lim
ε→0

lim inf
u→∞

P(X − εe(u) > u)

P(X > u)
= 1.

Тогда если

lim
ε→0

lim sup
u→∞

P(Y > εe(u))

P(X > u)
= 0,

то по предложению 3.1 получим P(X − Y > u) ∼ P(X > u).

Как указано выше, для правильно меняющихся распределений или распре-
делений из максимальной области притяжения распределения Гумбеля можно
выбрать em(u) как среднюю функцию превышения (или обратную величину к
интенсивности отказов r(u)). Следующий результат предлагает другие усло-
вия, при которых распределение X таково, что мы все еще можем использовать
среднюю функцию превышения в (4.1).

Лемма 4.1. Пусть X имеет распределение с длинным хвостом такое, что

FX(x) = c(x) exp




 −
x∫

0

r∗(t) dt




,

где lim
u→∞

c(u) = c, 0 < c < ∞ и lim
u→∞

r∗(u) = 0. Пусть также существует ε0 > 0

такое, что равномерно по 0 < t < ε0

lim inf
u→∞

r∗
(
u + t

r∗(u)

)

r∗(u)
= cl > 0, lim sup

u→∞

r∗
(
u + t

r∗(u)

)

r∗(u)
= cu < ∞.

Тогда

lim sup
u→∞

P
(
X − ε 1

r∗(u) > u
)

P(X > u)
< 1, lim

ε→0
lim inf
u→∞

P
(
X − ε 1

r∗(u) > u
)

P(X > u)
= 1.

Замечание 4.2. Заметим, что если для X выполнены условия леммы 4.1,
то средняя функция превышения em(u) удовлетворяет свойству

lim
u→∞

r∗(u)em(u) = 1.
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Доказательство. Имеем

P
(
X − ε 1

r∗(u) > u
)

P(X > u)
∼ exp



 −
u+ ε

r∗(u)∫

u

r∗(t) dt





= exp



 −
ε∫

0

r∗
(
u + t

r∗(u)

)

r∗(u)
dt



 . exp



 − cl

ε∫

0

dt



 = e−clε < 1

(здесь f(u) . g(u) означает lim sup
u→∞

f(u)/g(u) ≤ 1). Кроме того,

P
(
X − ε 1

r(u) > u
)

P(X > u)
∼ exp



 −
ε∫

0

r∗
(
u + t

r∗(u)

)

r∗(u)
dt



 & exp



 − cu

ε∫

0

dt



 = e−cuε,

откуда следует требуемое утверждение. �

Замечание 4.3. Примером, когда условия леммы 4.1 не выполнены, мо-
жет служить

FX(x) =
1

log(x)
для x ≥ e.

§ 5. Распределение Y с тонким хвостом

Может оказаться полезным заменить (3.2) более сильным условием

P
(
Y > δ(u)

)
= o(FX(u)), (5.1)

которое в таком виде становится критерием одномерного распределения Y и
его сравнения с одномерным распределением X . Это приводит к вопросу: если
Y имеет распределение с тонким хвостом (т. е. P (Y > u) = o(e−gu) для неко-
торого g > 0), то для каких случайных величин X , имеющих распределение с
длинным хвостом, выполняется (1.1) при любой форме зависимости? В этом
случае условие (5.1) превращается в условие

e−gδ(u) = o(FX(u)),

которое выполнено для правильно меняющейся FX (возьмем δ(x) = c logx с до-
статочно большим c), для логарифмически нормального распределения (δ(x) =

x/ log2 x) и для распределения Вейбулла с толстым хвостом FX(x) = e−xβ

при
β < 1/2 (δ(x) = x1−β∗

при β < β∗ < 1). Таким образом, условие покрыва-
ет большинство стандартных распределений с толстыми хвостами, кроме тех,
хвосты которых ближе всего к легким. Поскольку для независимых X,Y и суб-
экспоненциально распределенного X распределения X и X − Y всегда имеют
одинаковый хвост (как обсуждалось в § 1), можно предположить, что это усло-
вие является чисто техническим. Однако, по всей видимости, давно известно,
что это не так, хотя точной ссылки привести не удается. Контрпример имеется
в [12], и еще более простая конструкция выглядит следующим образом.

Пример 5.1. Пусть P(X > u) ∼ e−uβ

с показателем 0 < β < 1 и Y = Xβ.
Тогда P(Y > u) ∼ e−u и, следовательно, распределение Y имеет тонкий хвост.
Тем самым

P(X − Y > u) = P(X > u + Xβ) ≤ P(X > u + uβ)

∼ exp{−(u + uβ)β} = exp{−uβ(1 + uβ−1)β} ∼ exp{−uβ − βu2β−1}.
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Здесь exp{−βu2β−1} = o(1), если и только если β > 1/2. �

Этот контрпример (так же, как и пример из [12]) использует комонотон-
ную копулу. Естественным является вопрос: всегда ли комонотонная копула
минимизирует хвост распределения X − Y ? Это и будет темой следующего
параграфа.

§ 6. Копула для наихудшего случая

Покажем при некоторых условиях регулярности, что если существует
контрпример к нечувствительности (1.1), то комонотонная копула также обес-
печивает контрпример.

Лемма 6.1. Пусть X и Y — две неотрицательные случайные величины с

функцией распределения FX(x) и FY (x) соответственно. Определим

γ(u) = sup{x | FY (x − u) < FX(x), x ≥ u} − u,

γ(u) = inf{x | FY (x − u) ≥ FX(x), x ≥ u} − u.

Если для некоторых α > 0, c > 0 и всех k > 1 будет

lim
u→∞

FY (ku)

FY (u)
≤ ck−α, lim

u→∞

P(X > u + γ(u))

P(X > u)
= 1, lim sup

u→∞

P(Y > γ(u))

P(X > u)
< ∞,

то

lim
u→∞

P(X − Y > u)

P(X > u)
= 1.

Если

lim inf
u→∞

P(X > u + γ(u))

P(X > u)
< 1

и величины X и Y связаны комонотонной копулой, то

lim inf
u→∞

P(X − Y > u)

P(X > u)
< 1.

Доказательство. Заметим, что P(X − Y > u) ≤ P(X > u). Имеем

P(X − Y > u) =

∞∫

u

P(Y ≤ x− u | X = x) dFX(x)

=

∞∫

u

P(Y ≤ x− u | X = x)I{FY (x−u)<FX (x)} dFX(x)

+

∞∫

u

P(Y ≤ x− u | X = x)I{FY (x−u)≥FX(x)} dFX(x).

Чтобы доказать первое утверждение леммы, отметим, что

∞∫

u

P(Y ≤ x− u | X = x)I{FY (x−u)<FX (x)} dFX(x) ≤
∞∫

u

I{FY (x−u)<FX(x)} dFX(x)

≤
u+γ(u)∫

u

dFX(x) = P(X > u) − P(X > u + γ(u)) = o(P(X > u)).
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Для второго интеграла

∞∫

u

P(Y ≤ x− u | X = x)I{FY (x−u)≥FX (x)} dFX(x)

≥
∞∫

u+kγ(u)

P(Y ≤ x− u | X = x) dFX (x) ≥
∞∫

u+kγ(u)

P(Y ≤ kγ(u) | X = x) dFX(x)

= P(X > u + kγ(u)) − P(X > u + kγ(u), Y > kγ(u))

≥ P(X > u + kγ(u)) − P(Y > kγ(u)).

Следовательно, существует c1 > 0, не зависящее от k и такое, что

P(Y > kγ(u))

P(X > u)
=

P(Y > kγ(u))

P(Y > γ(u))

P(Y > γ(u))

P(X > u)
≤ c1k

−α.

Поскольку для x0 такого, что FY (x0 − u) < FX(x0), при каждом ε > 0 выпол-
няется неравенство FY ((x0 + ε) − (u + ε)) < FX(x0 + ε), получаем

γ(u + ε) = sup{x | FY (x− (u + ε)) < FX(x), x ≥ u} − (u + ε)

≥ sup{x | FY (x− u) < FX(x), x ≥ u} + ε− (u + ε) = γ(u).

Стало быть, γ(u) монотонно возрастает. Более того,

lim inf
u→∞

P(X > u + kγ(u))

P(X > u)
= lim inf

u→∞

k∏

l=1

P(X > u + lγ(u))

P(X > u + (l − 1)γ(u))

≥ lim inf
u→∞

k∏

l=1

P(X > u + (l − 1)γ(u) + γ(u + (l − 1)γ(u)))

P(X > u + (l − 1)γ(u))
= 1,

откуда вытекает первое утверждение. Для доказательства второго утвержде-
ния заметим, что для связанных комонотонной копулой X и Y с необходимостью

P(X − Y > u) =

∞∫

u

P(Y ≤ X − u | X = x) dFX(x)

≤
∞∫

u

I{FY (x−u)≥FX(x)} dFX(x) ≤
∞∫

u+γ(u)

dFX(x) = P(X > u + γ(u)). �

Хотя лемма 6.1 говорит о том, что комонотонная копула является есте-
ственным кандидатом для контрпримера, она никак не касается вопроса, обес-
печивает ли эта копула наихудший случай, т. е. является ли она копулой, мини-
мизирующей P(X −Y > u) в асимптотическом смысле при данных одномерных
распределениях. Чтобы ответить на этот вопрос, рассмотрим сначала случай
правильно меняющегося распределения X . В предложении 7.1 ниже будет по-
казано, что если FY (u)/FX(u) → 0, то при любых копулах асимптотические
свойства оказываются одинаковыми. С другой стороны, если FX(x) ≥ FY (x)
для связанных комонотонной копулой X,Y , то P(X−Y > u) = 0. Следователь-
но, предположим существование ĉ > 0 такого, что

lim
u→∞

FY (u)

FX(u)
= ĉ,
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или, что равносильно, существование c, для которого

lim
u→∞

FY (cu)

FX(u)
= 1.

Будем изучать асимптотическое поведение X −Y при дополнительном условии

P(X > xu, Y > ycu)

P(X > u)
→ H(x, y),

где H(x, y) невырожденна. Согласно теории экстремальных значений

P(X − Y > u)

P(X > u)
→ H({(x, y) | x− cy > 1}).

Для выяснения того, какая H минимизирует H({(x, y) | x − cy > 1}), важен
показатель правильного изменения α функции FX . Переходя в полярные ко-
ординаты (используя сумму компонент в качестве нормы), можем записать H
как произведение мер на радиальной и угловой частях. Радиальная мера име-
ет плотность αr−α−1, и условие (2.4) равносильно условию (отметим, что мы
выполнили замену переменных)

1∫

0

θα dµ(θ) =

1∫

0

(1 − θ)α dµ(θ) = 1.

Далее заметим, что

H({(x, y) | x− cy > 1}) =

1∫

c
1+c

(θ − c(1 − θ))α dµ(θ). (6.1)

Теперь мы можем выяснить, какая µ∗ минимизирует (6.1). Рассмотрим дис-
кретную меру: µ(θ = θi) = pi для i = 1, . . . , d. Тогда существует θi > 1/2
(pi > 0), если и только если существует θj < 1/2 (pj > 0).

Лемма 6.2. Если мера µ∗, минимизирующая (6.1), присваивает положи-

тельную массу pi точке θi ≤ c
c+1 , то

θi =
c

1 + c
.

Доказательство. Предположим, что утверждение леммы неверно. Без
ограничения общности можно предполагать, что θ1 > 1/2 и θ2 < c/(c + 1).

Определим новую меру µ∗∗, для которой θ̂i = θi при i 6= 2, p̂i = pi для i > 2,
при этом θ̂2 = c/(1 + c). Убедимся, что µ является мерой. Имеем

p1θ
α
1 + p2θ

α
2 = p̂1θ

α
1 + p̂2

(
c

1 + c

)α

,

p1(1 − θ1)
α + p2(1 − θ2)

α = p̂1(1 − θ1)
α + p̂2

(
1

1 + c

)α

.

Отсюда следует, что

p̂1 = p1 + p2

(
θ2

1+c
c

)α − ((1 − θ2)(1 + c))α
(
θ1

1+c
c

)α − ((1 − θ1)(1 + c))α
< p1,
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где без ограничения общности предположили, что p2 достаточно мало, чтобы
p̂1 ≥ 0. Таким образом,

1∫

c
1+c

(θ − c(1 − θ))α dµ∗(θ) −
1∫

c
1+c

(θ − c(1 − θ))α dµ∗∗(θ)

= (p1 − p̂1)(θ1 − c(1 − θ1))
α > 0,

а это противоречит предположению о том, что µ∗ минимизирует (6.1). �

Теорема 6.3. Пусть α < 1. Тогда µ∗ сосредоточена на точках θ1 = 1 и

θ2 = c
1+c с массами p1 = 1 − cα и p2 = (1 + c)α.

Доказательство. Предположим, что µ∗ присваивает положительную ме-
ру p1 > 0 точке c/(1 + c) < θ1 < 1. Тогда можно определить новую меру µ∗∗,
которая эквивалентна µ∗, за исключением того, что мы заменили θ1 на 1 и со-
ответствующую вероятность p1 на p̂1. Добавим массу p̂0 точке c/(1 + c) так,
чтобы

p̂1 = p1 (θα1 − cα(1 − θ1)
α) > 0, p̂0 = p1(1 − θ1)

α(1 + c)α.

Далее,

1∫

c
1+c

(θ − c(1 − θ))α dµ∗(θ) −
1∫

c
1+c

(θ − c(1 − θ))α dµ∗∗(θ)

= p1(θ1 − c(1 − θ1))
α − p̂1 = p1((θ1 − c(1 − θ1))

α − (θα1 − cα(1 − θ1)
α)) > 0.

Отсюда следует требуемое утверждение. �

Теорема 6.4. Пусть α > 1. Тогда µ∗ сосредоточена в точке θ1 = 1/2.

Доказательство. Предположим, что µ∗ присваивает положительную ме-
ру p1 > 0 значению θ1 > 1/2 и p2 > 0 — значению θ2 < 1/2, где без ограничения
общности считаем, что

p1θ
α
1 + p2θ

α
2 = p1(1 − θ1)

α + p2(1 − θ2)
α.

Определим меру µ∗∗, заменив θ1 и θ2 на 1/2 с вероятностной массой p̂1 =
2α

(
p1θ

α
1 + p2θ

α
2

)
. Будем различать два случая.

(a) θ2 > c/(1 + c). В этом случае мы должны показать, что

1∫

c
1+c

(θ − c(1 − θ))α dµ∗(θ) −
1∫

c
1+c

(θ − c(1 − θ))α dµ∗∗(θ) ≥ 0.

Левая часть равна

p1(θ1 − c(1 − θ1))
α + p2(θ2 − c(1 − θ2))

α − (1 − c)α
(
p1θ

α
1 + p2θ

α
2

)

= p1(θ1 − c(1 − θ1))
α + p1

θα1 − (1 − θ1)
α

(1 − θ2)α − θα2
(θ2 − c(1 − θ2))

α

− p1(1 − c)α
(
θα1 + θα2

θα1 − (1 − θ1)
α

(1 − θ2)α − θα2

)
,
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поэтому надо показать, что
(
1 − c

(
1
θ1

− 1
))α − (1 − c)α

1 −
(

1
θ1

− 1
)α ≥

(
1 − c

(
1
θ2

− 1
))α − (1 − c)α

1 −
(

1
θ2

− 1
)α (6.2)

(ср. с методом, описанным в § 2). Поскольку функция (1−cx)α−(1−c)α

1−xα убывает
при x < 1 и возрастает при x > 1, получаем, что требуется лишь проверить
(6.2) для θ1 = θ2 = 1/2, для которого оно выполняется в силу того, что

lim
x→1

(1 − cx)α − (1 − c)α

1 − xα
= (1 − c)α−1.

(b) θ2 = c/(1 + c). В этом случае мы должны показать, что

1∫

c
1+c

(θ − c(1 − θ))α dµ∗(θ) −
1∫

c
1+c

(θ − c(1 − θ))α dµ∗∗(θ)

= p1(θ1 − c(1 − θ1))
α − (1 − c)α

(
p1θ

α
1 + p2

(
c

1 + c

)α)

= p1(θ1 − c(1 − θ1))
α − p1(1 − c)α

(
θα1 + cα

θα1 − (1 − θ1)
α

1 − cα

)
≥ 0.

Это эквивалентно тому, что
(
1 − c

(
1
θ1

− 1
))α − (1 − c)α

1 −
(

1
θ1

− 1
)α ≥ (1 − c)αcα

1 − cα
.

Левая часть снова будет наименьшей при θ1 = 1/2, и надо показать, что

(1 − c)α−1 ≥ (1 − c)αcα

1 − cα
,

а это выполнено при 0 < c < 1 и α > 1. �

Лемма 6.5. Пусть X лежит в максимальной области притяжения распре-

деления Гумбеля с сопровождающей функцией e(x). Предположим, что суще-

ствует 0 < c < 1 такое, что

lim
u→∞

P(Y > cu)

P(X > u)
= 1,

и пусть функция копулы (X,Y ) лежит в максимальной области притяжения экс-

тремальной копулы. Тогда копулой, асимптотически минимизирующей P(X −
Y > u), будет комонотонная копула.

Доказательство. Имеем

P(X > u + xe(u), Y > cu + yce(u))

P(X > u)
→ H(x, y).

Здесь H(x, y) = H∗(ex, ey), где отвечающиеH∗ функции R = x+y и θ = x/(x+y)
независимы, R имеет плотность r−2 и для меры µ от θ выполнено

1∫

0

θ dµ(θ) =

1∫

0

1 − θ dµ(θ) = 1.
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Для b > 0 получаем

P(X − Y > (1 − c)u + e(u), X > u− be(u))

P(X > u)
→ H({(x, y) | x− cy > 1, x > −b})

при

H({(x, y) | x− cy > 1, x > −b}) =

1∫

0

min

(
e−

1
1−c (1 − θ)

(
θ

1 − θ

) 1
1−c

, eb
)
dµ(θ).

Если µ(1) > 0 и N > 0, то при u → ∞

P(X − Y > (1 − c)u + e(u), X > u− be(u))

P(X > u)

&
P(X > u−Ne(u)) − P(X > u−Ne(u), Y > cu− (N + 2)e(u))

P(X > u)

∼ eN −
1∫

0

min(θeN , (1 − θ)ec
−1(N+2))) dµ(θ) ≥ eNµ(1) → ∞

при N → ∞. Отсюда при b → ∞

lim
u→∞

P(X − Y > (1 − c)u + e(u))

P(X > u)
≥ e−

1
1−c

1∫

0

e−
1

1−c (1−θ)

(
θ

1 − θ

) 1
1−c

dµ(θ). (6.3)

Заметим, что для X,Y , связанных комонотонной копулой, можно ≥ заменить
знаком =. Наконец, мы должны найти µ, которая минимизирует (6.3). Бу-
дем опять рассматривать лишь случай, когда µ дискретна. Без ограничения
общности предполагаем, что θ1 > 1/2 и θ2 < 1/2,

p1θ1 + p2θ2 = p1(1 − θ1) + p2(1 − θ2) =
p1 + p2

2
,

и заменяем θ1 и θ2 на θ = 1/2 с массой p = p1 + p2. Надо показать, что

p1(1 − θ1)

(
θ1

1 − θ1

) 1
1−c

+ p2(1 − θ2)

(
θ2

1 − θ2

) 1
1−c

≥ p1(1 − θ1) + p2(1 − θ2).

Поскольку

p2 = p1
2θ1 − 1

1 − 2θ2
,

необходимо установить, что

1 − θ1

2θ1 − 1

((
1 +

2θ1 − 1

1 − θ1

) 1
1−c

)
≥ 1 − θ2

2θ2 − 1

((
1 +

2θ2 − 1

1 − θ2

) 1
1−c

)

или для xi = 2θi−1
1−θi

(1 + x1)
1

1−c − 1

x1
≥ (1 + x2)

1
1−c − 1

x2
,

что выполняется в силу 1
1−c > 1 и −1 < x2 < 0 < x1. �
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Теорема 6.3 показывает, что если X ∈ R−α с показателем α < 1, то ко-
монотонная копула не минимизирует P(X − Y > u) асимптотически. С другой
стороны, теорема 6.4 говорит о том, что при α > 1 комонотонная копула ми-
нимизирует асимптотически P(X − Y > u). Тем не менее покажем, что дело в
другом.

Поскольку хотим сравнить влияние различных копул на совместное рас-
пределение X и Y при фиксированных одномерных распределениях FX и FY ,
определим для каждой копулы C меру PC , полагая

PC(X ≤ x, Y ≤ y) = C(FX(x), FY (y)).

Свойство, состоящее в том, что комонотонная копула минимизирует асимпто-
тически P(X−Y > u), можно иначе сформулировать так: для каждой функции
копулы C

lim inf
u→∞

PC(X − Y > u)

PM (X − Y > u)
≥ 1. (6.4)

Ввиду предложения 7.1 (см. ниже) можно предполагать, что для величины X
с правильно меняющимся распределением существует контрпример к свойству
(6.4), если FX(x) ≈ cFY (x) для некоторого 0 < c < 1. Поэтому выберем FY (x) =

FX(2x), т. е. 2Y
d
= X . Пусть X лежит в максимальной области притяжения

распределения экстремальных значений. Будем использовать следующий вид
зависимости.

Определение 6.6. Для случайной величины X с функцией распределения
FX и сопровождающей функцией e(u) зададим un = un−1+2e(2un−1), где u1 > 0
и F (u1) > 0, вместе с соответствующим разбиением (Ji)n≥1 интервала [0, 1]
(n ≥ 1):

J1 = [0, F (2u1)),

J2n = [F (2un), F (2(un + e(2un)))), J2n+1 = [F (2(un + e(2un))), F (2un+1)).

Определим последовательность копул (Cn)n≥1 так:

C2n(u, v) = uv и C2n+1(u, v) = min(u, v).

Окончательно определим копулу C как ординальную сумму копул (Cn)n≥1 по
разбиению (Ji)n≥1.

Замечание 6.7. Если 2Y
d
= X и X,Y зависимы согласно копуле из опре-

деления 6.6, то для 0 ≤ Y < u1 и un + e(2u) ≤ Y < un+1 выполнено 2Y = X .
Более того, для n ≥ 1

P(X ≤ x | un ≤ Y < un + e(2un)) = P(X ≤ x | 2un ≤ X < 2un + 2e(2un)).

Предложение 6.8. Пусть X лежит в максимальной области притяжения

распределения экстремальных значений и плотность распределения fX облада-

ет свойством

lim
u→∞

fX(u + xe(u))

fX(u)
= g(x) =

{
(1 + x)−α FX(x) ∈ R−α, α > 0,

e−x X ∈ MDA(�).

Предположим, что 2Y
d
= X и X , Y зависимы согласно копуле из определе-

ния 6.6. Тогда

lim inf
u→∞

PC(X − Y > u)

PM (X − Y > u)
< 1.
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Доказательство. Без ограничения общности предположим, что e(x) мо-
нотонна. Для каждого n имеем

P(X − Y > un) = P(X − Y > un, Y ≤ un)

+ P(X − Y > un, un < Y ≤ un + e(2un)) + P(X − Y > un, un + e(2un) < Y ).

Теперь можно легко проверить, что

P(X − Y > un, Y ≤ un) = 0

и
P(X − Y > un, un + e(2un) < Y ) ≤ P(Y > un + e(2un)).

С другой стороны,

P(X − Y > un, un < Y ≤ un + e(2un))

=

un+e(2un)∫

un

P(X > un + y | 2un < X ≤ 2(un + e(2un)))fY (y) dy

= e(2(un))

1∫

0

P(X > 2un + ye(2un) | 2un < X ≤ 2(un + e(2un)))

× fY (un + ye(2un)) dy.

Заметим, что

P(X > 2un + ye(2un) | 2un < X ≤ 2(un + e(2un)))

=
P(X > 2un + ye(2un)) − P(X > 2un + e(2un))

P(X > 2un) − P(X > 2un + e(2un))
→ g(y) − g(1)

g(0) − g(1)
< 1, y > 0,

при n → ∞. Как следует из

fY (un + ye(2un))

fY (un)
=

fX(2un + 2ye(2un))

fX(2un)
→ g(2y),

выполнено

lim
n→∞

P(X − Y > un, un < Y ≤ un + e(2un))

P(un < Y ≤ un + e(2un))
< 1

и, следовательно,

lim
n→∞

P(X − Y > un)

P(Y > un)
< 1. �

Пример 6.9. В качестве примера рассмотрим P(X > x) = P(2Y > x) = 1/x

с функцией e(x) = x и un = 5n. На рис. 1 изображен график
P
C(X−Y > 1

210x)
PM(X−Y > 1

2 10x)
.

4 6 8 10
x

0.8

1.0

1.2

1.4

Рис. 1.
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Убедившись, что наихудший вариант не всегда дается комонотонной копу-
лой, займемся выявлением наихудшего варианта (при данной конкретной u вме-
сто u → ∞). Для этой цели используем прямые перемешивания M . Поскольку
перемешивания плотны в множестве копул, хотим найти перемешивание, мини-
мизирующее P(X − Y > u). Для данных FX , FY и u определим

gu(x) =

{
inf

{
t : F−1

Y (t) ≥ F−1
X (x) − u

}
, если F−1

X (x) > u,

0 иначе.
(6.5)

Для равномерно распределенных (U1, U2) с такой же функцией копулы C, как
у (X,Y ), справедливо

P(U2 < gu(U1)) = P(X − Y > u).

Лемма 6.10. Пусть g(x) — возрастающая функция такая, что для всех c ∈
[−1, 1] количество перемен знака разности g(x)−x−c конечно. Тогда перемеши-

вание M∗
s , минимизирующее PMs(U2 < g(U1)), строится по J = {[0, x0], [x0, 1]}

и π = (2, 1) для некоторого 0 < x0 < 1.

Доказательство. Пусть Ms — перемешивание на конечном разбиенииJ
с перестановкой π. Для J ∈ J и x ∈ J обозначим через Jπ и xπ интервал,
соответственно точку, в которые интервал J и точка x переходят под действи-
ем перестановки. Без ограничения общности предположим, что для каждого
J ∈J

P(U1 ∈ {xπ : x ∈ J&x < g(xπ)})
P(U1 ∈ {xπ : x ∈ J}) ∈ {0, 1}.

Положим x0 = PMs(U2 < g(U1)). Без ограничения общности можно считать, что
(J ∩ [0, x0]) ∈ {∅, J} для любого J ∈J . Далее мы можем разделить интервалы
в разбиенииJ так: каждому интервалу J ∈J , для которого P(U1 ∈ {xπ : x ∈
J&x < g(xπ)}) = P(U1 ∈ {xπ : x ∈ J}), сопоставим единственный интервал Ĵ

такой, что Ĵ∩[0, x0] = Ĵ и |J | = |Ĵ |. Если изменим место J и Ĵ в перестановке, то
P(U2 < g(U1)) будет одинаковой для этих двух перемешиваний. Следовательно,
можно предполагать, что если P(U1 ∈ {xπ : x ∈ J&x < g(xπ)}) = P(U1 ∈ {xπ :
x ∈ J}), то J ⊂ [0, x0]. Поскольку g(x) возрастает, можно переупорядочить
разбиение и получить тот вид M∗

s , из которого следует утверждение леммы. �

Наихудшая копула не единственна, как явно показывает

Лемма 6.11. Пусть g(x) возрастает, и пусть x1 = inf{x : x ≥ g(x)}. Если

x1 < 1− x0 для некоторого x0, то для перемешиваний Ms({[0, x0], [x0, 1]}, (2, 1))

и M̂s({[0, x1], [x1, x1 + x0], [x1 + x0, 1]}, (1, 3, 2)) выполнено

PMs(U2 < g(U1)) ≥ PM̂s
(U2 < g(U1)).

Если x1 ≥ 1 − x0, то

PMs(U2 < g(U1)) ≥ PM (U2 < g(U1)).

Пример 6.12. Пусть FX(x) = 1 − 1/x, FY (x) = 1 − 1/(2x) и u = 1. В этом
случае рис. 2 показывает носитель копулы из леммы 6.10 (толстая линия), где
x0 ≈ 0.086. На рис. 3 толстая линия изображает носитель копулы из леммы 6.11,
где x0 ≈ 0.086 и x1 = 0.5. На этих рисунках пунктирная линия отвечает функ-
ции gu(x). Здесь

x0 = x∗
0 = sup

0≤x≤1
gu(x) − x. � (6.6)
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Рис. 2. Копула в наихудшем случае.

Рис. 3. Другая копула для наихудшего случая.

На самом деле выбор x0 = x∗
0 в (6.6) в целом оптимален, что может быть

проверено благодаря следующим соображениям: если x0 > x∗
0, то прямая x+x0,

отвечающая интервалу [x0, 1], проходит выше линии gu(x). Следовательно,
можно уменьшить x0 до x∗

0 так, чтобы прямая x + x∗
0 коснулась линии gu(x);

разумеется, PMs(U2 < gu(U1)) при этом не увеличится. Если же x0 < x∗
0 и для

точки x∗ выполнено x∗
0 = gu(x∗) − x∗, то из монотонности gu(x) следует, что

участок прямой x + x0 от x∗ до gu(x∗) − x0 проходит ниже gu(x). Поскольку
этот участок прямой имеет длину gu(x∗)−x0−x∗ = x∗

0 −x0, видим, что исполь-
зованием x∗

0 вместо x0 мы не увеличим вероятность PMs(U2 < gu(U1)). Далее,
если x∗ > 1/2, то прямая, отвечающая промежутку [0, x0], лежит ниже gu(x).
Таким образом, мы доказали следующее

Предложение 6.13. Пусть условия леммы 6.10 выполнены и u достаточно

велико, чтобы x∗, для которого

gu(x∗) − x∗ = sup
0≤x≤1

gu(x) − x,
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удовлетворяло неравенству x∗ > 1/2. Тогда

inf
C

PC(X − Y > u) = sup
0≤x≤1

gu(x) − x.

Сравним этот результат с комонотонной копулой. Для этого предположим,
что существует единственная точка γu такая, что gu(x) − x ≤ 0 при x < γu и
gu(x) − x > 0 при x > γu, тогда PM (X − Y > u) = 1 − γu и

inf
C

PC(X−Y > u) = PM (X−Y > u) sup
0≤x≤1

gu(γu + x(1 − γu)) − γu − x(1 − γu)

1 − γu

= sup
0≤x≤1

(gu(γu + x(1 − γ(u))) − γu − x(1 − γu)).

Если функция

hu(x) =
gu(γu + x(1 − γu)) − γu − x(1 − γu)

1 − γu

сходится при u → ∞ к функции h∞(x), для которой sup
0<x<1

h∞(x) = 1 (т. е.

h∞(x) = 1 − x), то для любой копулы C выполнено (6.4). С другой сто-
роны, если существует последовательность un, для которой lim

n→∞
un = ∞ и

lim sup
n→∞

sup
0<x<1

hun(x) < 1, то можно аналогично тому, как это делалось в пред-

ложении 6.8, построить копулу, для которой (6.4) не выполнено. Следующий
пример показывает именно эту ситуацию для X с распределением Вейбулла и
Y , имеющим распределение с тонким хвостом.

Пример 6.14. Пусть FX(x) = 1 − e−xβ

(1/2 < β < 1) и FZ(x) = 1 −
e−

(1+ε)β2

2β−1 x2−1/β

. Положим u0 = 0, un = 2n и

FY (x) = 1 − e−un +
FZ(x) − FZ(un)

FZ(un+1) − FZ(un)
(e−un − e−un+1), un ≤ x < un+1.

Поскольку при x > 2
FY (x)

e−x/2
≤ F y(un)

e−un+1/2
= 1,

видим, что распределение Y имеет тонкий хвост. Далее, для u = u
1/β
n − un

получаем γu = (1−e−un), и поскольку FY (x) ≤ 1−e−x, у уравнения FY (F−1
X (x)−

u) = x нет корней слева от γu. Имеем

hu(x) = 1 − x− FY ((un − log(1 − x))1/β − u1/β + un)

e−un
,

так как при n → ∞

(un−log(1−x))1/β−u1/β+un = un+(1+o(1))
(− log(1 − x))

β
u1/β−1
n ≤ 2un = un+1.

Получаем

FY ((un − log(1 − x))1/β − u1/β + un)

e−un

= 1 −
FZ

(
un + (1 + o(1)) (− log(1−x))

β u
1/β−1
n

)
− FZ(un)

FZ(un+1) − FZ(un)
(1 − e−un)

∼
FZ

(
un + (− log(1−x))

β u
1/β−1
n

)

FZ(un)
∼ (1 − x)1+ε.

Следовательно, hun(x) → (1 − x)(1 − (1 − x)ε) при n → ∞.
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§ 7. Почти правильно меняющееся распределение X

Предложение 7.1. Если X имеет почти правильно меняющееся распре-

деление и FY (u) = o(FX(u)), то (1.1) выполнено.

Доказательство. Мы должны показать, что существует неотрицатель-
ная функция δ(u) = o(u), удовлетворяющая (5.1), поскольку такая функция
δ(u) также удовлетворяет (2.1). Сначала заметим, что для любого c > 0 най-
дется bc такое, что

lim
u→∞

FX(cu)

FX(u)
≤ bc.

Следовательно, для каждого n существует ûn такое, что при всех u > ûn

P(Y > u)

P(X > nu)
≤ 1

n
.

Положим u0 = 0 и un = max(nûn, un−1) + 1 для n > 0. Тогда для всех u > un

P(Y > u/n)

P(X > u)
≤ 1

n
.

Определим

ε(u) =

{
1, u < u1,
1
n , un < u < un+1.

Тогда для δ(u) = ε(u)u имеем

lim
u→∞

P(Y > δ(u))

P(X > u)
= 0. �

Опишем подход, основанный на локальных предельных теоремах. Исполь-
зуем локальные предельные теоремы, как в [22], для выяснения асимптотическо-
го поведения P(X − Y > u). Пусть либо E = [−∞,∞] × (−∞,∞]) (e(u)/u → 0),
либо E = [−∞,∞] × (−1,∞]) (e(u) = u). Далее предполагаем, что существует
мера µ (не равная нулю), для которой при любом фиксированном y из E

• µ([−∞, x], (y,∞]) — невырожденная функция распределения по x,

• µ([−∞, x], (y,∞]) < ∞,

• lim
u→∞

P(Y≤β(u)+xα(u),X>u+ye(u))
P(X>u) = µ([−∞, x], (y,∞]) в каждой точке непре-

рывности (x, y) предела.

Предположим, что α(u)/e(u) → c для некоторой постоянной c, тогда будем
иметь, что

lim
u→∞

P(X − Y > u− β(u))

P(X > u)
= lim

u→∞

P
(
X−u
e(u) − α(u)

e(u) · Y−β(u)
α(u) > 0, X−u

e(u) > 0
)

P(X > u)

= µ({(y, x) | x− cy > 0, x > 0}) ≤ 1,

по крайней мере если µ в достаточной степени непрерывна. Область, которую
хотим измерить, изображена на рис. 4.

Имеем

P(X − Y > u)

P(X > u)
∼ P(X > u)

P(X > u− β(u))
µ({(y, x) | x− cy > 0, x > 0}).
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Рис. 4. Область измерения (закрашена).

Если (1.1) выполнено, мы должны предположить, что β(u)/e(u) → 0 и c = 0
(т. е. α(u)/e(u) → 0). Однако отметим, что для каждого ε > 0

lim
u→∞

P(Y ≤ εe(u), X > u)

P(X > u)
= lim

u→∞

P
(
Y ≤ β(u) + εe(u)−β(u)

α(u) α(u), X > u
)

P(X > u)

≥ lim
u→∞

P(Y ≤ β(u) + bα(u), X > u)

P(X > u)
= µ([−∞, b) × µ(0,∞]) → 1

при b → ∞. Следовательно, условия предложения 3.1 выполнены, и нет необхо-
димости использовать локальные предельные теоремы, чтобы установить (1.1).
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