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КВАЗИПРОСТРАНСТВА, ИНДУЦИРОВАННЫЕ

ИЗМЕРИМЫМИ В R3 ВЕКТОРНЫМИ ПОЛЯМИ
А. В. Белых, А. В. Грешнов

Аннотация. Для одного класса базисных векторных полей в R3 с измеримыми
координатами рассмотрены некоторые индуцированные ими метрические функции.
Доказано, что эти функции являются квазиметриками в области определения век-
торных полей. При некоторых естественных ограничениях для рассматриваемых
классов векторных полей доказаны аналоги теорем Рашевского — Чоу и Ball-Box.

Ключевые слова: векторное поле, квазиметрика, обобщенное неравенство тре-
угольника, горизонтальная кривая.

Введение

В работе для векторных полей вида

X = (1, 0, f(x, y)), Y = (0, 1, g(x, y)), T = (0, 0, 1), (0.1)

определенных на области O из R3 со стандартной системой координат (x, y, z),
где

(q0
1) функция f(x, y) при всяком фиксированном y является измеримой

функцией переменного x, а при всяком фиксированном x является липшице-
вой с константой L функцией переменного y,

(q0
2) функция g(x, y) при всяком фиксированном x является измеримой

функцией переменного y, а при всяком фиксированном y является липшице-
вой с константой L функцией переменного x,

(q0
3) константа L не зависит от выбора x и y,

(q0
4) функции f и g ограничены в O некоторой константой K,

изучаются свойства отображения ϑu вида

ϑu : (a, b, c) → exp(cT ) ◦ exp(bY ) ◦ exp(aX)(u), u = (u1, u2, u3) ∈ O. (0.2)

Здесь exp(aX)(v), exp(bY )(v), exp(cT )(v) — концевые точки абсолютно непре-
рывных кривых γaX,v(s), γbY,v(s), γcT,v(s), s ∈ [0, 1], определяемых уравнениями

γaX,v(s) = v +
s∫

0

aX(γaX,v(s)) ds, γbY,v(s) = v +
s∫

0

bY (γbY,v(s)) ds,

γcT,v(s) = v +
s∫

0

cT (γcT,v(s)) ds.

Работа выполнена при финансовой поддержке ФЦП «Научные и научно-педагогические
кадры инновационной России» на 2009–2013 гг. (соглашение № 8206).
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Символом d(u, v) обозначим метрическую функцию

d(u, v) = max{|a|, |b|, |c|1/2}, v = ϑu(a, b, c).

В работе установлено, что d(u, v) является квазиметрикой, а при некотором
дополнительном условии на функции f(x, y) и g(x, y), аналогичном известному
условию Хёрмандера, квазиметрика d(u, v) билипшицево эквивалентна метрике
Карно — Каратеодори ρ, индуцированной векторными полями X и Y .

Векторные поля вида Xf = (1, 0, f(x, y, t)), Xg = (0, 1, g(x, y, t)), где
f(x, y, t), g(x, y, t) — гладкие функции, определенные на области O ⊂ R3 со
стандартной системой координат (x, y, t), возникают при изучении некоторого
класса эллиптических и параболических дифференциальных уравнений, кото-
рый содержит как частный случай уравнение кривизны Леви [1], и называются
полями Леви [2] (о геометрическом значении и применениях уравнения кривиз-
ны Леви см. в [3, 4]).

Напомним известное условие Хёрмандера [5, 6]. Пусть M — гладкое ри-
маново многообразие, и пусть {Xi}i=1,...,n — гладкие векторные поля на M .
Говорят, что {Xi}i=1,...,n удовлетворяют условию Хёрмандера порядка � , ес-
ли значения всевозможных коммутаторов векторных полей {Xi}i=1,...,n поряд-
ка от 0 до � включительно (коммутаторы нулевого порядка здесь совпадают
с {Xi}i=1,...,n) натягивают все касательное пространство TuM в каждой точ-
ке u ∈ M . Векторные поля {Xi}i=1,...,n обычно называют горизонтальными.
Из классической теоремы Рашевского [7] и Чоу [8] вытекает, что в случае вы-
полнения условия Хёрмандера любые две точки u, v ∈ M , достаточно близко
расположенные друг к другу, можно соединить конечным числом отрезков ин-
тегральных линий горизонтальных векторных полей. Метрика Карно — Кара-
теодори ρcc на многообразии M определяется [6] как

ρcc(u, v) = inf{l(γ) | γ : [0, s0] → O, γ(0) = u, γ(s0) = v},

где γ = γ(s) — горизонтальная кривая, т. е. такая абсолютно непрерывная

кривая, что для почти всех s ∈ [0, s0] выполняется γ̇(s) =
n∑
i=1

αsiXi(γ(s)), αsi —

некоторые измеримые функции, l(γ) — длина γ. О метрике Карно — Кара-
теодори хорошо написано в [6]. Метрика Карно — Каратеодори «естественна»
при решении задач теории субэллиптических уравнений [9, 10], но для получе-
ния тех или иных оценок удобнее использовать билипшицево эквивалентную ей
квазиметрику.

Определение 0.1. Функция d : A× A→ R+ ∪ 0 (см., например, [11]), где
A — некоторое множество, называется квазиметрикой, если

1) d(u, v) ≥ 0 (аксиома неотрицательности), d(u, v) = 0 тогда и только тогда,
когда u = v (аксиома тождества);

2) d(u, v) ≤ κ1d(v, u) для некоторой константы κ1, не зависящей от выбора
u, v (обобщенная аксиома симметричности);

3) d(u, v) ≤ κ2(d(u,w) + d(w, v)) для некоторой константы κ2, не зависящей
от выбора u, v, w ∈ A (обобщенное неравенство треугольника).

Пару (A, d) будем называть квазипространством.

Чтобы объяснить, какие квазиметрики эквивалентны метрике Карно — Ка-
ратеодори, рассмотрим в качестве примера эквирегулярные пространства Кар-
но — Каратеодори [6]. Пусть {Xi}i=1,...,h1 — C∞-гладкие в некоторой области
U ⊂ RN векторные поля, 1 < h1 < N , удовлетворяющие условию Хёрмандера
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и такие, что каждое подрасслоение Hi касательного расслоения TU , натянутое
на всевозможные коммутаторы векторных полей {Xi}i=1,...,h1 до порядка i − 1
включительно, обладает следующим свойством: размерность dimHi(u) = hi =
const > 0 не зависит от выбора точки u ∈ U . Для каждого i = 1, . . . , � опре-
делим базис Hi по индукции: к базису векторных полей подрасслоения Hi−1
добавим hi−hi−1 коммутаторов порядка i−1 векторных полей {Xi}i=1,...,h1 (обо-
значим «добавленные» коммутаторы через Xhi−1+1, . . . , Xhi , h0 = 0, H0 = {∅})
так, что значения векторных полей {Xi}i=1,...,hi линейно независимы в каждой
точке u ∈ U . Тогда H� = TU . Далее рассмотрим экспоненциальное отображе-
ние

θg : (a1, . . . , aN ) → exp

(
N∑
i=1

aiXi

)
(g), g ∈ U,

где exp(Z)(g) обозначает концевую точку отрезка интегральной линии вектор-
ного поля Z с началом в точке g единичной временно́й длины [12]. Известно
(см., например, [13]), что отображение θg является C∞-гладким диффеомор-
физмом в некоторой окрестности Og точки g и задает там систему координат
1-го рода: компоненты вектора (a1, . . . , aN ) являются координатами 1-го рода

точки ua = exp
(

N∑
i=1

aiXi

)
(g) ∈ Og. Определим метрическую функцию

dcc(u, v) = max
i=1,...,N

{
|ai|

1
degXi | exp

(
N∑
i=1

aiXi

)
(u) = v ∈ Og

}
,

где degXi = min{j | Xi ∈ Hj}. Следующий результат (даже в более общем
случае) установлен в [9].

Теорема Ball-Box. Найдутся область O ⊂ U и константа C > 0 такие,
что

dcc(u, v)
C

≤ ρcc(u, v) ≤ Cdcc(u, v) ∀u, v ∈ O,

где ρcc — метрика Карно — Каратеодори, индуцированная в O векторными
полями {Xi}i=1,...,h1 .

Из определения dcc и теоремы Ball-Box следует, что метрическая функция
dcc является квазиметрикой. Отметим, что приведенный выше способ опре-
деления квазиметрики, эквивалентной метрике Карно — Каратеодори, не яв-
ляется единственным (можно, например, использовать систему координат 2-го
рода [14]).

В случае гладких векторных полей Леви Xf и Xg, удовлетворяющих усло-
вию Хёрмандера, в [1, 15] доказаны теоремы регулярности решений соответству-
ющего уравнения кривизны Леви. Если векторные поля Xf , Xg не гладкие, то
условие Хёрмандера для них по естественным причинам отсутствует. С другой
стороны, в [16] отмечено, что условие на коммутаторы может быть заменено
требованием, чтобы любая пара точек могла быть соединена абсолютно непре-
рывной кривой, составленной из конечного числа отрезков интегральных линий
соответствующих векторных полей (в нашем случае — векторных полей Xf и
Xg). При условии выполнения этого требования в [16] доказаны теоремы ре-
гулярности для решений класса дифференциальных уравнений, ассоциирован-
ных с негладкими дифференциальными операторами, которые определялись
при помощи диагональных векторных полей λj(x)ej , j = 1, . . . , N , где ej —
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стандартный орт евклидова пространства RN , λj(x) — некоторые неотрица-
тельные непрерывные функции с непрерывными частными производными всю-
ду, за исключением начала координат. Работа [16] явилась одним из стимулов
к рассмотрению задач о регулярности решении субэллиптических уравнений
для негладких векторных полей и связанных с этим вопросов о минимальных
предположениях на регулярность векторных полей, при которых все еще верны
теоремы Рашевского — Чоу и Ball-Box [2, 17, 18]. В [2] доказана теорема Ball-
Box для негладких векторных полей степени s ≥ 2. Как следствие полученного
результата для C1-гладких векторных полей типа Леви при некоторых допол-
нительных условиях, связанных с существованием обобщенных производных,
установлена соответствующая теорема Ball-Box.

В настоящей работе мы рассматриваем частный случай полей типа Леви —
поля пирамидального вида. Векторное поле X, определенное в RN с системой
координат (x1, . . . , xN ), имеет пирамидальный вид [19], если X = (a1, a2(x1),
a3(x1, x2), . . . ), a1 = const. Примером векторных полей пирамидального вида
являются векторные поля (1, 0, 2y), (0, 1,−2x), (0, 0, 1), образующие базис лево-
инвариантных векторных полей группалгебры Гейзенберга H1 [20]. В § 1 доказа-
но, что при каждом фиксированном u ∈ O отображение ϑu является гомеомор-
физмом, определенным в некоторой окрестности начала координат евклидова
пространства R3 (следствие 1.1); таким образом, отображение ϑu задает систему
координат 2-го рода для некоторой окрестности точки u (см., например, [14]).
Введем в рассмотрение анизотропную метрическую функцию

d(u, v) = max{|a|, |b|, |c|1/2}, v = ϑu(a, b, c).
Из определения 0.1 вытекает, что для d(u, v) выполняется аксиома тождества.
В § 1 доказано

Утверждение 0.1. Функция d(u, v) удовлетворяет: 10) обобщенной ак-
сиоме симметричности, 20) обобщенному неравенству треугольника.

Таким образом, метрическая функция d(u, v) является квазиметрикой.
Обозначение 0.1. Открытый шар в квазиметрике d с центром в точке x

радиуса R будем обозначать через Box(x,R).

Основными результатами § 2 являются обобщения теоремы Рашевского —
Чоу и Ball-Box для векторных полей X,Y из (0.1).

Определение 0.2. Абсолютно непрерывная параметризованная кривая
γ(s) = (x, y, z)(s), s ∈ [0, s0], называется горизонтальной, если γ(s) удовле-
творяет интегральному уравнению

γ(s) = γ(0) +
s∫

0

(ẋ ·X(γ) + ẏ · Y (γ))(s) ds. (0.3)

Из (0.3) вытекает, что

z(t) = z(0) +
t∫

0

(ẋ · f(x, y) + ẏ · g(x, y))(s) ds. (0.4)

Длину l абсолютно непрерывной горизонтальной кривой γ = γ(s), s ∈ [0, s0],
будем вычислять по формуле

l(γ) =
s0∫
0

(ẋ2(s) + ẏ2(s))
1
2 ds.
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Теорема 0.1. Предположим, что M(s0, u) 6= 0 в некоторой точке u =
(u1, u2, u3) ∈ O для некоторого достаточно малого числа s0. Тогда найдется
окрестность Ou точки u такая, что любые две точки u1, u2 ∈ Ou можно соеди-
нить абсолютно непрерывной горизонтальной кривой конечной длины.

Здесь (см. [21])

M(s0, u) =
1
s0

s0∫
0

K(s, s0, u) ds,

где

K(s, s0, u)

=
(g(u1 + s0, u2 + s)− g(u1, u2 + s))− (f(u1 + s, u2 + s0)− f(u1 + s, u2))

s0
,

u = (u1, u2, u3) ∈ O. Неравенство M(s0, u) 6= 0 является аналогом условия
Хёрмандера для векторных полей X,Y .

Используя результат теоремы 0.1, определим в области Ou метрику Кар-
но — Каратеодори ρ.

Определение 0.3. Метрикой Карно — Каратеодори будем называть
функцию ρ(v, w) = inf l(γ), где γ ⊂ Ou — всевозможные абсолютно непрерывные
горизонтальные пути, соединяющие точки v, w ∈ Ou.

Открытый шар в метрике ρ с центром в точке x радиуса R будем обозначать
через B(x, r).

Теорема 0.2. Предположим, что найдется положительная константа σ та-
кая, что

0 < σ < |M(s, v)| ∀s ∈ (0, s0] ∀v ∈ Ou.

Тогда для некоторой константы K = K(σ, L) равномерно по v ∈ Ou выполня-
ются включения B(v,K−1r) ⊂ Box(v, r) ⊂ B(v,Kr).

Теорема 0.2 является аналогом теоремы Ball-Box в случае векторных полей
X,Y из (0.1).

Настоящая работа распространяет на векторные поля (0.1) результаты ра-
боты [21], идеям которой мы и следовали. Однако в отличие от [21] мы исполь-
зовали систему координат 2-го рода; использование системы координат 1-го
рода в рамках поставленных задач при ограничениях (q1

0)–(q4
0) на функции f, g

достаточно затруднительно. Рассмотрим систему о.д.у.

ẋ(s) = X(s, x), s ∈ (0, 1), x(0) = g ∈ RN . (0.5)

Теорема Каратеодори о существовании и единственности решений для о.д.у.
(см. [22]) говорит о том, что если вектор-функция X(s, x) при постоянном x
является измеримой функцией переменного s на (0, 1), существует неотрица-
тельная функция M(s), суммируемая на любом отрезке из (0, 1), такая, что
|X(s, x)| ≤ M(s) для любой точки x, и вектор-функция X(s, x) такова, что
для любой точки x̄ при s ∈ (0, 1) выполняется условие |X(s, x̄) − X(s, x(s))| ≤
M(s)|x̄ − x(s)|, то решение задачи (0.5) существует и единственно. Поэтому
в рамках задач работы условия (q1

0)–(q4
0) в определенном смысле минимальны.

Отметим, что даже на уровне частных случаев в математической литературе не
отмечены примеры базисных векторных полей с более слабыми условиями на
их регулярность, при которых выполняются соответствующие аналоги теорем
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Рашевского —Чоу и Ball-Box. Поиск минимальных условий на регулярность
базисных векторных полей общего вида, при которых выполняются аналоги
теорем Рашевского —Чоу и Ball-Box, является актуальной интересной задачей
(см. [2, 17, 18]).

§ 1. Некоторые свойства отображения ϑu

Свойство 1.1. (10) В некоторой окрестности начала координат отображе-
ние ϑu биективно;

(20) ϑu(0, 0, 0) = u;
(30) отображение ϑu непрерывно по переменным a, b, c.
Доказательство. (10) Пусть u = (u1, u2, u3). По определению имеем

exp(saX)(u) =

u1 + as, u2, u3 +
s∫

0

af(u1 + at, u2) dt

,

exp(sbY ) ◦ exp(aX)(u) =

u1 + a, u2 + bs, u3 +
1∫

0

af(u1 + at, u2) dt

+
s∫

0

bg(u1 + a, u2 + bt) dt

, (1.1)

exp(cT ) ◦ exp(bY ) ◦ exp(aX)(u) =

u1 + a, u2 + b, u3 +
1∫

0

af(u1 + at, u2) dt

+
1∫

0

bg(u1 + a, u2 + bt) dt+ c

.
Рассмотрим произвольную точку v = (v1, v2, v3) = ϑu(a, b, c), принадлежа-

щую некоторой окрестности точки u. Тогда a = v1 − u1, b = v2 − u2, и в
силу ограниченности интегралов последнего равенства из (1.1) единственным
образом найдется c такое, что ϑu(a, b, c) = v. Тем самым для любой точки v,
принадлежащей некоторой окрестности точки u, единственным образом опреде-
ляется точка (a, b, c), принадлежащая некоторой окрестности начала координат,
такая, что ϑu(a, b, c) = v. Таким образом, п. (10) доказан. П. (20) очевиден. Для
доказательства п. (30) рассмотрим разность

exp((c+ε3)T )◦exp((b+ε2)Y )◦exp((a+ε1)X)(u)−exp(cT )◦exp(bY )◦exp(aX)(u)

=

ε1, ε2, ε3+ 1∫
0

(a+ε1)f(u1+(a+ε1)t, u2) dt+
1∫

0

(b+ε2)g(u1+a+ε1, u2+(b+ε2)t) dt

−
1∫

0

af(u1 + at, u2) dt−
1∫

0

bg(u1 + a, u2 + bt) dt


=

ε1, ε2, ε3 +
a+ε1∫
0

f(u1 + τ, u2) dτ −
a∫

0

f(u1 + τ, u2) dτ
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+
b+ε2∫
0

g(u1 + a+ ε1, u2 + τ) dτ −
b∫

0

g(u1 + a, u2 + τ) dτ


=

ε1, ε2, ε3 +
a+ε1∫
a

f(u1 + τ, u2) dτ +
b+ε2∫
b

g(u1 + a+ ε1, u2 + τ) dτ

+
b∫

0

(g(u1 + a+ ε1, u2 + τ)− g(u1 + a, u2 + τ)) dτ


= (ε1, ε2, ε3 + p1(ε1) + p2(ε1, ε2) + p3(ε1)). (1.2)

При εi → 0, i = 1, 2, 3, имеем p1(ε1) → 0, p2(ε1, ε2) → 0. Кроме то-
го, используя липшицевость функции g(x, y) по первому аргументу, получим
|p3(ε1)| ≤ bLε1. Поэтому разность (1.2) стремится к 0 при εi → 0, i = 1, 2, 3,
откуда и следует п. 30.

Следствие 1.1. Для каждой точки u ∈ O найдется такая окрестность O
начала координат евклидова пространства R3, что отображение ϑu является
гомеоморфизмом на O.

Свойство 1.2. Отображение ϑu непрерывно по переменной u = (u1, u2, u3).
Доказательство. Рассмотрим точки u = (u1, u2, u3), uε = (u1 + ε1, u2 +

ε2, u3 + ε3). Для того чтобы установить непрерывность отображения ϑu
в точке u, покажем, что выражение ϑuε(a, b, c) − ϑu(a, b, c) стремится к 0 при√
ε21 + ε22 + ε23 → 0. Используя (1.1), имеем

ϑuε(a, b, c)−ϑu(a, b, c) =

u1+a+ε1, u2+b+ε2, u3+
1∫

0

af(u1+at+ε1, u2+ε2) dt

+
1∫

0

bg(u1 + a+ ε1, u2 + bt+ ε2) dt+ c+ ε3


−

u1 + a, u2 + b, u3 +
1∫

0

af(u1 + at, u2) dt+
1∫

0

bg(u1 + a, u2 + bt) dt+ c


=

ε1, ε2, ε3 +
1∫

0

af(u1 + at+ ε1, u2 + ε2) dt−
1∫

0

af(u1 + at, u2) dt

+
1∫

0

bg(u1 + ε1 + a, u2 + ε2 + bt) dt−
1∫

0

bg(u1 + a, u2 + bt) dt

.
Учитывая условия (q0

1)–(q0
4), получаем

1∫
0

af(u1 + at+ ε1, u2 + ε2) dt−
1∫

0

af(u1 + at, u2) dt

=
a∫

0

f(u1 + ε1 + t̃, u2 + ε2) dt̃−
a∫

0

f(u1 + t̃, u2) dt̃
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=
a∫

0

(
f(u1+ε1+t̃, u2+ε2)−f(u1+t̃, u2+ε2)

)
dt̃−

a∫
0

(
f(u1+t̃, u2)−f(u1+t̃, u2+ε2)

)
dt̃

=
a+ε1∫
ε1

f(u1 + t′, u2 + ε2) dt′ −
a∫

0

f(u1 + t̃, u2 + ε2) dt̃+ o(1) = o(1)

при ε1 → 0, ε2 → 0. Аналогично оценивается разность
1∫

0

bg(u1 + ε1 + a, u2 + ε2 + bt) dt−
1∫

0

bg(u1 + a, u2 + bt) dt;

значит, функции

A(u, a, b, c) =
1∫

0

af(u1 + at, u2) dt, B(u, a, b, c) =
1∫

0

bg(u1 + a, u2 + bt) dt

непрерывны по u = (u1, u2, u3), откуда с учетом (0.2), (1.1) следует свойство 1.2.

Доказательство утверждения 0.1. 10. Пусть u = (u1, u2, u3), v = (v1,
v2, v3). Учитывая следствие 1.1, имеем

(v1, v2, v3) = exp(cT ) ◦ exp(bY ) ◦ exp(aX)(u)

=

u1 + a, u2 + b, u3 +
1∫

0

af(u1 + at, u2) dt+
1∫

0

bg(u1 + a, u2 + bt) dt+ c

,
(u1, u2, u3) = exp(−c̃T ) ◦ exp(−bY ) ◦ exp(−aX)(v)

=

v1 − a, v2 − b, v3 −
1∫

0

af(v1 − at, v2) dt−
1∫

0

bg(v1 − a, v2 − bt) dt− c̃

,
откуда, используя замену переменной 1− t = tн, получаем

c̃ = c+
1∫

0

af(u1 + at, u2) dt−
1∫

0

af(v1 − at, v2) dt

+
1∫

0

bg(u1 + a, u2 + bt) dt−
1∫

0

bg(v1 − a, v2 − bt) dt

= c+a
1∫

0

(f(u1+at, u2)−f(u1+at, v2)) dt+b
1∫

0

(g(u1+a, u2+bt)−g(u1, u2+bt)) dt,

следовательно, |c̃| ≤ |c| + 2L|a||b|. Точно так же можно показать, что |c| ≤
|c̃|+ 2L|a||b|. Поэтому d(v, u) ≤ (1 + 2L)1/2d(u, v), и п. 10 доказан.

20. Рассмотрим точки w = (x0, y0, z0), u = (u1, u2, u3), v = (v1, v2, v3). Ис-
пользуя (1.1), для некоторых чисел s, t, τ , (s, t, τ) = (aε, bε, cε2), |(a, b, c)|∞ = 1,
ε > 0, имеем

u1 = x0 + aε, u2 = y0 + bε,

u3 = z0 + cε2 +
aε∫
0

f(x0 + s, y0) ds+
bε∫

0

g(x0 + aε, y0 + t) dt.
(1.3)
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Также используя (1.1), для некоторых чисел ã, b̃, c̃, |(ã, b̃, c̃)|∞ = 1, и λ > 0
получаем

v1 = u1 + ãλ = x0 + aε+ ãλ, v2 = u2 + b̃λ = y0 + bε+ b̃λ,

v3 = z0 + cε2 + c̃λ2 +
aε∫
0

f(x0 + s, y0) ds+
bε∫

0

g(x0 + aε, y0 + t) dt

+
ãλ∫
0

f(x0 + aε+ s̃, y0 + bε) ds̃+
b̃λ∫
0

g(x0 + aε+ ãλ, y0 + bε+ t̃) dt̃.

(1.4)

Для некоторых чисел ŝ, t̂, τ̂ имеем

v1 = x0 + ŝ, v2 = y0 + t̂,

v3 = z0 + τ̂ +
ŝ∫

0

f(x0 + ŝ, y0) dŝ+
t̂∫

0

g(x0 + ŝ, y0 + t̂) dt̂.
(1.5)

Сравним (1.4) и (1.5). Очевидно, что ŝ = aε+ ãλ, t̂ = bε+ b̃λ, откуда |ŝ| ≤ λ+ ε,
|t̂| ≤ λ+ ε. Тогда

τ̂ = cε2 + c̃λ2 +

 aε∫
0

f(x0 + s, y0) ds+
ãλ∫
0

f(x0 + aε+ s̃, y0 + bε) ds̃

−
aε+ãλ∫
0

f(x0 + ŝ, y0) dŝ

+

 bε∫
0

g(x0 + s, y0 + t) dt+
b̃λ∫
0

g(x0 +aε+ ãλ, y0 + bε+ t̃) dt̃

−
bε+b̃λ∫
0

g(x0 + aε+ ãλ, y0 + t̂) dt̂

 = cε2 + c̃λ2 + I1 + I2. (1.6)

Первая скобка из (1.6) равна
ãλ∫
0

f(x0 + aε+ s̃, y0 + bε) ds̃−
aε+ãλ∫
aε

f(x0 + ŝ, y0) dŝ

=
ãλ∫
0

f(x0 + aε+ h, y0 + bε) dh−
ãλ∫
0

f(x0 + aε+ h, y0) dh,

откуда |I1| ≤ Lλε. Вторая скобка из (1.6) равна
bε∫

0

g(x0 + aε, y0 + t) dt−
bε∫

0

g(x0 + aε+ ãλ, y0 + t̂) dt̂,

тем самым |I2| ≤ Lλε. Таким образом, |τ̂ | ≤ ε2 + λ2 + 2Lλε. Тогда

|τ̂ | ≤ (1 + 2L)(λ2 + ε2 + ελ) ≤ (1 + 2L)(λ+ ε)2.

С учетом того, что d(w, u) = ε, d(u, v) = λ, п. 20 доказан.

Следствие 1.2. Метрическая функция d(u, v) является квазиметрикой.
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§ 2. Аналог теорем Рашевского — Чоу и Ball-Box
для квазипространства (O, d)

Свойство 2.1. Параметризованная кривая

γ(s) = γ(0) +
s∫

0

(αX + βY )(γ(t)) dt, α = const, β = const, s ∈ [0, s1],

горизонтальна, и l(γ)|[0,s1] = s1(α2 + β2)
1
2 .

Доказательство очевидно.

Рассмотрим функцию M(s0, u) из введения. Из условий (q0
1)–(q0

4) и свой-
ства 1.2 вытекает, что

(a0) M(s0, u) ∈ C((0, s′)×O) для некоторой константы s′ и |M(s0, u)| ≤ 2L
равномерно в (0, s′)×O.

Доказательство теоремы 0.1. Пусть для определенности M(s0, u) > 0,
u = (u1, u2, u3). Рассмотрим следующие горизонтальные кривые:

γ1,s0(s) = u+
s∫

0

X(γ1,s0(s)) ds =


x1(s) = u1 + s,

y1(s) = u2,

z1(s) = u3 +
s∫
0
f(u1 + s, u2) ds, s ∈ [0, s0];

γ2,s0(s) = γ1,s0(s0) +
s∫

0

Y (γ2,s0(s)) ds

=


x2(s) = u1 + s0,

y2(s) = u2 + s,

z2(s) = u3 +
s0∫
0
f(u1 + s, u2) ds+

s∫
0
g(u1 + s0, u2 + s) ds, s ∈ [0, s0];

γ3,s0(s) = γ2,s0(s0)−
s∫

0

X(γ3,s0(s)) ds

=



x3(s) = u1 + s0 − s,

y3(s) = u2 + s0,

z3(s) = u3 +
s0∫
0
f(u1 + s, u2) ds+

s0∫
0
g(u1 + s0, u2 + s) ds

−
s∫
0
f(u1 + s0 − s, u2 + s0) ds, s ∈ [0, s0];

γ4,s0(s) = γ3,s0(s0)−
s∫

0

Y (γ4,s0(s)) ds

=



x4(s) = u1,

y4(s) = u2 + s0 − s,

z4(s) = u3 +
s0∫
0
f(u1 + s, u2) ds+

s0∫
0
g(u1 + s0, u2 + s) ds

−
s0∫
0
f(u1 + s0 − s, u2 + s0) ds−

s∫
0
g(u1, u2 + s0 − s) ds, s ∈ [0, s0].
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Из свойства 2.1 вытекает, что параметризованные кривые γi,s0(s), i = 1, . . . , 4,
горизонтальны. Используя элементарные линейные замены переменной s, по-
лучаем

z4(s0)− u3 =
s0∫
0

(f(u1 + s0 − s, u2)− f(u1 + s0 − s, u2 + s0)) ds

+
s0∫
0

(g(u1 + s0, u2 + s)− g(u1, u2 + s)) ds =
s0∫
0

(g(u1 + s0, u2 + s)− g(u1, u2 + s)) ds

−
s0∫
0

(f(u1 + s, u2 + s0)− f(u1 + s, u2)) ds = s20M(s0, u). (2.1)

Из (2.1) вытекает, что точки u и exp
(
s20M(s0, u)T

)
(u) можно соединить гори-

зонтальной «ломаной»

pu,s0(s) =


γ1,s0(s), s ∈ [0, s0],
γ2,s0(s− s0), s ∈ [s0, 2s0],
γ3,s0(s− 2s0), s ∈ [2s0, 3s0],
γ4,s0(s− 3s0), s ∈ [3s0, 4s0],

pu,s0(4s0) = exp
(
s20M(s0, u)T

)
(u).

(2.2)
Из (a0), (2.1) и (2.2) следует, что для любой точки η ∈

(
0, s20M(s0, u)

]
найдется

горизонтальная «ломаная» pu,tη (s), η = t2ηM(tη, u), s ∈ [0, 4tη], соединяющая
точки u и exp(ηT )(u). Из (a0) вытекает, что найдется окрестность Ou точки u
такая, что

M(s0, v) ≥ h > 0, h = const,

равномерно относительно точек v ∈ Ou (предполагаем, что область Ou мала
настолько, что Ou ⊂ ϑv(O)). Выберем произвольно u1, u2 ∈ Ou. В силу след-
ствия 1.1 найдутся константы a, b, c такие, что ϑu1(a, b, c) = u2. Не уменьшая
общности, полагаем, что c > 0. Тогда горизонтальная кривая γu1,u2 , соединяю-
щая точки u1, u2, строится следующим образом: сначала движемся (в сторону
возрастания параметра) вдоль кривой γaX,u1(s), s ∈ [0, 1], потом — вдоль кри-
вой γbY,γaX,u1 (1)(s), s ∈ [0, 1], а точки γbY,γaX,u1 (1)(1) и u2 соединяем кривой вида
pu,s0(s) из (2.2). Теорема 0.1 доказана.

Доказательство теоремы 0.2. Для определенности полагаем, что
M(s, v) > 0 для всех s ∈ (0, s0] и всех v = (v1, v2, v3) ∈ Ou. В дальнейшем
рассматриваем только такие v, r, что Box(v, r) ⊂ Ou. Очевидно, что парамет-
ризованные кривые вида γaX,v(s), γbY,v(s), s ∈ [0, τ ], где a, b достаточно малы
по модулю, кратчайшие в метрике ρ. Рассмотрим точку

w = (w1, w2, w3) = ϑv
(
ε1a, ε2b, ε

2
3c
)
∈ Box(v, r), |(a, b, c)|∞ = 1,

в качестве точки u2, а точку v — в качестве точки u1 (см. обозначения из до-
казательства теоремы 0.1). Соединим точки w и v горизонтальной кривой γv,w,
построенной по аналогии с кривой γu1,u2 из теоремы 0.1. Тогда

ρ(v, w) ≤ ε1 + ε2 +
4ε3√
σ
≤ 6d(v, w)

min{1,
√
σ}

⇒ Box(v, r) ⊂ B(v, C1r)

для некоторой константы C1 = C1(σ, L), не зависящей от выбора v.
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Докажем другое включение. Рассмотрим некоторую абсолютно непрерыв-
ную горизонтальную кривую γ(s) = (x, y, z)(s), s ∈ [0, s̃], параметризованную
длиной дуги, γ(0) = v = (v1, v2, v3), γ(s̃) = w = (w1, w2, w3). Тогда (см. (0.4))

w3 = v3 +
s̃∫

0

(ẋf(x, y) + ẏg(x, y))(s) ds. (2.3)

Рассмотрим параметризованную кривую

γ̃(s) = (x̃, ỹ, z̃)(s) =
{
γX,v(s), s ∈ [0, s1],
γY,γX,v(s1)(s− s1), s ∈ [s1, s1 + s2],

(2.4)

определенную на [0, s1 + s2], такую, что

v1 + s1 = x(s̃), v2 + s2 = y(s̃), γ̃(s1 + s2) = (w1, w2, z̃(s1 + s2)).

Тогда

z̃(s1 + s2) = v3 +
s1∫
0

f(v1 + s, v2) ds+
s2∫
0

g(w1, v2 + s) ds. (2.5)

Сравним (2.3) и (2.5). Обозначим

Fy(x)− Fy(a) =
x∫

a

f(t, y) dt, Gx(y)−Gx(a) =

y∫
a

g(x, t) dt.

Используя свойства кривой (2.4), имеем

w3 − z̃(s1 + s2) =
s̃∫

0

(ẋf(x, y) + ẏg(x, y))(s) ds−
s̃∫

0

(ẋf(x, v2) + ẏg(w1, y))(s) ds

+
s̃∫

0

(ẋf(x, v2) + ẏg(w1, y))(s) ds−
s1∫
0

f(v1 + t, v2) dt−
s2∫
0

g(w1, v2 + t) dt

=
s̃∫

0

(ẋf(x, y) + ẏg(x, y))(s) ds−
s̃∫

0

(ẋf(x, v2) + ẏg(w1, y))(s) ds

+ Fv2(x(s̃))− Fv2(v1) +Gw1(y(s̃))−Gw1(v2)− Fv2(v1 + s1) + Fv2(v1)

−Gw1(w2+s2)+Gw1(v2) =
s̃∫

0

(ẋ·(f(x, y)−f(x, v2))+ẏ ·(g(x, y)−g(w1, y)))(s) ds,

тем самым получаем

|w3 − z̃(s1 + s2)| ≤ L

s̃∫
0

(
√
ẋ2 + ẏ2

√
(y − v2)2 + (x− w1)2)(s) ds ≤

√
2Ls̃2.

Несложно заметить, что max{|s1|, |s2|} ≤ s̃. Поэтому w ∈ Box(v,
√

2Ls̃). Следо-
вательно, γ(s) ∈ Box(v,

√
2Ls̃), s ∈ [0, s̃], откуда и вытекает требуемое включе-

ние.
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§ 3. Пример

Приведем пример векторных полей (0.1). Пусть Q ⊂ R — некоторое изме-
римое множество, X = (1, 0, χ1(x)y), Y = (0, 1, xχ2(y)), T = (0, 0, 1), где

χ1(x) =
{

5, x ∈ Q,

10, x ∈ (R \Q),
χ2(y) =

{
1, y ∈ Q,

2, y ∈ (R \Q).

При этом несложно заметить, что для всякой гладкой в R3 функции f выпол-
няются (XY − Y X)f = [X,Y ]f = χ3Tf , где

χ3(x, y, t) = χ1(x)− χ2(y) =


4, x, y ∈ Q,

8, x, y ∈ (R \Q),
3, x ∈ Q, y ∈ (R \Q),
9, y ∈ Q, x ∈ (R \Q),

и (XT − TX)f = [X,T ]f = 0, (Y T − TY )f = [Y, T ]f = 0.

Авторы выражают искреннюю благодарность рецензенту за интерес к ре-
зультатам работы и ценные замечания.
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