
Сибирский математический журнал
Ноябрь—декабрь, 2012. Том 53, № 6

УДК 517.9
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Аннотация. Рассматриваются уравнения, описывающие трехмерные стационар-
ные движения двухкомпонентных смесей вязких сжимаемых теплопроводных жид-
костей. Доказана теорема существования для краевой задачи, соответствующей
течениям в ограниченной области, в классе слабых обобщенных решений.
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Математическая модель бинарной смеси вязких теплопроводных сжимае-
мых жидкостей (газов), рассмотренная в данной работе, основана на подходе,
предложенном в [1], и в некотором роде является обобщением модели Навье —
Стокса. Нелокальные результаты для многомерных уравнений смесей с учетом
сжимаемости и вязкости составляющих на сегодняшний день получены для ста-
ционарных баротропных течений [2]. Более простые модели (в приближении
Стокса и квази-стационарные модели) с позиции существования решений в це-
лом изучены в более ранних работах [3–5]. Что касается изучения движений
смесей вязких сжимаемых жидкостей с учетом температурных эффектов, то в
отличие от сжимаемого теплопроводного газа (см. работы [6–8] и указанную
в них библиографию) на данный момент имеются лишь результаты в случае
одномерного движения [9, 10]. Методология, применяемая в данной работе, ос-
нована на опыте исследований уравнений Навье — Стокса сжимаемых вязких
жидкостей [11–14]. В частности, существенное значение имеет использование
аналогов так называемого эффективного вязкого давления [12, 15], для которых
также удается доказать коммуникативные соотношения для слабых пределов.

1. Постановка задачи и основной результат

Предполагается, что бинарная смесь вязких сжимаемых теплопроводных
жидкостей (газов) заполняет ограниченную область � ⊂ R3 евклидова про-
странства точек x = (x1, x2, x3) с границей ∂� ∈ C2 и состояние смеси характе-
ризуется распределением плотностей ρi(x), давлений pi(x), температур θi(x) и
полями скоростей u(i)(x) ее составляющих (i = 1, 2). Перечисленные величины
удовлетворяют следующим уравнениям [1, 6, 16, 17]:

div(ρiu(i)) = 0 в �, i = 1, 2, (1.1a)
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div(ρiu(i) ⊗ u(i)) +∇pi = div σ(i) + J (i) + ρif
(i) в �, i = 1, 2, (1.1b)

div(ρiθiu(i)) = div(k(θi)∇θi)− ρiθi div u(i) + �i в �, i = 1, 2. (1.1c)

Первые два уравнения (1.1a) выражают законы сохранения массы компонент
смеси, уравнения (1.1b) — законы сохранения импульсов, а (1.1c) — законы
сохранения энергий составляющих смеси в предположении, что работа внут-
ренних сил пренебрежимо мала по сравнению с эффектом теплопроводности.
Тензоры вязких напряжений σ(i), i = 1, 2, определяются равенствами [1]

σ(i)(u(1),u(2)) =
2∑

j=1

(2µijD(u(j)) + λij div u(j)I), i = 1, 2, (1.1d)

D(u) =
1
2
((∇⊗ u) + (∇⊗ u)T ),

в которых коэффициенты вязкости µij , λij , i, j = 1, 2, удовлетворяют условиям

µ11 > 0, 4µ11µ22 − (µ12 + µ21)2 > 0,

ν11 > 0, ν12 = 0, 4ν11ν22 − (ν12 + ν21)2 > 0, (1.1e)

νij = λij + 2µij , i, j = 1, 2.

Предполагается, что давление pi i-й составляющей смеси, векторы J (i), i = 1, 2,
отражающие интенсивность обмена импульсом между составляющими смеси,
и �i, отвечающие за интенсивность обмена энергией, выражаются посредством
формул [16, 7, 8]

pi = ργi + ρiθi, γ > 1, i = 1, 2,

J (i) = (−1)i+1a(u(2) − u(1)), a > 0, i = 1, 2, (1.1f)

�i = (−1)i+1b(θ2 − θ1) +
a

2
|u(1) − u(2)|2, b > 0, i = 1, 2.

Массовые силы f (i), i = 1, 2, считаются заданными векторными полями, а ве-
личины λij , µij , γ, a, b — заданными константами. Уравнения (1.1a), (1.1b),
(1.1c) дополним краевыми условиями:

u(i) = 0 на ∂�, i = 1, 2, (1.1g)

k(θi)∇θi · n + L(θi)(θi − θ̂) = 0 на ∂�, i = 1, 2, (1.1h)

которые означают, что граница области течения является неподвижной твердой
стенкой, на которой поддерживается заданный режим теплообмена с окружаю-
щей средой [8]. Следуя [8], предполагаем, что

k(θ) = 1 + θm, m = const > 1, L(θ) = 1 + θm−1, (1.1i)

а θ̂ — заданная положительная функция; n — единичный вектор внешней нор-
мали к ∂�. К уравнениям и граничным условиям необходимо добавить условия
для плотностей, в качестве которых примем∫

�

ρi dx = Mi, (1.1j)
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где Mi — заданные постоянные. Отметим, что из (1.1e) следует неравенство
(для любых векторных полей u(i) исчезающих на ∂�)

2∑
i,j=1

∫
�

Lij(u(j)) · u(i) dx ≥ C0

2∑
i=1

∫
�

|∇u(i)|2 dx, (1.2)

div σ(i) = −
2∑

j=1

Lij(u(j)), Lij = −µij�− (λij + µij)∇ div,

где C0 > 0 — постоянная (зависящая от λij и µij).
В работе используются общепринятые (см., например, [18, 19]) обозначе-

ния функциональных пространств: Lp(�) (W l
p(�)) — пространство функций,

интегрируемых со степенью p ≥ 1 (вместе с обобщенными производными до по-
рядка l ≥ 0 включительно). Cl(�) (Cl

0(�)) — банахово пространство функций,
обладающих непрерывными частными производными до порядка l ≥ 0 вклю-
чительно в � (с компактными носителями, лежащими в �). Мы не различаем
обозначения пространств вектор-функций и скалярных функций.

Определение 1. Обобщенным решением краевой задачи (1.1) называются
неотрицательные функции ρi ∈ L1(�), i = 1, 2, положительные функции θi ∈

W 1
3
2
(�), i = 1, 2, и векторные поля u(i) ∈

◦
W 1

2 (�), i = 1, 2, удовлетворяющие
следующим условиям:

(А1)
∫
�

ρi dx = Mi, ρiθi ∈ L2(�), ρiu(i) ∈ L1(�), θmi ∇θi ∈ L1(�), ργi ∈

L1,loc(�), ρi|u(i)|2 ∈ L1,loc(�), i = 1, 2;
(A2) для любых дифференцируемых функций Gi с ограниченными произ-

водными G′i ∈ C(R), i = 1, 2, и произвольных функций ψi ∈ C1(�), i = 1, 2,
выполняются интегральные тождества∫

�

(Gi(ρi)u(i) · ∇ψi + (Gi(ρi)−G′i(ρi)ρi)ψi div u(i)) dx = 0, i = 1, 2;

(A3) для любых векторных полей ϕ(i) ∈ C∞0 (�), i = 1, 2, выполняются
интегральные тождества

2∑
j=1

(
µij

∫
�

(∇⊗ u(j)) : (∇⊗ϕ(i)) dx + (λij + µij)
∫
�

div u(j) div ϕ(i) dx

)

−
∫
�

(ρiu(i) ⊗ u(i)) : (∇⊗ϕ(i)) dx =
∫
�

ργi div ϕ(i) dx

+
∫
�

ρiθi div ϕ(i) dx +
∫
�

(J (i) + ρif
(i)) ·ϕ(i) dx, i = 1, 2;

(A4) для любых ηi ∈ C∞(�), i = 1, 2, верны интегральные тождества

−
∫
�

ρiθiu
(i) · ∇ηi dx +

∫
∂�

L(θi)(θi − θ̂)ηi dσ +
∫
�

k(θi)∇θi · ∇ηi dx

= −
∫
�

ρiθi div u(i)ηi dx +
∫
�

�iηi dx, i = 1, 2.

Основной результат работы формулируется в виде следующей теоремы.
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Теорема 1.1. Для любых f (i) ∈ C(�), i = 1, 2, θ̂ ∈ C1(∂�), θ̂ > 0, γ > 3,
m > m0(γ), m0(γ) = 6(γ−1)(2γ−1)/((γ−3)(6γ−1)) краевая задача (1.1) имеет
по крайней мере одно обобщенное решение.

Доказательству этого утверждения посвящена оставшаяся часть статьи,
ограниченный объем которой позволяет лишь кратко охарактеризовать основ-
ные этапы доказательства. Обобщенное решение задачи (1.1) будет получено
как предел однопараметрического (c параметром ε ∈ (0, 1]) семейства решений
следующей регуляризованной задачи:

−ε�ρi + div(ρiu(i)) + ερi = ε
Mi

|�|
в �, i = 1, 2, (1.3a)

1
2

div(ρiu(i) ⊗ u(i)) +∇pi +
ε

2
ρiu

(i) +
ε

2
Mi

|�|
u(i) +

1
2
ρi(u(i) · ∇)u(i)

= div σ(i) + J (i)(u(1),u(2)) + ρif
(i) в �, i = 1, 2, (1.3b)

div(ρiθiu(i)) = div
(
k(θi)

ε+ θi
θi

∇θi
)
− ρiθi div u(i) + �i в �, i = 1, 2, (1.3c)

u(i) = 0 на ∂�, i = 1, 2, (1.3d)
∇ρi · n = 0 на ∂�, i = 1, 2, (1.3e)

k(θi)
ε+ θi
θi

∇θi · n + ε ln θi + L(θi)(θi − θ̂) = 0 на ∂�, i = 1, 2, (1.3f)∫
�

ρi dx = Mi, i = 1, 2. (1.3g)

2. Существование сильного
обобщенного решения задачи (1.3)

Определение 2. Сильным обобщенным решением задачи (1.3) называют-
ся неотрицательные функции ρεi , i = 1, 2, положительные функции θεi , i = 1, 2, и
векторные поля u

(i)
ε , i = 1, 2, принадлежащие пространству W 2

q (�), q ∈ [1,+∞),
такие, что уравнения (1.3a), (1.3b), (1.3c) выполнены п. в. в �, краевые условия
(1.3d), (1.3e), (1.3f) — п. в. на ∂�, и выполнено (1.3g).

Теорема 2.1. Пусть вектор-функции f (i), i = 1, 2, скалярная функция
θ̂, показатели γ и m удовлетворяют условиям теоремы 1.1. Тогда для любого
ε ∈ (0, 1] краевая задача (1.3) имеет по крайней мере одно сильное обобщенное
решение ρεi , θεi , u

(i)
ε , i = 1, 2, причем всякое решение этого класса удовлетворяет

неравенству
2∑

i=1

(∥∥ρεi∥∥L2γ(�) +
∥∥u(i)

ε

∥∥ ◦
W 1

2 (�)
+
∥∥ε∇ρεi∥∥L 6γ

γ+3
(�) +

∥∥θεi ∥∥L3m(�)

+
∥∥∇θεi ∥∥L2(�) +

∥∥∇sεi∥∥L2(�) + 2
∫
∂�

ch
(
sεi
)
dσ

)
≤ C, (2.1)

где sεi = ln θεi , i = 1, 2, положительная величина C зависит только от ‖f (i)‖C(�),
‖θ̂‖C(∂�), min θ̂, λij , µij , γ, m, �, a, b, Mi (и не зависит от ε).

Условимся, что далее через C будут обозначаться различные постоянные,
которые могут зависеть только от перечисленных выше данных задачи (но не
зависят от параметра ε).
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Доказательство теоремы 2.1. Докажем сначала второе утверждение
теоремы (касающееся оценки (2.1)): предположим, что функции ρi ≥ 0, θi > 0,
u(i), i = 1, 2, класса W 2

q (�), q ∈ [1,+∞), образуют решение задачи (1.3), и
докажем, что имеет место оценка (2.1). Умножая обе части уравнений (1.3b)
скалярно на u(i), i = 1, 2, и интегрируя по частям, получим тождество

2∑
i=1

∫
�

σ(i) : (∇⊗ u(i)) dx +
ε

2

2∑
i=1

∫
�

ρi|u(i)|2 dx +
ε

2|�|

2∑
i=1

Mi

∫
�

|u(i)|2 dx

+ ε
γ

γ − 1

2∑
i=1

∫
�

ργi dx + εγ
2∑

i=1

∫
�

ργ−2
i |∇ρi|2 dx =

2∑
i=1

∫
�

ρiθi div u(i) dx

+
ε

|�|
γ

γ − 1

2∑
i=1

Mi

∫
�

ργ−1
i dx +

2∑
i=1

∫
�

(J (i) + ρif
(i)) · u(i) dx. (2.2)

Из этого тождества в силу (1.2) следует неравенство
2∑

i=1

‖u(i)‖2◦
W 1

2 (�)
≤ C

2∑
i=1

‖ρi‖2L2(�) + C
2∑

i=1

‖ρiθi‖2L2(�) + C. (2.3)

Интегрируя уравнения (1.3c) по �, получим тождество
2∑

i=1

∫
∂�

L(θi)(θi−θ̂) dσ+ε
2∑

i=1

∫
∂�

si dσ = −
2∑

i=1

∫
�

ρiθi div u(i) dx+
2∑

i=1

∫
�

�i dx, (2.4)

si = ln θi, i = 1, 2. Складывая равенства (2.2) и (2.4), после элементарных
преобразований приходим к соотношению

2∑
i=1

∫
∂�

L(θi)(θi − θ̂) dσ + ε
2∑

i=1

∫
∂�

si dσ = −
2∑

i=1

∫
�

σ(i) : (∇⊗ u(i)) dx

− ε

2

2∑
i=1

∫
�

ρi|u(i)|2 dx− ε

2|�|

2∑
i=1

Mi

∫
�

|u(i)|2 dx− ε
γ

γ − 1

2∑
i=1

∫
�

ργi dx

− εγ
2∑

i=1

∫
�

ργ−2
i |∇ρi|2 dx +

ε

|�|
γ

γ − 1

2∑
i=1

Mi

∫
�

ργ−1
i dx +

2∑
i=1

∫
�

ρif
(i) · u(i) dx.

(2.5)

С другой стороны, разделив обе части уравнений (1.3c) на θi и интегрируя
результат по области �, получим следующее равенство:

2∑
i=1

∫
�

k(θi)
ε+ θi
θi

|∇si|2 dx +
2∑

i=1

∫
∂�

L(θi)
θ̂

θi
dσ − ε

2∑
i=1

∫
∂�

sie
−si dσ

+
2∑

i=1

∫
�

�i
θi
dx−

2∑
i=1

∫
�

(ρiu(i) · ∇si − u(i) · ∇ρi) dx =
2∑

i=1

∫
∂�

L(θi) dσ. (2.6)

Правую часть равенства (2.6) представим в виде
2∑

i=1

∫
∂�

L(θi) dσ =
2∑

i=1

∫
∂�

L(θi)(θi − θ̂) dσ +
2∑

i=1

∫
∂�

L(θi)(1 + θ̂) dσ −
2∑

i=1

∫
∂�

L(θi)θi dσ
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и воспользуемся соотношением (2.5). Тогда получаем тождество

2∑
i=1

∫
�

σ(i) : (∇⊗ u(i)) dx +
2∑

i=1

∫
�

k(θi)
ε+ θi
θi

|∇si|2 dx +
2∑

i=1

∫
∂�

L(θi)
θ̂

θi
dσ

+
2∑

i=1

∫
∂�

L(θi)θi dσ +
2∑

i=1

∫
�

�i
θi
dx +

ε

2

2∑
i=1

∫
�

ρi|u(i)|2 dx

+
ε

2|�|

2∑
i=1

Mi

∫
�

|u(i)|2 dx + ε
γ

γ − 1

2∑
i=1

∫
�

ργi dx + εγ
2∑

i=1

∫
�

ργ−2
i |∇ρi|2 dx

+ ε
2∑

i=1

∫
∂�

(s−i e
s−i + s+i ) dσ =

2∑
i=1

∫
�

(ρiu(i) · ∇si − u(i) · ∇ρi) dx

+
2∑

i=1

∫
∂�

L(θi)(1 + θ̂) dσ +
ε

|�|
γ

γ − 1

2∑
i=1

Mi

∫
�

ργ−1
i dx

+
2∑

i=1

∫
�

ρif
(i) · u(i) dx + ε

2∑
i=1

∫
∂�

(s+i e
−s+i + s−i ) dσ, (2.7)

где s+ = max (0, s), s− = max (0,−s). Используя (1.3a), нетрудно получить

2∑
i=1

∫
�

(ρiu(i) · ∇si − u(i) · ∇ρi) dx ≤
εγ

2

2∑
i=1

∫
�

ργ−2
i |∇ρi|2 dx

+
1
2

2∑
i=1

‖∇si‖2L2(�) +
2∑

i=1

‖ρiθi‖2L2(�) +
ε

4

2∑
i=1

∫
∂�

s−i e
s−i dσ

− ε

|�|

2∑
i=1

Mi

∫
�

s+i dx + C

(
2∑

i=1

‖u(i)‖2◦
W 1

2 (�)
+

2∑
i=1

‖ρi‖2L2(�) + 1

)
. (2.8)

С учетом неравенств

s−i <
1
8
s−i e

s−i + 1, s+i e
−s+i <

1
8
s−i e

s−i − s−i + 1

оценим последнее слагаемое в правой части (2.7) следующим образом:

ε
2∑

i=1

∫
∂�

(s+i e
−s+i + s−i ) dσ ≤ ε

4

2∑
i=1

∫
∂�

s−i e
s−i dσ − ε

2∑
i=1

∫
∂�

s−i dσ + C. (2.9)

Учитывая неравенства (2.8), (2.9), а также оценки

2∑
i=1

∫
∂�

L(θi)(1 + θ̂) dσ ≤ 1
2

2∑
i=1

∫
∂�

θmi dσ + C,

ε

|�|
γ

γ − 1

2∑
i=1

Mi

∫
�

ργ−1
i dx ≤ ε

2
γ

γ − 1

2∑
i=1

∫
�

ργi dx + C,
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2∑
i=1

∫
�

ρif
(i) · u(i) dx ≤ C

2∑
i=1

(
‖ρi‖2L2(�) + ‖u(i)‖2◦

W 1
2 (�)

)
,

из формулы (2.7) получим неравенство
2∑

i=1

∫
�

1 + θmi
θ2i

|∇θi|2 dx +
2∑

i=1

∫
∂�

(
L(θi)

θ̂

θi
+ L(θi)θi + ε|si|

)
dσ

≤ C

(
2∑

i=1

‖u(i)‖2◦
W 1

2 (�)
+

2∑
i=1

‖ρi‖2L2(�) +
2∑

i=1

‖ρiθi‖2L2(�) + 1

)
. (2.10)

Из (2.10), в частности, приходим к тому, что норма в W 1
2 (�) функции θ

m
2
i огра-

ничена правой частью неравенства. В силу ограниченности вложения W 1
2 (�) в

L6(�) имеем
2∑

i=1

‖θi‖mL3m(�) ≤ C

(
2∑

i=1

‖u(i)‖2◦
W 1

2 (�)
+

2∑
i=1

‖ρi‖2L2(�) +
2∑

i=1

‖ρiθi‖2L2(�) + 1

)
.

Из этого неравенства и неравенства (2.3) следует оценка
2∑

i=1

(
‖θi‖mL3m(�) + ‖u(i)‖2◦

W 1
2 (�)

)
≤ C

(
2∑

i=1

‖ρi‖2L2(�) +
2∑

i=1

‖ρiθi‖2L2(�) + 1

)
. (2.11)

Из условий (1.3g), интерполяционного неравенства в Lp-пространствах и нера-
венства Гёльдера вытекают соотношения

2∑
i=1

‖ρi‖2L2(�) ≤ C
2∑

i=1

‖ρi‖
2γ

2γ−1
L2γ(�), (2.12)

C
2∑

i=1

‖ρiθi‖2L2(�) ≤
1
2

2∑
i=1

‖θi‖mL3m(�) + C
2∑

i=1

‖ρi‖
10γ

3(2γ−1)
m

m−2

L2γ(�) . (2.13)

Из (2.11)–(2.13), очевидно, имеем
2∑

i=1

(
‖θi‖mL3m(�) + ‖u(i)‖2◦

W 1
2 (�)

)
≤ C

(
2∑

i=1

‖ρi‖
2γ

2γ−1
L2γ(�) +

2∑
i=1

‖ρi‖
10γ

3(2γ−1)
m

m−2

L2γ(�) + 1

)
.

(2.14)
Для вывода других оценок решений задачи (1.3) воспользуемся оператором

Боговского, обладающего свойствами [20]:
a) v = B[g] — решение задачи

div v = g в �, v = 0 на ∂�;

b) имеет место оценка

‖B[g]‖ ◦
W 1

2 (�)
≤ C‖g‖L2(�). (2.15)

Возьмем в качестве пробных функций в слабой формулировке уравнений
(1.3b) функции ϕ(i) = B[gi], где

gi = ργi −
1
|�|

∫
�

ργi dx, i = 1, 2.
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Используя свойство (2.15), получим при m > 1, γ > 3 неравенство
2∑

i=1

‖ρi‖γL2γ(�) ≤ C
2∑

i=1

‖ρi‖
γ 2γ−3

2γ−1
L2γ(�) + C

(
2∑

j=1

‖u(j)‖2◦
W 1

2 (�)

)
2∑

i=1

‖ρi‖
5γ

3(2γ−1)

L2γ(�)

+ C
2∑

j=1

‖u(j)‖2◦
W 1

2 (�)
+ C

(
2∑

j=1

‖θj‖mL3m(�)

)
2∑

i=1

‖ρi‖L2γ(�) + C
2∑

i=1

‖ρi‖L2γ(�) + C.
(2.16)

Из (2.14), (2.16) вытекает соотношение

[R(ρ)]γ ≤ C + C
9∑

i=1

[R(ρ)]χi , (2.17)

где ρ = (ρ1, ρ2), R(ρ) =
2∑

i=1
‖ρi‖L2γ(�), χ1 = γ 2γ−3

2γ−1 , χ2 = 4γ−1
2γ−1 , χ3 = 10γ

3(2γ−1) ·
m

m−2 + 1, χ4 = 2γ
2γ−1 , χ5 = 10γ

3(2γ−1) ·
m

m−2 , χ6 = 11γ
3(2γ−1) , χ7 = 10γ

3(2γ−1) ·
m

m−2 +
5γ

3(2γ−1) , χ8 = 5γ
3(2γ−1) , χ9 = 1. Так как при выполнении условий теоремы 2.1

верно неравенство γ > max
1≤i≤9

{χi}, из (2.17) получаем первую оценку решений

семейства краевых задач (1.3):
2∑

i=1

‖ρi‖L2γ(�) ≤ C. (2.18)

Из (2.14) и (2.18) вытекает оценка
2∑

i=1

(‖u(i)‖ ◦
W 1

2 (�)
+ ‖θi‖L3m(�)) ≤ C. (2.19)

В силу неравенств 1+θmi
θ2i

≥ 1, i = 1, 2, m > 2, из соотношений (2.18), (2.19), (2.13)
и (2.10) следует, что

2∑
i=1

‖∇θi‖L2(�) ≤ C. (2.20)

Из оценок (2.18), (2.19), ограниченности вложения W 1
2 (�) в L6(�) и неравенства

Гёльдера выводим, что
2∑

i=1

‖ρiu(i)‖L 6γ
γ+3

(�) ≤ C,

поэтому из неравенства (см. [21, с. 87])
2∑

i=1

‖ε∇ρi‖L 6γ
γ+3

(�) ≤ C

(
1 +

2∑
i=1

‖ρiu(i)‖L 6γ
γ+3

(�)

)
получаем оценку

2∑
i=1

‖ε∇ρi‖L 6γ
γ+3

(�) ≤ C. (2.21)

Из неравенств (2.19), (2.18), (2.13) приходим к оценке выражения, стоящего в
левой части неравенства (2.10), в частности, получаем, что

2∑
i=1

∫
∂�

(
θi + θ−1

i

)
dσ = 2

2∑
i=1

∫
∂�

ch(si) dσ ≤ C, (2.22)
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2∑
i=1

‖∇si‖2L2(�) =
2∑

i=1

∫
�

θ−2
i |∇θi|2 dx ≤ C. (2.23)

Оценки (2.18), (2.19), (2.20)–(2.23) доказывают неравенство (2.1).
Для доказательства первого утверждения теоремы, т. е. существования

сильного обобщенного решения краевой задачи (1.3), произведем замену иско-
мых функций по формуле si = ln θi, i = 1, 2, в результате чего уравнения (1.3c)
и граничные условия (1.3f) примут соответственно вид

div((1+emsi)(ε+esi)∇si) = div(ρiesiu(i))+ρiesi div u(i)−�i в �, i = 1, 2, (2.24)

�i = (−1)i+1b(es2 − es1) +
1
2
a|u(1) − u(2)|2, i = 1, 2,

(1 + emsi)(ε+ esi)∇si · n + εsi + L(esi)(esi − θ̂) = 0 на ∂�, i = 1, 2. (2.25)

Докажем существование сильного обобщенного решения видоизмененной крае-
вой задачи (1.3a), (1.3b), (2.24), (1.3d), (1.3c), (2.25), (1.3g) (для удобства ссылок
назовем ее задачей Aε) в функциональных классах si, ρi ∈W 2

q (�), ρi ≥ 0 п. в. в
�, u(i) ∈W 2

q (�), 3
2 < q <∞, i = 1, 2, и тем самым уравнения (1.3a), (1.3b), (2.24)

будут выполнены п. в. в � и краевые условия (1.3d), (1.3c), (2.25) — п. в. на ∂�.
Из этого результата будет следовать первое утверждение теоремы 2.1, в част-
ности положительность температур θi, i = 1, 2. Доказательство существования
сильного решения задачи Aε проведем при помощи принципа неподвижной точ-
ки Лере — Шаудера (см. [22, с. 258]). Соответствующий оператор строится в
виде суперпозиции операторов, порожденных некоторыми эллиптическими кра-
евыми задачами (ниже они формулируются) и структурой (1.3a), (1.3b), (2.24),
(2.25).

Пусть показатель p > 3 и вектор-функция u∗ принадлежит Bp, где

Bp =
{
v ∈W 2

p (�) : v = 0 на ∂�
}
.

Как известно [7, 8], краевая задача

−ε�ρ+ div(ρu∗) + ερ = ε
M

|�|
в �,

∇ρ · n = 0 на ∂�,
∫
�

ρ dx = M

имеет единственное неотрицательное решение ρ ∈ W 2
q (�), где q ≥ 1 произволь-

но. Тем самым определен оператор S из Bp в W 2
q (�) такой, что ρ = S(u∗).

Этот оператор непрерывен и компактен (см. [7, 8]), допускает продолжение на
пространство W 1

p (�), если p > 3
2 , и пространство Lp(�), если p > 3, причем

справедливы оценки

‖ρ‖W 2
p (�) = ‖S(u∗)‖W 2

p (�) ≤ C1(ε, ‖u∗‖W 1
p (�)), p >

3
2
,

‖ρ‖W 1
p (�) = ‖S(u∗)‖W 1

p (�) ≤ C2(ε, ‖u∗‖Lp(�)), p > 3.
(2.26)

Далее, из классических результатов для эллиптических уравнений [23–25] сле-
дует, что краевая задача

2∑
j=1

Liju
(j) = H(i) в �, u(i) = 0 на ∂�, i = 1, 2, (2.27)
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при условии: H(i) ∈ Lp(�), i = 1, 2, имеет единственное решение u(i) ∈ W 2
p (�),

i = 1, 2, при этом оператор � : Lp(�) → W 2
p (�) такой, что u = �(H), H =

(H(1),H(2)), u = (u(1),u(2)), задачи (2.27) ограничен:

‖�(H)‖W 2
p (�) ≤ C3(p, λij , µij , �) ‖H‖Lp(�) . (2.28)

Рассмотрим краевую задачу

div(k∇s) = g в �, k∇s · n + εs = ϕ на ∂�. (2.29)

Если g ∈ Lp(�), ϕ ∈ W
1− 1

p
p (∂�), k ∈ C1(�), k > 0, то согласно классическим

результатам для эллиптических уравнений [22, 26–28] задача (2.29) имеет един-
ственное решение s ∈W 2

p (�), при этом выполнено неравенство

‖s‖W 2
p (�) ≤ C4(‖g‖Lp(�) + ‖ϕ‖

W
1− 1

p
p (∂�)

). (2.30)

Условимся оператор решения задачи (2.29) при указанных условиях обозначать
через Q, т. е. s = Q(g, k, ϕ).

Наконец, в соответствии со структурой уравнений (1.3b), правых частей и
коэффициентов уравнений (2.24) и структурой граничных условий (2.25) сле-
дует ввести операторы

F (i)(ρ,u,v, s) = −ε
2
ρu− ε

2

(
1
|�|

∫
�

ρ dx

)
u− 1

2
ρ(u · ∇)u− 1

2
div(ρu⊗ u)

−∇(ργ)−∇(ρes) + (−1)i+1a(v − u) + ρf (i), i = 1, 2; (2.31)

Gi(ρ,u,v, s, r) = −div(ρesu)− ρes div u + �i(u,v, s, r),

�i(u,v, s, r) = (−1)i+1b(er − es) +
1
2
a|u− v|2, i = 1, 2;

(2.32)

k(s) = (1 + ems)(ε+ es), ϕ(s) = −L(es)(es − θ̂). (2.33)

Если определить оператор

� : Bp ×W 2
p (�) → Bp ×W 2

p (�)

по формулам

�(u, s) = (�(F (u, s)), Q(G̃1(u, s)), Q(G̃2(u, s))),

F (u, s) = (F (1)(S(u(1)),u(1),u(2), s1), F (2)(S(u(2)),u(2),u(1), s2)),

G̃1(u, s) = Q(G1(S(u(1)),u(1),u(2), s1, s2), k(s1), ϕ(s1)),

G̃2(u, s) = Q(G2(S(u(2)),u(2),u(1), s2, s1), k(s2), ϕ(s2)),

то, очевидно, его неподвижная точка (u, s), u = (u(1),u(2)), s = (s1, s2) с со-
ответствующими функциями ρi = S(u(i)), i = 1, 2, является решением краевой
задачи Aε. Существование неподвижной точки оператора гарантирует теорема
Лере — Шаудера, поскольку оператор � вполне непрерывен (следует из пере-
численных свойств операторов S, �, Q и непрерывности в соответствующих
нормах операторов (2.31)–(2.33)) и множество всех решений уравнения

t�(u, s) = (u, s), t ∈ [0, 1],

ограничено в пространстве Bp ×W 2
p (�).

Теорема 2.1 доказана.
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3. Предельный переход

В этом разделе излагается процедура предельного перехода в регуляризо-
ванной задаче (1.3) при ε→ 0. В силу оценки (2.1) из семейства решений ρεi , θεi ,
u

(i)
ε , i = 1, 2, можно извлечь последовательность (за которой сохраним прежние

обозначения) такую, что при ε→ 0

ρεi → ρi слабо в L2γ(�), i = 1, 2, (3.1)

θεi → θi слабо в W 1
2 (�) ∩ L3m(�), i = 1, 2, (3.2)

sεi → si слабо в W 1
2 (�), i = 1, 2, (3.3)

u(i)
ε → u(i) слабо в

◦
W 1

2 (�), i = 1, 2, (3.4)

и в силу компактности вложения W 1
2 (�) в Lq(�), 1 ≤ q < 6,

θεi → θi сильно в Lq(�), q ∈ [1, 3m), i = 1, 2, (3.5)

sεi → si сильно в Lq(�), q ∈ [1, 6), i = 1, 2, (3.6)

u(i)
ε → u(i) сильно в Lq(�), q ∈ [1, 6), i = 1, 2. (3.7)

Кроме того, из (2.18), (2.19), (2.13) следует, что правая часть тождества (2.2)
ограничена равномерно по ε, поэтому имеет место оценка

ε
2∑

i=1

∫
�

(
ρεi
)γ−2∣∣∇ρεi ∣∣2 dx ≤ C. (3.8)

Из (3.8) и уравнений (1.3a) вытекает∥∥ε∇ρεi∥∥L2(�) → 0 при ε→ 0. (3.9)

Действительно, умножая (1.3a) на ρεi и интегрируя по частям, получим

ε
∥∥∇ρεi∥∥2

L2(�) + ε
∥∥ρεi∥∥2

L2(�) = −1
2

∫
�

(
ρεi
)2 div u(i)

ε dx + εM2
i |�|−1.

В силу (3.1) и (3.4) интеграл в правой части данного равенства равномерно
ограничен, и мы приходим к соотношению (3.9). Учитывая оценку (2.21) и
используя интерполяционное неравенство∥∥ε∇ρεi∥∥Lq(�) ≤ C0

∥∥ε∇ρεi∥∥θL2(�)

∥∥ε∇ρεi∥∥1−θ
L 6γ
γ+3

(�),

1
q

=
θ

2
+

1− θ

p
, p =

6γ
γ + 3

> 2, 0 < θ < 1,

получаем, что

ε∇ρεi → 0 сильно в Lq(�) для 1 ≤ q <
6γ
γ + 3

. (3.10)

Заметим далее, что из (2.18), (2.19), (2.13) и (2.10) следуют неравенства∥∥(θεi )m2 ∥∥W 1
2 (�) ≤ C, i = 1, 2, (3.11)
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поэтому в силу ограниченности вложения W 1
2 (�) в L4(∂�) справедлива оценка∥∥θεi |∂�∥∥L2m(∂�) ≤ C, i = 1, 2. (3.12)

Из (3.2) следует, что
θεi |∂� → θi|∂� в Lq(∂�), q ∈ [1, 4)

поэтому из (3.12) и интерполяционного неравенства вытекает соотношение
θεi |∂� → θi|∂� сильно в Lq(∂�), q ∈ [1, 2m), i = 1, 2. (3.13)

Совершая предельный переход в слабом смысле по выбранным последователь-
ностям в уравнениях (1.3), получим, что предельные функции ρi ∈ L2γ(�),

ρi ≥ 0, θi ∈ W 1
2 (�) ∩ L3m(�) ∩ L2m(∂�), θi > 0, u(i) ∈

◦
W 1

2 (�), i = 1, 2, при
γ > 3, m > m0(γ) (m0(γ) определено в теореме 1.1) удовлетворяют следующим
интегральным соотношениям:∫

�

ρiu
(i) · ∇ψi dx = 0 ∀ψi ∈ C∞(�), i = 1, 2, (3.14)

2∑
j=1

(
µij

∫
�

(∇⊗ u(j)) : (∇⊗ϕ(i)) dx + (λij + µij)
∫
�

div u(j) div ϕ(i) dx

)

−
∫
�

(ρiu(i) ⊗ u(i)) : (∇⊗ϕ(i)) dx =
∫
�

ργi div ϕ(i) dx

+
∫
�

ρiθi div ϕ(i) dx +
∫
�

(J (i) + ρif
(i)) ·ϕ(i) dx ∀ϕ(i) ∈ C∞0 (�), i = 1, 2,

(3.15)

−
∫
�

ρiθiu
(i) · ∇ηi dx +

∫
∂�

L(θi)(θi − θ̂)ηi dσ +
∫
�

k(θi)∇θi · ∇ηi dx

= −
∫
�

θiρi div u(i)ηi dx +
∫
�

�iηi dx ∀ ηi ∈ C∞(�), i = 1, 2, (3.16)

∫
�

ρi dx = Mi, i = 1, 2, (3.17)

где ργi и ρi div u(i) обозначают слабые пределы последовательностей
(
ρεi
)γ и

ρεi div u
(i)
ε , i = 1, 2, в пространствах L2(�) и L 2γ

γ+1
(�) соответственно.

Для завершения доказательства теоремы 1.1 требуется, таким образом, до-
казать формулы

ργi = ργi , i = 1, 2, (3.18)

ρi div u(i) = ρi div u(i), i = 1, 2, (3.19)
и тот факт, что слабые решения ρi, i = 1, 2, уравнений неразрывности (1.1a)
являются ренормализованными решениями этих уравнений (в смысле условия
(А2) определения 1).

Обобщая подход, предложенный в [21], доказательство соотношений (3.18),
(3.19) основываем на коммуникативном свойстве так называемых эффектив-
ных вязких потоков компонент смеси, которые в данном случае определяются
формулами

ργi + ρiθi − (λi1 + 2µi1) div u(1) − (λi2 + 2µi2) div u(2), i = 1, 2.
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Лемма 3.1. Пусть ρεi , θεi , u
(i)
ε , i = 1, 2, — последовательность решений

задачи (1.3), существование которых гарантируется теоремой 2.1, и пусть ρi, θi,
u(i), i = 1, 2, — ее предел, определенный в (3.1), (3.2), (3.4). Тогда для любой
τ ∈ C∞0 (�) имеют место соотношения

lim
ε→0

∫
�

ρεj
[(
ρεi
)γ + ρεi θ

ε
i − (λi1 + 2µi1) div u(1)

ε − (λi2 + 2µi2) div u(2)
ε

]
τ2 dx

=
∫
�

ρj
[
ργi + ρiθi − (λi1 + 2µi1) div u(1) − (λi2 + 2µi2) div u(2)]τ2 dx, i, j = 1, 2.

(3.20)

Доказательство леммы 3.1 проводится аналогично доказательству по-
добного утверждения в [2] (см. лемму 1) и отличается лишь очевидными техни-
ческими деталями, связанными с предельным переходом в интегралах, содер-
жащих температуры θi, i = 1, 2.

Докажем теперь формулы (3.18). В [2, с. 62, 63] доказано, что функции ρi,
i = 1, 2, являются ренормализованными решениями уравнений неразрывности
(1.1a) и справедливы соотношения∫

�

ρi div u(i) dx = 0, i = 1, 2,
∫
�

ρεi div u(i)
ε dx ≤ εC, i = 1, 2. (3.21)

Далее, формула (3.20) при i = j = 1 и условие λ12 + 2µ12 = 0 позволяют
утверждать, что

lim
ε→0

∫
�

[(
ρε1
)γ + ρε1θ

ε
1 − (λ11 + 2µ11) div u(1)

ε

]
ρε1τ

2 dx

=
∫
�

[
ργ1 + ρ1θ1 − (λ11 + 2µ11) div u(1)]ρ1τ

2 dx. (3.22)

Возьмем неубывающую последовательность функций τn такую, что τn ∈ C∞0 (�),
0 ≤ τn ≤ 1, τn → 1 поточечно при n→∞. В силу (3.22), (3.21) для любых m ≤ n
получаем

lim sup
ε→0+

∫
�

[(
ρε1
)γ + ρε1θ

ε
1
]
ρε1τ

2
m dx ≤ lim sup

ε→0

∫
�

[(
ρε1
)γ + ρε1θ

ε
1
]
ρε1τ

2
n dx

≤ lim
ε→0+

∫
�

[
(ρε1)

γ + ρε1θ
ε
1 − (λ11 + 2µ11) div u(1)

ε

]
ρε1τ

2
n dx

+ (λ11 + 2µ11) lim sup
ε→0+

∫
�

τ2
n div u(1)

ε ρε1 dx

≤
∫
�

τ2
n

[
ργ1 + ρ1θ1 − (λ11 + 2µ11) div u(1)]ρ1 dx

+(λ11 +2µ11) lim sup
ε→0+

∫
�

∣∣τ2
n−1

∣∣∣∣div u(1)
ε

∣∣ρε1 dx+(λ11 +2µ11) lim sup
ε→0+

∫
�

div u(1)
ε ρε1 dx

≤
∫
�

[
ργ1 + ρ1θ1

]
ρ1 dx + (λ11 + 2µ11)

∫
�

∣∣τ2
n − 1

∣∣|div u(1)|ρ1 dx + η1(n)
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≤
∫
�

[
ργ1 + ρ1θ1

]
ρ1 dx + η1(n) + η2(n), (3.23)

где η1(n), η2(n) → 0 при n → ∞. Таким образом, из (3.23) (в результате пре-
дельного перехода при n→∞) следуют неравенства

lim sup
ε→0+

∫
�

[(
ρε1
)γ + ρε1θ

ε
1
]
ρε1τ

2
m dx ≤

∫
�

[
ργ1 + ρ1θ1

]
ρ1 dx, m = 1, 2, . . . . (3.24)

Далее, так как функция z 7→ zγ + θz (γ > 1, θ > 0) монотонна на R+
0 , имеем∫

�

τ2
m

[(
ρε1
)γ + ρε1θ

ε
1 − vγ − vθε1

]
·
(
ρε1 − v

)
dx ≥ 0

для любой v ∈ K := {v ∈ L2γ(�) : v ≥ 0 п. в. в �} и, следовательно,∫
�

τ2
m

[(
ρε1
)γ + ρε1θ

ε
1
]
ρε1 dx ≥

∫
�

τ2
m

[
vγ + vθε1

][
ρε1 − v

]
dx +

∫
�

τ2
m

[(
ρε1
)γ + ρε1θ

ε
1
]
v dx.

(3.25)
Из (3.24), (3.25) вытекают неравенства∫
�

[
ργ1+ρ1θ1

]
ρ1 dx ≥

∫
�

τ2
m[vγ+vθ1][ρ1−v] dx+

∫
�

τ2
m

[
ργ1+ρ1θ1

]
v dx, m = 1, 2, . . . .

(3.26)
Совершая в (3.26) предельный переход при m→∞, приходим к неравенству∫

�

(
ργ1 − vγ

)
(ρ1 − v) dx +

∫
�

θ1(ρ1 − v)2 dx ≥ 0 ∀ v ∈ K. (3.27)

Полагая в (3.27) v = ρ1 + ηψ, ψ ∈ K, η → 0+, получим, что∫
�

(
ργ1 − ργ1

)
ψ dx ≤ 0 ∀ψ ∈ K.

C другой стороны (в силу выпуклости функции z 7→ zγ), ργ1 ≤ ργ1 , поэтому∫
�

(
ργ1 − ργ1

)
ψ dx = 0 ∀ψ ∈ K. (3.28)

Поскольку линейная оболочка конуса K совпадает с L2γ(�), из (3.28) следует

ργ1 = ργ1 . (3.29)

Из формул (3.1) и (3.29) по теореме Рисса вытекает, что ρε1 → ρ1 сильно в Lγ(�),
откуда, в свою очередь, следует, что

ρε1 → ρ1 сильно в Lq(�), q ∈ [1, 2γ). (3.30)

Соотношения (3.1), (3.5), (3.29), (3.30) позволяют утверждать, что∫
�

τ2(ρε1)γρε2 dx → ∫
�

τ2ργ1ρ2 dx,
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�

τ2ρε1ρ
ε
2θ

ε
1 dx →

∫
�

τ2ρ1ρ2θ1 dx при ε→ 0,

поэтому в силу равенства

lim
ε→0

∫
�

τ2[(ρε1)γ + ρε1θ
ε
1 − (λ11 + 2µ11) div u(1)

ε

]
ρε2 dx

=
∫
�

τ2[ργ1 + ρ1θ1 − (λ11 + 2µ11) div u(1)]ρ2 dx ∀ τ ∈ C∞0 (�)

справедлива формула

lim
ε→0

∫
�

τ2 div u(1)
ε ρε2 dx =

∫
�

τ2 div u(1)ρ2 dx. (3.31)

Теперь из соотношения (3.20) при i = 2, j = 2 и (3.31) следует равенство

lim
ε→0

∫
�

τ2[(ρε2)γ + ρε2θ
ε
2 − (λ22 + 2µ22) div u(2)

ε

]
ρε2 dx

=
∫
�

τ2[ργ2 + ρ2θ2 − (λ22 + 2µ22) div u(2)]ρ2 dx,

из которого, дословно повторяя вывод формул (3.29), (3.30), получаем, что

ργ2 = ργ2 и ρε2 → ρ2 сильно в Lq(�), q ∈ [1, 2γ). (3.32)

В итоге, из (3.4), (3.30), (3.32) вытекает справедливость равенств (3.19).
Теорема 1.1 доказана.

Авторы выражают благодарность рецензенту за конструктивные замеча-
ния, позволившие повысить качество работы.
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