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ЛОКАЛЬНАЯ КОНЕЧНОСТЬ

НЕКОТОРЫХ ГРУПП ПЕРИОДА 12

Д. В. Лыткина, В. Д. Мазуров,
А. С. Мамонтов

Аннотация. Показано, что группа периода 12, в которой порядок произведения
любых двух инволюций не превосходит числа 4, локально конечна.
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Цель настоящей работы — доказательство локальной конечности группы
периода 12, в которой порядок произведения любых двух инволюций отличен
от числа 6. Этот результат обобщает теорему Санова [1], согласно которой
группа периода 12 без элементов порядка 6 локально конечна.

Напомним, что группой периода n называется группа с тождественным со-
отношением xn = 1. В этом смысле группы периодов 2, 3, 4 и 6 являются
группами периода 12. Известно, что все они локально конечны (см. [1–5]).

Теорема. Пусть G — группа периода 12, в которой порядок произведения
любых двух инволюций отличен от числа 6, и пусть H — подгруппа, порожден-
ная всеми инволюциями из G. Тогда G локально конечна и выполнено одно из
следующих утверждений.

1. Группа G является 3-группой.
2. Подгруппа H является расширением 3-группы посредством группы по-

рядка 2, а G — расщепляемым расширением 3-группы посредством некоторой
нетривиальной подгруппы группы кватернионов порядка 8 или группы SL2(3).

3. ПодгруппаH изоморфна расщепляемому расширению элементарной абе-
левой 2-группы V посредством неабелевой группы порядка 6, действующей на
V точно, а G/H является 3-группой.

4. Фактор-группа G/O2(G), где O2(G) — наибольшая нормальная 2-под-
группа из G, является расширением 3-группы посредством элементарной абе-
левой 2-группы и H ≤ O2(G).

1. Обозначения и известные результаты

Если X — группа, x, y, z ∈ X и A,B — подгруппы в X, то обозначим через
[x, y] = x−1y−1xy коммутатор элементов x, y, через [A,B] = 〈[a, b] | a ∈ A, b ∈
B〉 — взаимный коммутант подгрупп A и B, через Z(X), �(X), F (X), Op(X) —
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центр, подгруппу Фраттини, подгруппу Фиттинга, наибольшую нормальную p-
подгруппу (здесь p — простое число) группы X. Положим также [x, y, z] =
[[x, y], z], xy = y−1xy, Ax = x−1Ax, CA(B) = {a ∈ A | ab = ba для всех b ∈ B} —
централизатор B в A, NA(B) = {a ∈ A | Ba = B} — нормализатор B в A.

Обозначим через S естественное полупрямое произведение прямой суммы
двух неприводимых S3-модулей размерности 2 и симметрической группы S3
степени 3. Таким образом, S = V A, где V — прямое произведение групп V1
и V2, каждая из которых является элементарной абелевой группой порядка 4,
A ' S3 и группы V1A, V2A изоморфны симметрической группе S4 степени 4.

Обозначим через R полупрямое произведение неабелевой 3-группы E пе-
риода 3 порядка 27 и группы, порожденной инволюцией, инвертирующей при
сопряжении каждый элемент из E/�(E). Таким образом R ' 〈u, v, w | u3 =
v3 = w2 = [u, v, v] = [u, v, u] = 1, uw = u−1, vw = v−1〉.

Лемма 1.1 ({p, q}-теорема Бернсайда [6, теорема 9.3.2]). Если G — конеч-
ная группа порядка pαqβ , где p и q — простые числа, а α и β — целые числа, то
G разрешима.

Лемма 1.2 (теорема Санова [1]). Если G — периодическая группа и поря-
док любого элемента из G не превосходит числа 4, то G локально конечна.

Лемма 1.3 (теорема М. Холла [3]). Любая группа периода 6 локально
конечна.

Лемма 1.4 (теорема Шмидта [7, теорема 6]). Расширение локально конеч-
ной группы посредством локально конечной группы локально конечно.

Лемма 1.5 [8]. Пусть G — группа периода 12, в которой нет элементов
порядка 6. Тогда верно одно из следующих утверждений:

1) G — группа периода 3 или 4;
2) в G есть нормальная элементарная абелева 3-подгруппа N и G/N изо-

морфна подгруппе группы кватернионов порядка 8;
3) в G есть нормальная элементарная абелева 2-подгруппа N и G = NS,

где S ' S3 и CN (S) = 1;
4) в G есть нормальная 2-подгруппа N ступени нильпотентности не выше

двух и |G/N | = 3.

Лемма 1.6 [9, с. 7]. Группа 〈x, y | x4 = y2 = (xy)3 = 1〉 изоморфна S4.

2. Предварительные леммы

До конца работы G будет обозначать группу периода 12, в которой порядок
произведения любых двух инволюций отличен от числа 6.

Лемма 2.1. Пусть G порождена тремя инволюциями a, b, c. Тогда G —
конечная группа и справедливо одно из следующих утверждений.

(1) Имеют место равенства (ab)4 = (ac)4 = (bc)4 = 1, и G — группа порядка,
делящего 210.

(2) С точностью до перестановок a, b, c выполнены равенства (ab)3 = (ac)4 =
(bc)4 = 1 и G изоморфна фактор-группе группы S. При этом (abc)3 = 1 =
[(ac)2, (bc)2]. Группа H = 〈x, y, z | 1 = x2 = y2 = z2 = (xy)3 = (xz)4 = (yz)4 =
(xyz)3 = [(xz)2, (yz)2]〉 изоморфна S, и в ней нет элементов порядка 6.

(3) С точностью до перестановки a, b, c выполнены равенства (ab)3 = (ac)3 =
(bc)4 = 1 и G — гомоморфный образ группы S4.
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(4) Выполнены равенства (ab)3 = (ac)3 = (bc)3 = 1, и G — гомоморфный
образ группы R. При этом (abc)2 ∈ Z(G) и в G/〈(abc)2〉 нет элементов порядка 6.

Доказательство использует вычисления в GAP [10] по алгоритму пере-
числения смежных классов.

(1) Пусть (ab)4 = (ac)4 = (bc)4 = 1. Очевидно, G является гомоморфным
образом группы F (r, s, t, u) = 〈x, y, z | 1 = x2 = y2 = z2 = (xy)4 = (xz)4 =
(yz)4 = (xyz)12 = (xyxz)12 = ((xy)2z)r = ((xz)2y)s = ((yz)2x)t = ((xy)2(xz)2)u〉,
где {r, s, t, u} ⊆ {3, 4}. Вычисления в GAP показывают, что

(a) |F (4, 4, 4, 4)| = 210 и F (4, 4, 4, 3) — гомоморфный образ F (4, 4, 4, 4).
(б) Если u ∈ {3, 4}, а среди показателей r, s, t ровно один равен 3, то в силу

симметрии определяющих соотношений группы F (r, s, t, u) можно считать, что
r = 3, s = t = 4 и в этом случае |F (r, s, t, u)| = 8.

(в) Если среди показателей (r, s, t) ровно один равен 4, то можно считать,
что r = s = 3, t = 4. В этом случае |F (r, s, t, u)| = 2, где u ∈ {3, 4}.

Группа F (3, 3, 3, 3) тривиальна.
(2) Пусть (ab)3 = (ac)4 = (bc)4 = 1. В этом случае G является гомоморф-

ным образом группы F (r, s) = 〈x, y, z | 1 = x2 = y2 = z2 = (xy)3 = (xz)4 =
(yz)4 = (xyz)12 = ((xz)2y)r = ((yz)2x)s = (yxz)12〉, где {r, s} ⊆ {3, 4}.

Если хотя бы одно из чисел r, s равно 3, то |F (r, s)| = 2. Если r = s = 4, то
|F (r, s)| = 283, и в F = F (r, s) порядок xyxxz равен 6. Так как |F/〈(xyxxz)2〉| = 8,
можно считать, что G является гомоморфным образом фактор-группы F1 =
F/〈(xyxxz)3〉. Поскольку Z(F1) = 〈(xyz)3〉, то G является гомоморфным обра-
зом группы F2 = F1/〈(xyz)3〉 порядка 253, изоморфной S.

(3) Пусть (ab)3 = (ac)3 = (bc)4 = 1. Тогда G — гомоморфный образ группы
F (r) = 〈x, y, z | 1 = x2 = y2 = z2 = (xy)3 = (xz)3 = (yz)4 = (xyz)12 = ((yz)2x)r〉,
где r ∈ {3, 4}. Вычисления показывают, что F (4) ' S4, а F (3) = 1.

(4) Пусть (ab)3 = (ac)3 = (bc)3 = 1. Тогда G является гомоморфным об-
разом группы F (r) = 〈x, y, z | 1 = x2 = y2 = z2 = (xy)3 = (xz)3 = (yz)3 =
(xyz)12 = (yxz)r〉, где r ∈ {3, 4}. Вычисления показывают, что F (4) ' S4, а
F (3) ' R.

Лемма доказана.

Лемма 2.2. Пусть G конечна, порождена инволюциями и содержит под-
группу H, изоморфную R. Тогда G — расширение 3-группы посредством груп-
пы порядка 2. В частности, все инволюции в G сопряжены и порядок произве-
дения любых двух различных инволюций равен трем.

Доказательство. По {p, q}-теореме Бернсайда G разрешима.
Пусть вначале T = O2(G) 6= 1. Покажем, что в этом случае TH содержит

подгруппу, изоморфную S3 × Z2, где S3 — симметрическая группа степени 3, а
Z2 — группа порядка 2.

Пусть Z — подгруппа порядка 3 из Z(H). Если CT (Z) = 1, то одна из
подгрупп H порядка 6 (обозначим ее через A) централизует в T некоторую
инволюцию t и A × 〈t〉 — искомая подгруппа. Если же C = CT (Z) 6= 1, то
на C действует группа H/Z, являющаяся расширением элементарной абелевой
группы V порядка 9 посредством группы порядка 2, инвертирующей каждый
элемент из V . Снова некоторая неабелева подгруппа A из H порядка 6 цен-
трализует в C некоторую инволюцию t, т. е. снова подгруппа A× 〈t〉 является
искомой.

Так как в A × 〈t〉 есть, очевидно, две инволюции, порядок произведения
которых равен шести, рассматриваемый случай невозможен, т. е. O2(G) = 1,
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U = O3(G) 6= 1 и силовская 2-подгруппа T из G действует точно на U при
сопряжении. Если в T содержатся две различные инволюции, то в T есть эле-
ментарная абелева подгруппа T0 порядка 4. Если L — подгруппа из U наи-
меньшего порядка, которую T0 нормализует, но не централизует, то |L| = 3
и LT0 изоморфна S3 × Z2, что по условию невозможно. Поэтому T содержит
единственную инволюцию, и поскольку G порождается инволюциями, |T | = 2,
G = O3(G)T . Лемма доказана.

Лемма 2.3. Пусть G порождается инволюциями x, y, z, t, где H = 〈x, y, z〉
' R и (tx)2 = (ty)3 = 1. Тогда t = x ∈ H.

Доказательство использует вычисления в GAP по алгоритму перечисле-
ния смежных классов.

Очевидно, G является гомоморфным образом одной из групп F (a, b, c, d, f)
= 〈x, y, z, t | 1 = x2 = y2 = z2 = t2 = (xy)3 = (xz)3 = (yz)3 = (xyz)12 =
(xyxz)3 = (xt)2 = (yt)3 = (tz)a = (tyx)b = (tzx)c = (tyz)d = (txyz)f = (yzt)12 =
(xyzt)12 = (xyzty)12 = (xyzyt)12〉, где a, b, c, d, f ∈ {3, 4}. Вычисления пока-
зывают, что |F (a, b, c, d, f)| ≤ 6912. Таким образом, G конечна. По лемме 2.2
(tx)3 = 1. Отсюда t = x.

Лемма 2.4. Пусть H ' R — подгруппа из G, порожденная инволюциями
x, y, z. Если t — инволюция из G, то (xt)3 = 1.

Доказательство. По лемме 2.1 〈x, y, t〉 является гомоморфным образом
группы S. Если t ∈ 〈x, y〉, то утверждение леммы справедливо. Если же t /∈
〈x, y〉, то в 〈x, y, t〉 можно выбрать инволюцию t1 = xt, для которой порядок
xt1 равен 2, а yt1 — элемент порядка 3. По лемме 2.3 t1 ∈ 〈x, y, z〉, поэтому
(xt1)3 = 1; противоречие.

Лемма 2.5. Если G порождается инволюциями и не содержит подгрупп,
изоморфных R, то порядок любого элемента из G не превосходит числа 4.
В частности, G локально конечна.

Доказательство. Пусть g ∈ G, g = t1 · · · tn, где t1, . . . , tn — инволюции.
Индукцией по n покажем, что g3 = 1 или g4 = 1. По лемме 2.1 это верно при
n ≤ 3. Пусть n ≥ 4.

По индукционному предположению порядок g1 = t1 · · · tn−1 не превосходит
числа 4. Если порядок g1 равен 4, то W = 〈g1, tn〉=U〈g1〉, где U =

〈
g2
1 , tn, t

g1
n

〉
—

подгруппа, порожденная тремя инволюциями и инвариантная относительно
〈g1〉. Из леммы 2.1 вытекает, что W конечна и содержит подгруппу U индекса
1 или 2. По лемме 2.1 U не содержит элементов порядка 6. Предположим, что
W содержит элемент порядка 6. Тогда |W : U | = 2 и по лемме 2.1 порядок
произведения некоторых двух инволюций из W равен 6. Итак, W не содержит
элементов порядка 6, и, в частности, порядок g = g1tn не превосходит четырех.

Если порядок g1 равен трем, то либо g2 = t1 · · · tn−2 — инволюция и g
содержится в подгруппе 〈g2, tn−1, tn〉, порожденной тремя инволюциями, либо
g2 — элемент порядка 3 и тогда g1 сопряжен с g2, т. е. g можно представить как
произведение n−1 инволюций, либо, наконец, g2 — элемент порядка 4 и поэтому
g1 ∈ 〈g2, tn−1〉 ' S4, откуда g1 — произведение двух инволюций, g принадлежит
подгруппе, порожденной тремя инволюциями, и из леммы 2.1 вытекает, что в G
нет элементов порядка 6. Локальная конечность G следует из теоремы Санова.

Лемма 2.6. Пусть G — конечная группа, порожденная инволюциями, и
пусть порядок произведения любых двух различных инволюций из G равен
трем. Тогда порядок силовской 2-подгруппы из G равен двум.
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Доказательство. Утверждение тривиально, если G содержит только од-
ну инволюцию. Пусть a, b — две различные инволюции из G и S = 〈a, b〉. По-
нятно, что S — неабелева группа порядка 6. Если O2(G) 6= 1 и v — инволюция
из O2(G), то av — 2-элемент и его порядок не может быть равен 3. Поэтому
O2(G) = 1, O3(G) 6= 1 и силовская 2-подгруппа T из G действует точно на
O3(G). Теперь так же, как в соответствующем месте доказательства леммы 2.2,
можно показать, что |T | = 2. Лемма доказана.

Лемма 2.7. Пусть G порождена четырьмя инволюциями и порядок произ-
ведения любых двух различных инволюций из G равен трем. Тогда G конечна.

Доказательство. Группа G является гомоморфным образом группы F =
〈x, y, z, t | 1 = x2 = y2 = z2 = t2 = (xy)3 = (xz)3 = (yz)3 = (xyz)12 = (xyxz)3 =
(xt)3 = (yt)3 = (tz)3 = (tyx)3 = (tzx)3 = (tyz)3 = (xyzt)12 = (xyzt)3 = (xzyt)3 =
(xyzyt)3 = (xyzxt)12 = (xyzyt)12〉. Вычисления в GAP показывают, что |F | =
4374. Лемма доказана.

Лемма 2.8. Пусть G порождается инволюциями и содержит подгруппу
Q ' R. Тогда G локально конечна и содержит 3-подгруппу индекса 2.

Доказательство. Пусть x, y, z — инволюции, порождающие Q. Пока-
жем, что (ab)3 = 1 для любых двух инволюций a, b из G. Действительно, по
лемме 2.4 в 〈x, y, z, a〉 все инволюции сопряжены. Поэтому, не нарушая общно-
сти, можно считать, что x = a. Еще одно применение леммы 2.4 показывает,
что (ab)3 = (xb)3 = 1.

Покажем, что G периода 6. Пусть g ∈ G, g = t1 · · · ts — произведение инво-
люций. Индукцией по s докажем, что g6 = 1. По доказанному выше это верно
при s ≤ 2. Пусть s ≥ 3 и для h = t1 · · · ts−1 справедливо равенство h6 = 1.
По лемме 2.7 подгруппа H =

〈
h3, ts, ths , t

h2

s

〉
конечна, а по лемме 2.6 порядок ее

силовской 2-подгруппы равен 2. Так как H является 〈h〉-инвариантной подгруп-
пой, H — подгруппа индекса 1 или 3 в группе 〈h, ts〉 = H〈h〉. Поэтому в 〈h, ts〉
нет элементов порядка 4 и, в частности, g6 = (hts)6 = 1. Таким образом, G
периода 6. По лемме 1.3 она локально конечна. Кроме того, в ней порядок про-
изведения любых двух инволюций равен трем. По лемме 2.6 индекс силовской
3-подгруппы в G равен двум. Лемма доказана.

3. Окончание доказательства теоремы

Пусть H — подгруппа, порожденная всеми инволюциями из G. По лем-
мам 2.5 и 2.8 она локально конечна. Так как группа G/H периода 6, она тоже
локально конечна по лемме 1.3. Теперь G локально конечна по лемме 1.4.

Если в G нет инволюций, т. е. H = 1, то G, очевидно, является 3-группой и
выполнен п. 1 теоремы. Пусть H — расширение 3-группы посредством группы
порядка два и Z — силовская 2-подгруппа из H. Тогда G = O3(H)CG(Z). По
условию любая инволюция из CG(Z) лежит в Z, поэтому силовская 2-подгруп-
па T из G является либо циклической группой, либо группой кватернионов, по-
этому либо G обладает нормальным 2-дополнением, которое совпадает с O3(G),
либо G — расщепляемое расширение O3(G) посредством SL2(3), и выполнен
п. 2 теоремы.

Теперь по лемме 2.8 можно считать, что в H нет подгрупп, изоморфных
R. В этом случае по лемме 2.5 порядок любого элемента из H не превосходит
числа 4 и H удовлетворяет заключению леммы 1.5. Так как H порождена ин-
волюциями, то либо H является 2-группой, либо H = V S, где V — нормальная
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элементарная абелева 2-группа, S — группа диэдра порядка 6 и CV (S) = 1.
Рассмотрим вначале второй случай. Пусть U — подгруппа порядка 3 из S, а
T — силовская 2-подгруппа из S. Тогда G = V NG(U) = V CG(U)T . Так как H
содержит все инволюции из G и CV (U) = 1, то CG(U) является 3-группой, и
выполнен п. 3 теоремы.

Пусть, наконец, H является 2-группой. Тогда в G/O2(G) нет элементов
порядка 4 и тем самым G/O2(G) является расширением 3-группы посредством
элементарной абелевой 2-группы. Другими словами, выполнен п. 4 теоремы.

Теорема доказана.
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