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О ПРОНОРМАЛЬНОСТИ ХОЛЛОВЫХ ПОДГРУПП

Е. П. Вдовин, Д. О. Ревин

Аннотация. Зафиксируем некоторое множество π простых чисел. Говорят, что
конечная группа обладает свойством Cπ или, по-другому, является Cπ-группой,
если она содержит ровно один класс сопряженных π-холловых подгрупп. Доказана
пронормальность π-холловых подгрупп в Cπ-группах или, эквивалентно, наследуе-
мость свойства Cπ надгруппами π-холловых подгрупп. Тем самым решена пробле-
ма 17.44(а) из «Коуровской тетради». Также построен пример, показывающий, что

в произвольной конечной группе холловы подгруппы, вообще говоря, не являются
пронормальными.
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Введение

Термин «группа» употребляется нами в значении «конечная группа». Обо-
значение mod CFSG применительно к любому утверждению обозначает, что
справедливость этого утверждения установлена с использованием классифика-
ции конечных простых групп.

Всюду через π обозначается некоторое фиксированное множество простых
чисел, а через π′ — дополнение к нему в множестве всех простых чисел.

Подгруппа H группы G называется π-холловой подгруппой, если она явля-
ется π-группой (т. е. все простые делители ее порядка лежат в π), а ее индекс не
делится на числа из π. Понятие π-холловой подгруппы обобщает понятие си-
ловской p-подгруппы и совпадает с ним, если π = {p}. Множество π-холловых
подгрупп группы G будем обозначать символом Hallπ(G). Подгруппу, которая
является π-холловой для некоторого множества π, будем называть просто хол-

ловой.
В соответствии с [1] будем говорить, что группа G обладает свойством

(принадлежит классу) Eπ, если в G имеется π-холлова подгруппа. Если G ∈ Eπ

и любые ее две π-холловы подгруппы сопряжены, то будем будем говорить, что
G обладает свойством Cπ (и писать G ∈ Cπ). Если G ∈ Cπ и любая π-подгруп-
па группы G содержится в некоторой π-холловой подгруппе, то будем говорить,
что G обладает свойством Dπ (и писать G ∈ Dπ).

Свойства Eπ , Cπ и Dπ обобщают на случай π-холловых подгрупп известные
свойства силовских подгрупп, но в отличие от последних в произвольной группе
свойства Eπ, Cπ и Dπ могут не иметь места. Группы, в которых эти свойства
имеют место, будем называть соответственно Eπ-, Cπ- и Dπ-группами.

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (коды проектов 11–01–00456, 12–01–33102).
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В теории свойств Eπ , Cπ и Dπ важную роль играют вопросы наследования
этих свойств подгруппами, гомоморфными образами и расширениями. Эти во-
просы изучались в [1–19] (подробности см. в [2, 3]). В частности, известно, что
свойства Eπ и (mod CFSG) Dπ наследуются нормальными подгруппами, в то
время как свойство Cπ, вообще говоря, нет. Однако произвольными подгруппа-
ми не наследуются даже Eπ и Dπ. Рассмотрим следующий пример.

Пример 1. Согласно [4, теорема 3] группа G = SL2(16) ≃ A1(16) обладает
свойством Dπ для множества π = {3, 5} и в G естественным образом вложена
подгруппа M = SL2(4) ≃ Alt5 порядка 60 = 22 · 3 · 5. Эта подгруппа не обла-
дает даже свойством Eπ, поскольку не содержит элементов (а следовательно, и
подгрупп) порядка 15.

Естественный вопрос: какими подгруппами, кроме нормальных, наследу-
ются свойства Eπ, Cπ и Dπ?

Очевидно, что в Eπ-группе π-холлова подгруппа будет π-холловой и в лю-
бой содержащей ее подгруппе, т. е. свойство Eπ наследуется надгруппами π-

холловых подгрупп.

Сформулируем в виде гипотез аналогичные утверждения для свойств Cπ и
Dπ.

Гипотеза 1 [20, проблема 17.44(a); 21, проблема 2; 5, гипотеза 3]. Если

G ∈ Cπ и H ∈ Hallπ(G), то M ∈ Cπ для любой подгруппы M такой, что H ≤
M ≤ G.

Гипотеза 2 [20, проблема 17.44(б); 21, проблема 3]. Если G ∈ Dπ и H ∈
Hallπ(G), то M ∈ Dπ для любой подгруппы M такой, что H ≤ M ≤ G.

В [5] доказана следующая важная теорема, позволившая получить крите-
рий свойства Cπ для конечной группы в терминах ее произвольного нормаль-
ного ряда.

Теорема 1 ([5, теорема 1] mod CFSG). Если G ∈ Cπ, H ∈ Hallπ(G) и

A E G, то HA ∈ Cπ.

Эта теорема дает частичное подтверждение гипотезы 11).
Приведем эквивалентную формулировку гипотезы 1.
В соответствии с определением Холла подгруппа H группы G называется

пронормальной, если для любого элемента g ∈ G подгруппы H и Hg сопряже-
ны в подгруппе 〈H,Hg〉. Классическими примерами пронормальных подгрупп
являются:

• нормальные подгруппы;
• максимальные подгруппы;
• силовские подгруппы;
• холловы подгруппы разрешимых групп.
Легко видеть, что гипотеза 1 эквивалентна следующей.

Гипотеза 3. В Cπ-группах π-холловы подгруппы пронормальны.

Можно рассмотреть также более сильное утверждение.

Гипотеза 4. В любой группе холловы подгруппы пронормальны.

В [22] доказана (mod CFSG) справедливость гипотезы 4 в некотором част-
ном случае, а именно подтверждена

1)Более того, именно эта теорема дала авторам основание впервые высказать эту гипо-
тезу.



О пронормальности холловых подгрупп 37

Гипотеза 5 [20, проблема 17.45(a)]. В любой простой группе холловы под-

группы пронормальны.

Гипотезу 2 также можно переформулировать в духе гипотезы 3, если ввести
понятие сильно пронормальной подгруппы.

Подгруппу H группы G назовем сильно пронормальной, если для любой
подгруппы K ≤ H и любого элемента g ∈ G подгруппа Kg сопряжена с некото-
рой подгруппой из H (но необязательно с K) c помощью элемента из 〈H,Kg〉.
Ясно, что всякая сильно пронормальная подгруппа является просто пронор-
мальной. При этом все классические примеры пронормальных подгрупп (нор-
мальные, максимальные, силовские, а в разрешимых группах также и холловы)
оказываются примерами сильно пронормальных подгрупп. Естественно возни-
кает вопрос: будет ли произвольная пронормальная подгруппа сильно пронор-
мальной? Отрицательный ответ на этот вопрос дает следующий

Пример 2. Пусть m и n — натуральные числа и n/2 < m < n−1. В симмет-
рической группе Symn поточечный стабилизатор (n − m)-элементного множе-
ства (подгруппа Symm) является пронормальной, но не сильно пронормальной
подгруппой.

В терминах сильной пронормальности гипотеза 2 эквивалентна следующей.

Гипотеза 6. В Dπ-группах π-холловы подгруппы сильно пронормальны.

Поскольку конечная группа обладает свойством Dπ тогда и только тогда,
когда этим свойством обладает каждый ее композиционный фактор [6, теоре-
ма 7.7 (mod CFSG)], контрпример наименьшего возможного порядка к экви-
валентным гипотезам 2 и 6 должен быть простой Dπ-группой. Поэтому эти
гипотезы выводятся из следующего предположения.

Гипотеза 7 [20, проблема 17.45(б)]. В любой простой группе холловы под-

группы сильно пронормальны.

Наконец, можно рассмотреть предположение, усиливающее все сформули-
рованные выше гипотезы 1–7.

Гипотеза 8. В любой группе холловы подгруппы сильно пронормальны.

В данной работе, опираясь на теорему 1 (и, следовательно, используя клас-
сификацию конечных простых групп), докажем для сформулированных выше
гипотез 1–8 импликацию 5 ⇒ 1 и эквивалентность 4 ⇔ 8. Таким образом,
гипотезы 1–8 логически связаны друг с другом следующей схемой:
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Полностью проясним ситуацию с гипотезами левого «крыла бабочки».
Прежде всего, как уже отмечалось, гипотеза 5 верна (mod CFSG) [22, теоре-
ма 1] и, следовательно, верны (mod CFSG) гипотезы 1 и 3. Таким образом, в
настоящей работе получена
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Теорема 2 (mod CFSG). Для любого множества π простых чисел спра-

ведливы следующие утверждения:

(1) в Cπ-группах π-холловы подгруппы пронормальны;

(2) свойство Cπ наследуется надгруппами π-холловых подгрупп.

Теперь обратимся к гипотезе 4. Будем говорить, что в группе G выпол-
нена π-гипотеза для фиксированного множества π простых чисел, если в этой
группе все π-холловы подгруппы пронормальны. Наша гипотеза 4 утверждает,
таким образом, справедливость π-гипотезы во всех конечных группах для всех
множеств π. Во многих специальных случаях π-гипотеза верна:

• для всех простых групп [22, теорема 1],
• для всех групп, не принадлежащих классу Eπ (тривиально),
• для всех групп из класса Cπ (по теореме 2).
Тем самым требуется исследовать справедливость π-гипотезы для групп

из разности Eπ \ Cπ. Отметим, что существуют множества π, для которых
Eπ \ Cπ = ∅. Приведем очевидные примеры: множество всех простых чисел,
пустое множество и одноэлементное множество. Этим свойством будет обла-
дать также любое множество нечетных простых чисел (mod CFSG) [23, теорема
A]. Для таких множеств π-гипотеза выполнена во всех группах. Однако если
между классами Eπ и Cπ имеется непустой «зазор», то для некоторой группы
π-гипотеза неверна.

Теорема 3. Пусть множество π простых чисел таково, что Eπ \ Cπ 6= ∅.

Тогда существуют группы G ∈ Eπ \ Cπ и H ∈ Hallπ(G) такие, что H не проно-

мальна в G.

Как будет видно из доказательства теоремы 3, в качестве такой группы
G можно взять регулярное сплетение произвольной группы X ∈ Eπ \ Cπ и
циклической группы Zp порядка p ∈ π′ (при этом π′ 6= ∅, так как в противном
случае Eπ = Cπ).

Таким образом, получаем

Следствие 4. Для любого множества π простых чисел следующие утвер-

ждения эквивалентны:

(1) во всех конечных группах π-холловы подгруппы пронормальны;

(2) Eπ = Cπ .

Было бы интересно найти все такие множества π, для которых Eπ = Cπ

(см. [2, проблема 7.20; 21, проблема 6]).
Теорема 3 опровергает не только гипотезу 4, но и более сильную гипотезу 8.

Тем самым, в частности, доказана импликация 4 ⇒ 8, поскольку ее посылка
ложна.

Возможно, у симметрии «логической бабочки» имеется более глубокая при-
чина: авторам неизвестно ни одного контрпримера к следующей гипотезе.

Гипотеза 9. В любой группе пронормальные холловы подгруппы сильно

пронормальны.

Если эта гипотеза верна, то любое утверждение правого «крыла» будет
справедливым тогда и только тогда, когда справедливо симметричное ему утвер-
ждение левого «крыла».

Частичные результаты по изучению гипотез 2 и 6 правого «крыла» получе-
ны в [24], где эти гипотезы подтверждены для групп, неабелевы композицион-
ные факторы которых изоморфны знакопеременным, спорадическим группам
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и группам лиева типа в характеристике, принадлежащей π. Обсудим еще один
возможный подход к этим гипотезам. Как уже отмечалось, контрпример G наи-
меньшего порядка к любой из них должен быть простой Dπ-группой. При этом
очевидно, что G не является π-группой и порядок G делится по крайней мере на
два различных простых числа из π (в противном случае π-холловы подгруппы
группы G сильно пронормальны). Из классификации простых Dπ-групп (mod
CFSG) [4, теорема 3] следует, что либо 2 6∈ π, либо 3 6∈ π, и ввиду [23, теоре-
ма B; 6, лемма 5.1, теорема 5.2] π-холловы подгруппы в G обладают силовской
башней. Напомним определение.

Пусть H — группа и π(H) = {p1, . . . , pn}. Согласно [1] будем говорить,
что группа H обладает силовской башней типа (p1, . . . , pn), если H обладает
нормальным рядом

H = H0 > H1 > · · · > Hn = 1

таким, что каждая его секция Hi−1/Hi изоморфна силовской pi-подгруппе груп-
пы H .

Известно [1, теорема A1], что холловы подгруппы, обладающие силовской
башней одного типа, сопряжены. В частности, если холлова подгруппа обладает
силовской башней, то она пронормальна.

Гипотезу 6, таким образом, удалось бы подтвердить для простых Dπ-групп
и, следовательно, для всех групп, если бы удалось доказать следующее утвер-
ждение.

Гипотеза 10 [20, проблема 17.45(в)]. Холловы подгруппы, обладающие

силовской башней, сильно пронормальны.

1. Обозначения, соглашения

и предварительные результаты

Тот факт, что подгруппа H группы G пронормальна, будем записывать так:
H prnG.

Лемма 5. Пусть G — произвольная группа и A — ее нормальная подгруп-

па. Если G ∈ Eπ и H ∈ Hallπ(G), то A,G/A ∈ Eπ, причем H ∩A ∈ Hallπ(A),
HA/A ∈ Hallπ(G/A).

Доказательство. См. [1, лемма 1]. �

Конечная группа, обладающая (суб)нормальным рядом, все факторы ко-
торого являются π- или π′-группами, называется π-разделимой. Заметим, что
подгруппа π-разделимой группы π-разделима.

Лемма 6. Всякая π-разделимая группа обладает свойством Dπ.

Доказательство. См. [7; 1, следствие D5.2]. �

Из леммы 6 вытекает

Лемма 7. В π-разделимой группе π-холловы подгруппы сильно пронор-

мальны.

Доказательство. Пусть группа G является π-разделимой, и пусть H ∈
Hallπ(G). Пусть K ≤ H и g ∈ G. Рассмотрим подгруппу M = 〈H,Kg〉. Она
π-разделима как подгруппа π-разделимой группы, и по лемме 6 имеем M ∈ Dπ.
Отсюда следует, что π-подгруппа Kg группы M сопряжена в M = 〈H,Kg〉 с
некоторой подгруппой из H ∈ Hallπ(M). Значит, подгруппа H группы G сильно
пронормальна. �
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Наряду с теоремой 1 нам потребуется следующее утверждение из [5].

Лемма 8 (mod CFSG). Если G ∈ Cπ и A E G, то G/A ∈ Cπ.

Доказательство. См. [5, лемма 9]. �

Для доказательства теоремы 2 используем также основной результат из
[22], подтверждающий гипотезу 5 и сформулированный в следующей лемме.

Лемма 9 (mod CFSG). Холловы подгруппы в простых группах пронор-

мальны.

Доказательство. См. [22, теорема 1]. �

Лемма 10. Пусть H — подгруппа группы G и g ∈ G, y ∈ 〈H,Hg〉. То-

гда если подгруппы Hy и Hg сопряжены в 〈Hy, Hg〉, то подгруппы H и Hg

сопряжены в 〈H,Hg〉.

Доказательство. Пусть z ∈ 〈Hy, Hg〉 и Hyz = Hg. Тогда z ∈ 〈H,Hg〉,
так как 〈Hy, Hg〉 ≤ 〈H,Hg〉. Поэтому x = yz ∈ 〈H,Hg〉 и Hx = Hg. �

Лемма 11. Пусть : G → G1 — гомоморфизм групп, H ≤ G. Тогда если

H prnG, то H prnG.

Доказательство очевидно. �

Лемма 12. Пусть G — группа и G1, . . . , Gn — нормальные подгруппы груп-

пы G такие, что [Gi, Gj ] = 1 при i 6= j и G = G1 . . . Gn. Пусть для любого i =
1, . . . , n в группе Gi выбрана пронормальная подгруппа Hi и H = 〈H1, . . . , Hn〉.
Тогда H prnG.

Доказательство. Возьмем произвольный элемент g ∈ G. Тогда g =
g1 . . . gn для некоторых элементов g1 ∈ G1, . . . , gn ∈ Gn. Так как по условию
для любого i = 1, . . . , n подгруппа Hi пронормальна в Gi, существуют элемен-
ты xi ∈

〈
Hi, H

gi
i

〉
такие, что Hxi

i = Hgi
i . Ввиду условия [Hi, Hj ] = 1 при i 6= j

для всех i = 1, . . . , n имеем Hg
i = Hgi

i . Из тех же соображений Hxi

i = Hx
i , где

x = x1 . . . xn. Очевидно, что

x ∈
〈
Hi, H

gi
i | i = 1, . . . , n

〉
=

〈
Hi, H

gi
i | i = 1, . . . , n

〉
= 〈H,Hg〉.

Кроме того,

Hg =
〈
Hg

i | i = 1, . . . , n
〉

=
〈
Hgi

i | i = 1, . . . , n
〉

=
〈
Hxi

i | i = 1, . . . , n
〉〈
Hx

i | i = 1, . . . , n
〉

= Hx. �

Лемма 13. Пусть G — группа, H ∈ Hallπ(G) для некоторого множества π
простых чисел, A E G и G = HA. Тогда если H ∩AprnA, то H prnG.

Доказательство. Пусть H ∩ AprnA. Возьмем произвольно g ∈ G и по-
кажем, что Hx = Hg для некоторого элемента x ∈ 〈H,Hg〉. Так как G = HA,
существуют h ∈ H и a ∈ A такие, что g = ha. Поскольку H ∩AprnA, найдется
элемент y ∈ 〈H ∩ A,Ha ∩ A〉 такой, что Hy ∩ A = Ha ∩ A. C учетом леммы 10
ввиду того, что

y ∈ 〈H ∩A,Ha ∩A〉 ≤ 〈H,Ha〉 = 〈H,Hha〉 = 〈H,Hg〉,

можно считать, что H = Hy и, в частности, H ∩A = Ha ∩A = Hg ∩A. Теперь
H , Hg и g содержатся в NG(H ∩A). Так как G = HA, имеем G = ANG(H ∩A).
Заметим, что группа

NG(H ∩A)/NG(H ∩A) ≃ ANG(H ∩A)/A = G/A
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является π-группой. Рассмотрим нормальный ряд

NG(H ∩A) D NA(H ∩A) D H ∩A D 1

группы NG(H ∩ A). Каждый его фактор является π- или π′-группой, поэтому
группа NG(H ∩A) является π-разделимой. По лемме 7 имеем H prnNG(H ∩A).
Таким образом, подгруппы H и Hg сопряжены в 〈H,Hg〉. �

2. Доказательство теоремы 2

Эквивалентные утверждения (1) и (2) теоремы будем доказывать одновре-
менно. Допустим, что теорема 2 неверна и G ∈ Cπ — группа наименьшего
порядка, обладающая непронормальной π-холловой подгруппой H . Тогда суще-
ствует элемент g ∈ G такой, что подгруппа M = 〈H,Hg〉 не обладает свойством
Cπ.

Согласно лемме 9 группа G непроста. Пусть A — минимальная нормальная
подгруппа группы G. Ввиду леммы 8 и выбора группы G имеем HA/AprnG/A
и, стало быть, HgA = HyA для некоторого элемента y ∈ M = 〈H,Hg〉. Учиты-
вая лемму 10, можно считать, что H = Hy и HA = HgA.

Теперь HA ∈ Cπ согласно теореме 1, и если HA < G, то из минимальности
порядка группы G следует H prnHA, а поскольку Hg ≤ HA, получаем, что
группы H и Hg сопряжены в M (отметим, что H и Hg сопряжены в HA ввиду
того, что HA ∈ Cπ). Следовательно, G = HA.

Группа A как минимальная нормальная подгруппа является прямым про-
изведением некоторых изоморфных простых групп:

A = S1 × · · · × Sn.

Заметим, что группы Si неабелевы (в противном случае A будет π- или π′-
группой, группа G = HA будет π-разделимой, а π-холловы подгруппы в такой
группе пронормальны согласно лемме 7). Поскольку все подгруппы Si субнор-
мальны в G, в силу леммы 5 имеем H ∩ Si ∈ Hallπ(Si), i = 1, . . . , n. Далее,
H ∩ Si prnSi для всех i по лемме 9, и

H ∩A = 〈H ∩ S1, . . . , H ∩ Sn〉prnA

по лемме 12. Наконец, применяя лемму 13, заключаем, что H prnG. Теорема
доказана. �

3. Доказательство теоремы 3

Так как Eπ 6= Cπ, множество π отлично от множества всех простых чисел
и π′ 6= ∅. Пусть p ∈ π′. Пусть также X ∈ Eπ \ Cπ . Тогда в группе X имеются
две несопряженные π-холловы подгруппы U и V .

Рассмотрим прямое произведение

Y = X ×X × · · · ×X ×X
︸ ︷︷ ︸

p раз

p изоморфных копий группы X . Отображение τ : Y → Y , заданное по правилу

(x1, x2, . . . , xp−1, xp) 7→ (x2, x3, . . . , xp, x1), x1, x2, . . . , xp−1, xp ∈ X,

является автоморфизмом порядка p группы Y . Рассмотрим естественное рас-
щепляемое расширение G группы Y с помощью группы 〈τ〉, изоморфное регу-
лярному сплетению X ≀ Zp.
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Поскольку Y — нормальная подгруппа группы G и индекс |G : Y | = p не
делится на числа из π, имеем Hallπ(G) = Hallπ(Y ). В группе Y естественным
образом определим подгруппы

H = V × U × · · · × U × U
︸ ︷︷ ︸

p−1 раз

, K = U × U × · · · × U
︸ ︷︷ ︸

p−1 раз

×V.

Ясно, что H,K ∈ Hallπ(Y ) = Hallπ(G). Так как U и V не сопряжены в X ,
подгруппы H и K не сопряжены в Y и, следовательно, не сопряжены в 〈H,K〉.
Вместе с тем из определения τ получаем равенство Hτ = K, поэтому H и K не
являются пронормальными подгруппами в G. Теорема доказана. �

В связи с доказательством теоремы 3 отметим, что авторам неизвестно ни
одного контрпримера к следующему утверждению.

Гипотеза 11. Холловы подгруппы пронормальны в своем нормальном за-

мыкании.
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