
Сибирский математический журнал
Январь—февраль, 2013. Том 54, № 1

УДК 512.542

КОНЕЧНЫЕ РАЗРЕШИМЫЕ ГРУППЫ,

У КОТОРЫХ ВСЕ n–МАКСИМАЛЬНЫЕ

ПОДГРУППЫ U–СУБНОРМАЛЬНЫ

В. А. Ковалева, А. Н. Скиба

Аннотация. Описываются конечные разрешимые группы, все n-максимальные
подгруппы которых являются U-субнормальными.

Ключевые слова: n-максимальная подгруппа, разрешимая группа, сверхразре-
шимая группа, минимальная несверхразрешимая группа, U-субнормальная под-
группа.

К 70-летию Виктора Даниловича Мазурова

§ 1. Введение

Все рассматриваемые в работе группы конечны. Символ π(G) обознача-
ет множество простых делителей порядка группы G, символ U — класс всех
сверхразрешимых групп.

Напомним, что U-корадикалом группы G называется пересечение всех таких
нормальных подгрупп N из G, что G/N ∈ U; U-корадикал группы G обозначают
символом GU.

Пусть φ — некоторое упорядочение простых чисел. Запись pφq означает,
что p предшествует q в упорядочении φ, p 6= q. Напомним, что группа G порядка
pα1
1 pα2

2 . . . pαnn называется φ-дисперсивной, если p1φp2φ . . . φpn и для любого i
группа G имеет нормальную подгруппу порядка pα1

1 pα2
2 . . . pαii . Если при этом

упорядочение φ таково, что pφq всегда влечет p > q, то φ-дисперсивная группа
называется дисперсивной по Оре.

Напомним, что подгруппа H группы G называется 2-максимальной (вто-
рой максимальной) подгруппой в G, если H является максимальной подгруппой
в некоторой максимальной подгруппе M группы G. Аналогично могут быть
определены 3-максимальные подгруппы, и т. д.

Одним из интересных и содержательных направлений в теории конечных
групп является исследование связи между структурой группы и ее n-макси-
мальными подгруппами (n > 1). Одним из наиболее ранних результатов в
данном направлении является работа Хупперта [1], установившего сверхразре-
шимость группы, в которой все вторые максимальные подгруппы нормальны.
В этой же работе Хупперт доказал, что если все 3-максимальные подгруппы
группы G нормальны в G, то коммутант G′ группы G является нильпотент-
ной группой и главный ранг группы G не превосходит 2. Эти два результата
получили развитие в работах многих авторов. Среди недавних результатов
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о n-максимальных подгруппах (n > 1) можно отметить работы [2], где дока-
зана разрешимость групп, в которых все 2-максимальные подгруппы облада-
ют свойством покрытия-изолирования, [3–5], в которых получены новые ха-
рактеризации сверхразрешимых групп в терминах 2-максимальных подгрупп.
В [6] дана классификация ненильпотентных групп, все 2-максимальные под-
группы которых являются TI-подгруппами. В [7] получено описание групп,
в которых каждая 3-максимальная подгруппа перестановочна со всеми мак-
симальными подгруппами. В [8] описаны ненильпотентные группы, любые две
3-максимальные подгруппы которых перестановочны, в [9] — группы, у которых
все 3-максимальные подгруппы являются S-квазинормальными, т. е. переста-
новочными со всеми силовскими подгруппами. В дальнейшем этот результат
был усилен в [10], где были описаны группы, все 3-максимальные подгруппы
которых субнормальны.

Несмотря на все эти и многие другие известные результаты о n-максималь-
ных подгруппах, по-прежнему не потеряла свое значение фундаментальная ста-
тья Манна [11], где изучалось строение групп, у которых n-максимальные под-
группы субнормальны. Манн доказал, что если все n-максимальные подгруппы
разрешимой группы G субнормальны и |π(G)| ≥ n+1, то G нильпотентна; если
же |π(G)| ≥ n− 1, то G является φ-дисперсивной для некоторого упорядочения
φ множества всех простых чисел. Наконец, в случае, когда |π(G)| = n, Манн
привел полное описание группы G.

Сверхразрешимым аналогом субнормальных подгрупп является понятие U-
субнормальной подгруппы. Напомним, что подгруппа H разрешимой группы
G называется U-субнормальной в G, если либо H = G, либо найдется такая
цепь H = H0 < · · · < Hn = G, что |Hi/Hi−1| — простое число для всякого
i = 1, 2, . . . , n.

Основной целью данной работы является доказательство следующих сверх-
разрешимых аналогов теорем Манна, упомянутых выше.

Теорема A. Если каждая n-максимальная подгруппа разрешимой группы
G U-субнормальна в G и |π(G)| ≥ n+ 2, то G сверхразрешима.

Теорема B. Пусть G — разрешимая группа с |π(G)| ≥ n+ 1. Тогда все n-
максимальные подгруппы G U-субнормальны в G в том и только в том случае,
когда G является группой одного из следующих типов.

I. G сверхразрешима.
II. G = A o B, где A = GU и B — холловы подгруппы в G, G дисперсивна

по Оре и выполняются следующие условия:
(1) подгруппа A либо имеет вид N1 × · · · × Nt (t ≥ 2), где Ni — мини-

мальная нормальная подгруппа в G, являющаяся силовской подгруппой в G
(i = 1, . . . , t), либо является силовской p-подгруппой в G экспоненты p для
некоторого простого числа p, причем коммутант, подгруппа Фраттини и центр
группы A совпадают, каждый главный фактор группы G ниже �(A) является
циклическим, а P/�(A) — нециклический главный фактор группы G;

(2) для каждого простого делителя p порядка группы A любая n-макси-
мальная подгруппа H из G сверхразрешима и индуцирует на силовской p-
подгруппе из A группу автоморфизмов, являющуюся расширением некоторой
p-группы при помощи абелевой группы экспоненты, делящей p− 1.

Теорема C. Если каждая n-максимальная подгруппа разрешимой груп-
пы G U-субнормальна в G и |π(G)| ≥ n, то G является φ-дисперсивной для
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некоторого упорядочения φ множества всех простых чисел.
В статье используются стандартные обозначения, которые при необходимо-

сти можно найти в книге [12].

§ 2. Предварительные результаты

Напомним, что максимальная подгруппа H группы G называется U-нор-
мальной в G, если G/HG ∈ U; в противном случае подгруппа H называется
U-абнормальной в G. Подгруппа H группы G называется U-субнормальной в
G, если либо H = G, либо найдется такая цепь H = H0 < · · · < Hn = G, что
Hi−1 — U-нормальная максимальная подгруппа в Hi для всякого i = 1, 2, . . . , n.

Следующие результаты будут использованы в данной работе.

Лемма 2.1. Пусть G — группа и H — U-субнормальная подгруппа в G.
(1) Если K ≤ G, то H ∩K является U-субнормальной подгруппой в K [13,

лемма 6.1.7(2)].
(2) Если N — нормальная подгруппа в G, то HN/N — U-субнормальная

подгруппа в G/N [13, лемма 6.1.6(3)].
(3) Если K ≤ G и K U-субнормальна в H, то K U-субнормальна в G [13,

лемма 6.1.6(1)].
(4) Если K — подгруппа из G и GU ≤ K, то K U-субнормальна в G [13,

лемма 6.1.7(1)].

Лемма 2.2 [12, теорема 15.10]. Пусть G — группа с нильпотентным сверх-
разрешимым корадикалом. Пусть H и M — подгруппы из G такие, что H ∈ U,
H ≤M , HF (G) = G. Если H U-субнормальна в M , то M ∈ U.

Лемма 2.3 [12, следствие 4.14.1]. Пусть группа G имеет четыре сверхраз-
решимые подгруппы, индексы которых в G попарно взаимно просты. Тогда G
сверхразрешима.

Лемма 2.4 [12, гл. VI, теорема 24.2]. Пусть G — разрешимая группа. Если
GU 6= 1 и каждая U-абнормальная максимальная подгруппа группы G принад-
лежит U, то справедливы следующие утверждения:

(1) GU является p-группой для некоторого простого числа p;
(2) GU/�(GU) — нециклический главный фактор группы G;
(3) если группа GU неабелева, то ее центр, коммутант и подгруппа Фрат-

тини совпадают и имеют экспоненту p;
(4) если GU абелева, то она элементарна;
(5) если p > 2, то GU имеет экспоненту p; при p = 2 экспонента GU не

превышает 4;
(6) любые две U-абнормальные максимальные подгруппы группы G сопря-

жены в G.
Напомним, что минимальной несверхразрешимой группой называется

несверхразрешимая группа, все собственные подгруппы которой сверхразреши-
мы.

Лемма 2.5 [12, гл. VI, теоремы 26.3, 26.5]. ПустьG— минимальная несверх-
разрешимая группа. Тогда справедливы следующие утверждения:

(1) G разрешима и |π(G)| ≤ 3;
(2) если G не является группой Шмидта, то G дисперсивна по Оре;
(3) GU является единственной нормальной силовской подгруппой в G;
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(4) если S — дополнение к GU в G, то S/S ∩ �(G) либо примарная цикли-
ческая группа, либо группа Миллера — Морено.

§ 3. Группы, все вторые максимальные
подгруппы которых U-субнормальны

Доказательства теорем A, B и C базируются на свойствах групп, у кото-
рых все 2-максимальные подгруппы U-субнормальны. Такие группы описаны в
данном параграфе.

Напомним, что максимальной цепью длины n (n-максимальной цепью)
группы G называется всякая цепь вида En < En−1 < · · · < E1 < E0 = G,
где Ei является максимальной подгруппой в Ei−1, i = 1, . . . , n. Подгруппа H
группы G называется строго n-максимальной подгруппой в G, если H является
n-максимальной подгруппой в G, но не является n-максимальной подгруппой
в любой собственной подгруппе группы G. Максимальная цепь En < En−1 <
· · · < E1 < E0 = G называется строго n-максимальной, если Ei является строго
i-максимальной подгруппой группы G для всех i = 1, . . . , n.

В [14] Асаад, усиливая полученные Хуппертом результаты [1], рассмотрел
влияние строго n-максимальных подгрупп (n = 2, 3, 4) на строение группы.
В частности, им было доказано, что если все строго 2-максимальные подгруппы
нормальны, то группа сверхразрешима. В [15] Спенсер изучал такие группы G,
в которых каждая n-максимальная цепь содержит по крайней мере одну суб-
нормальную в G подгруппу. В частности, им было доказано, что если каждая
максимальная цепь длины два группы G содержит субнормальную в G под-
группу, то G является группой Шмидта с абелевыми силовскими подгруппами.
В данном параграфе изучаем группы, в каждой строго 2-максимальной цепи
которых существует собственная U-субнормальная подгруппа.

Заметим, что если группа G сверхразрешима, то каждая ее подгруппа U-
субнормальна.

Теорема 3.1. Пусть G — несверхразрешимая группа. Тогда следующие
условия эквивалентны:

(1) G = P o M , где P = GU — минимальная нормальная подгруппа в G,
|P | = pα и M — группа одного из следующих видов:

(i) M — циклическая группа порядка qa для некоторого простого q и qa−1

делит p− 1,
(ii) M = QoR, где |Q| = q делит p−1 и |R| = rb делит p−1 для некоторых

простых чисел q и r, R — циклическая группа и Q � CG(P );
(2) каждая 2-максимальная подгруппа группы G U-субнормальна в G;
(3) в каждой строго максимальной цепи длины два группы G имеется соб-

ственная U-субнормальная в G подгруппа.

Доказательство. (1) ⇒ (2) Пусть G = P oM , где P = GU — минималь-
ная нормальная подгруппа в G, |P | = pα и M — группа вида (i). Тогда G содер-
жит в точности два класса максимальных сопряженных подгрупп, представите-
лями которых являются M и PM1, где M1 — максимальная подгруппа в M . Так
как M — циклическая группа порядка qa и qa−1 делит p−1, то M и PM1 сверх-
разрешимы. Поэтому G — минимальная несверхразрешимая группа и все под-
группы из PM1 U-субнормальны в PM1. Поскольку |G : PM1| = q, то PM1 U-
нормальна в G, поэтому по лемме 2.1(3) все подгруппы из PM1 U-субнормальны
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в G. Пусть T — произвольная максимальная подгруппа из M . Тогда PT — мак-
симальная нормальная подгруппа в G, PT сверхразрешима и |G : PT | = q. Сле-
довательно, все подгруппы из PT являются U-субнормальными в G, поэтому T
U-субнормальна в G.

Пусть теперь M является группой вида (ii). Тогда G содержит в точности
три класса максимальных сопряженных подгрупп, представителями которых
являются M , PR и PQR1, где R1 — максимальная подгруппа из R. Понятно,
что подгруппы M , PR, PQR1 сверхразрешимы. Так как |G : PR| = q и |G :
PQR1| = r, то PR и PQR1 U-нормальны в G, поэтому все их максимальные
подгруппы U-субнормальны в G. Кроме того, так же, как и выше, получаем,
что всякая максимальная подгруппа из M является U-субнормальной G.

Импликация (2) ⇒ (3) очевидна.
(3) ⇒ (1) Сначала покажем, что все максимальные подгруппы с непростым

индексом из G сверхразрешимы. Пусть M — произвольная максимальная под-
группа группы G, у которой индекс |G : M | не является простым числом, и
T — произвольная максимальная подгруппа в M . Допустим, что T не является
строго 2-максимальной подгруппой в G. Это означает, что существует по край-
ней мере одна максимальная цепь подгрупп Gi группы G (0 ≤ i ≤ n) такая, что
T = Gr для r ≥ 3 и группа Gi максимальна в Gi−1. Среди всех таких цепей
группы G выберем цепь наибольшей длины T = Gr < · · · < G2 < G1 < G0 = G.
В этом случае группа G2 является строго 2-максимальной подгруппой в G. Так
как T ≤ M и T ≤ G2, то T ≤ G2 ∩M . Если G2 ∩M = 1, то T = 1 и |M | = p
для некоторого простого числа p. Следовательно, в этом случае получаем, что
группа M сверхразрешима.

Пусть теперь G2∩M 6= 1 и G1 U-нормальна в G. Если T < G1∩M , то ввиду
максимальности подгруппы T в M получаем, что G1∩M = M , откуда G1 = M .
Поскольку согласно предположению подгруппа G1 U-нормальна в G, индекс |G :
M | является простым числом, что противоречит выбору подгруппы M . Значит,
T = G1 ∩M . Следовательно, T U-субнормальна в M по лемме 2.1(1), так что
|M : T | — простое число. Если же G1 не является U-нормальной подгруппой в
G, то согласно условию подгруппа G2 U-субнормальна в G. Если T < G2∩M , то
G2∩M = M ввиду максимальности T в M , поэтому G2 = M , что противоречит
максимальности подгруппы M . Значит, T = G2 ∩M , T U-нормальна в M по
лемме 2.1(1), и |M : T |— простое число. В силу произвольности T получаем, что
все максимальные подгруппы из M имеют в M простые индексы, стало быть.
M — сверхразрешимая группа. Следовательно, в группе G все максимальные
подгруппы непростого индекса сверхразрешимы.

Покажем теперь, что группа G разрешима. Предположим, что это не так,
и пусть G — контрпример минимального порядка. Пусть N — минимальная
нормальная подгруппа в G и H/N < T/N < G/N — строго 2-максимальная цепь
в G/N . Тогда H < T < G является строго 2-максимальной цепью в G, поэтому
согласно условию либоH, либо T U-субнормальна вG. Следовательно, по лемме
2.1(2) либо H/N , либо T/N U-субнормальна в G/N . Значит, ввиду выбора
группы G группа G/N разрешима. Поэтому N — единственная минимальная
нормальная подгруппа в G, N � �(G) и N не абелева. Следовательно, по
теореме Бернсайда о разрешимости бипримарных групп найдется такой простой
делитель p порядка группы N , что p ≥ 5. Пусть Np — произвольная силовская
p-подгруппа из N . Тогда для некоторой силовской p-подгруппы P группы G
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имеет место Np ≤ P , что влечет Np = P ∩N . Значит, P ≤ NG(Np). Поскольку
N — неабелева группа, в G существует такая максимальная подгруппа M , что
NG(Np) ≤ M , Np ≤ P ≤ M , откуда G = NNG(Np) = NM и, следовательно,
N � M .

Предположим, что N ∩M � �(M). Тогда найдется такая максимальная в
M подгруппа T , что (N ∩M)T = M . Поэтому G = NM = N(N ∩M)T = NT .
Предположим, что T не является строго 2-максимальной подгруппой в G. То-
гда в G имеется отличная от M максимальная подгруппа V такая, что T —
собственная немаксимальная подгруппа в V . Пусть L — максимальная под-
группа из V такая, что T ≤ L и L является строго 2-максимальной подгруппой
в G. Предположим, что V U-нормальна в G. Тогда G/VG ∈ U, откуда VG 6= 1.
Тогда N ≤ VG и G = NV ≤ V , что противоречит выбору подгруппы V . Зна-
чит, L U-субнормальна в G, что так же, как и выше, приводит к противоречию.
Следовательно, T является строго 2-максимальной подгруппой в G.

По условию теоремы либо T либоM является U-субнормальной в G. В каж-
дом из этих случаев, как и выше, приходим к противоречию. Значит, N ∩M ≤
�(M), поэтому подгруппа N ∩ M нильпотентна. Следовательно, NN (Np) =
NG(Np) ∩ N ≤ M ∩ N , что влечет нильпотентность подгруппы NN (Np). Но
тогда Op(N) 6= N по [16, гл. X, теорема 8.13]. Следовательно, у группы N
имеется абелев композиционный фактор, и N — абелева группа. Полученное
противоречие завершает доказательство разрешимости группы G.

Так как группа G разрешима, по лемме 2.4 получаем, что справедливы
следующие утверждения:

(a) P = GU — s-группа для некоторого простого делителя s порядка группы
G;

(b) P/�(P ) — главный фактор группы G и |P/�(P )| > s.
(c) все максимальные подгруппы непростого индекса из G сопряжены в G.
Пусть M — максимальная подгруппа непростого индекса из G. Тогда M

не U-субнормальна в G, поэтому P � M по лемме 2.1(4), что влечет G = PM .
Так как |G : M | = |P/�(P )| не является простым числом, то, как показано
выше, M — сверхразрешимая группа. Предположим, что �(P ) 6= 1. Тогда
ввиду сверхразрешимости группы M в ней имеется такая максимальная под-
группа T , что |M : T | = s. Как и при доказательстве разрешимости группы G,
можно показать, что T является строго 2-максимальной подгруппой в G. По
условию теоремы T U-субнормальна в G. Следовательно, в G найдется такая
максимальная подгруппа L, что T ≤ L и G/LG ∈ U. Но тогда P = GU ≤ LG,
откуда следует, что G = PT = L. Полученное противоречие показывает, что
�(P ) = 1, поэтому согласно (b) P — минимальная нормальная подгруппа в G
и G = P o M . Пусть D — максимальная подгруппа из G такая, что P ≤ D.
Тогда D = P o (D ∩M), где D ∩M — максимальная в M подгруппа. Как и
выше, можно показать, что D ∩M является строго 2-максимальной подгруп-
пой в G, поэтому D ∩ M U-субнормальна в G. Так как M сверхразрешима,
D ∩M сверхразрешима и по лемме 2.2 D сверхразрешима. Следовательно, все
максимальные подгруппы из G сверхразрешимы. Значит, G — минимальная
несверхразрешимая группа, стало быть, утверждения (1)(i) и (1)(ii) вытекают
из леммы 2.5. Теорема доказана.

Нетрудно проверить, что упомянутые выше результаты Асаада и Спенсера
являются следствиями теоремы 3.1.
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§ 4. Доказательства теорем A, B и C

Доказательство теоремы A. Предположим, что теорема неверна, и
пусть G — контрпример минимального порядка. Пусть M — произвольная мак-
симальная подгруппа из G. Тогда согласно условию все (n − 1)-максимальные
подгруппы из M U-субнормальны в G, а значит, они U-субнормальны в M по
лемме 2.1(1). Так как при этом ввиду разрешимости группы G либо |π(M)| =
|π(G)|, либо |π(M)| = |π(G)| − 1, то M сверхразрешима по выбору группы G.
Значит, G является минимальной несверхразрешимой группой. Тогда по лем-
ме 2.5 |π(G)| = 3. Следовательно, все максимальные подгруппы группы G U-
нормальны, поэтому группа G сверхразрешима, что противоречит выбору этой
группы. Теорема доказана.

Доказательство теоремы B. Необходимость. Сначала покажем, что
если N — минимальная нормальная подгруппа в G, то условие теоремы сохра-
няется для G/N . Действительно, если N не является силовской подгруппой
группы G, то |π(G/N)| = |π(G)|. Кроме того, если H/N — n-максимальная
подгруппа в G/N , то H является n-максимальной подгруппой в G, поэтому H
U-субнормальна в G. Следовательно, H/N U-субнормальна в G/N по лемме
2.1(2). Если же в G/N нет n-максимальных подгрупп, то ввиду разрешимо-
сти группы G единичная подгруппа из G/N U-субнормальна в G/N и являет-
ся при некотором i < n единственной i-максимальной подгруппой в G/N , где
i < |π(G/N)|. Таким образом, и в этом случае условие теоремы верно для G/N .
Рассмотрим, наконец, случай, когда N — силовская p-подгруппа в G. Тогда
по теореме Шура — Цассенхауза группа G имеет холловскую p′-подгруппу E.
Понятно, что |π(E)| = |π(G)| − 1 и E — максимальная в G подгруппа. Поэто-
му все (n − 1)-максимальные подгруппы из E U-субнормальны в E по лемме
2.1(1). Таким образом, в силу индукции по |G|, можно считать, что G/N либо
сверхразрешима, либо является группой, удовлетворяющей условию II.

Предположим, что группа G не сверхразрешима. Покажем, что в этом
случае G — группа, удовлетворяющая условию II. Предположим, что это не
так, и пусть G — контрпример минимального порядка. Заметим прежде, что
|π(G)| > 2. Действительно, если |π(G)| = 2, то по условию все максимальные
подгруппы из G U-нормальны, что влечет сверхразрешимость группы G.

Пусть A = GU.
(a) G дисперсивна по Оре, и A — нильпотентная группа.
Пусть N — произвольная минимальная нормальная подгруппа в G. Тогда

G/N дисперсивна по Оре и (G/N)U — нильпотентная группа. Известно, что
класс всех дисперсивных по Оре групп является насыщенной формацией, по-
этому N — единственная минимальная нормальная подгруппа в G и N � �(G).
Следовательно, в G имеется такая максимальная подгруппа L, что G = N o L,
где LG = 1. Стало быть, CG(N) = N .

Сначала покажем, что группа G дисперсивна по Оре. Так как G разре-
шима, в G найдется нормальная максимальная подгруппа M , |G : M | = p для
некоторого простого p и либо |π(M)| = |π(G)|, либо |π(M)| = |π(G)| − 1. По-
скольку все (n − 1)-максимальные подгруппы из M U-субнормальны в M по
лемме 2.1(1), условие теоремы остается справедливым для M , поэтому M дис-
персивна по Оре в силу выбора группы G. Пусть q — наибольшее число из
π(M), Mq — силовская q-подгруппа из M и P — силовская p-подгруппа из G.
Так как Mq характеристична в M , то Mq нормальна в G. Сначала рассмотрим
случай, когда |π(M)| = |π(G)|. Тогда q — наибольший простой делитель поряд-
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ка группы G и Mq 6= 1. Тем самым G/Mq дисперсивна по Оре, поэтому ввиду
максимальности q группа G также дисперсивна по Оре. Теперь предположим,
что |π(M)| = |π(G)| − 1. Если q > p, то, как и выше, заключаем, что G также
дисперсивна по Оре. Следовательно, p > q, и поэтому p является наибольшим
простым делителем порядка группы G. Так как Mq 6= 1, то N ≤ Mq. Сле-
довательно, N — q-группа. Кроме того, поскольку, как мы уже установили,
|π(G)| > 2, для некоторого простого делителя r порядка G имеем q 6= r 6= p.
Пусть W — холловская r′-подгруппа в G. Тогда PN ≤ W , |π(W )| = |π(G)| − 1
и всякая (n− 1)-максимальная подгруппа из W U-субнормальна в W . Следова-
тельно, W — дисперсивная по Оре группа в силу выбора группы G. Значит, P
нормальна в G, поэтому P ≤ CG(N) ≤ N . Полученное противоречие показыва-
ет, что группа G дисперсивна по Оре.

Покажем, что A — нильпотентная группа. Если |π(G)| = 3, то по усло-
вию либо все максимальные подгруппы из G, либо все ее 2-максимальные под-
группы U-субнормальны в G. Но в первом случаем получаем, что группа G
сверхразрешима, что противоречит нашему предположению о G. Значит, все
2-максимальные подгруппы группы G U-субнормальны, поэтому по теореме 3.1
G — минимальная несверхразрешимая группа с абелевым сверхразрешимым
корадикалом A. Таким образом, поскольку |π(G)| > 2, осталось лишь рассмот-
реть случай, когда |π(G)| ≥ 4. Пусть N является p-группой и P — некоторая
силовская p-подгруппа из G. Заметим, что если N 6= P , то ввиду теоремы A
подгруппа L сверхразрешима, поэтому A нильпотентна. Значит, N = P .

Пусть |π(G)| = 4. Тогда поскольку G не сверхразрешима, либо все 2-
максимальные подгруппы из G, либо все ее 3-максимальные подгруппы U-суб-
нормальны в G. Поэтому все вторые максимальные подгруппы группы G сверх-
разрешимы. Следовательно, L является либо сверхразрешимой группой, либо
минимальной несверхразрешимой группой. Но в первом случае U-корадикал
группы G нильпотентен. Поэтому нам необходимо лишь рассмотреть случай,
когда L — минимальная несверхразрешимая группа.

В этом случае L = Q o (R o T ), где Q = LU — нециклическая q-группа,
являющаяся минимальной нормальной подгруппой в L, R — группа простого
порядка r, делящего q−1, и Q � CG(P ). Пусть V = PQR. Тогда V не является
минимальной несверхразрешимой группой по теореме 3.1. Значит, V — сверх-
разрешимая группа. Заметим, что F (V ) характеристична в V и V нормальна
в G. Следовательно, F (V ) нормальна в G, и поэтому всякая ее силовская под-
группа нормальна в G. Но N — единственная минимальная нормальная под-
группа группы G. Стало быть, F (V ) = N = P . Значит, V/P ' QR — абелева
группа, поэтому R ≤ CL(Q). Это противоречие показывает, что при |π(G)| = 4
подгруппа GU нильпотентна.

Рассмотрим, наконец, случай, когда |π(G)| > 4. Тогда если π(L) = {p1, . . . ,
pt}, то t > 3. Пусть Ei — холловская p′i-подгруппа группы G. Тогда Ei ли-
бо сверхразрешимая группа, либо является минимальной несверхразрешимой
группой. Но во втором случае |π(Ei)| ≤ 3 по лемме 2.5, поэтому |π(G)| ≤ 4,
что противоречит рассматриваемому случаю. Значит, Ei — сверхразрешимая
группа, и ввиду леммы 2.3 группа G сверхразрешима.

(b) A является холловой подгруппой в G.
Согласно (a) группа G дисперсивна по Оре. Следовательно, для наиболь-

шего простого делителя r порядка этой группы силовская r-подгруппа R нор-
мальна в G.
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Так как по (a) подгруппа A нильпотентна, то A ≤ F (G). Предположим, что
G содержит две минимальные нормальные подгруппы H и K такие, что H — p-
группа и K — q-группа, где p 6= q. Не нарушая общности доказательства, можно
предполагать, что H ≤ A. Как показано выше, условие теоремы сохраняется
для G/K и (G/K)U = GUK/K = AK/K, стало быть, AK/K — холлова подгруп-
па в G/K. Пусть Ap — силовская p-подгруппа из A. Тогда KAp/K — силовская
p-подгруппа в AK/K, поэтому KAp/K — силовская p-подгруппа в G/K. Сле-
довательно, Ap — силовская p-подгруппа в G. Предположим, что Ap 6= A и
At — силовская t-подгруппа в A, где t 6= p. Рассмотрев фактор-группу G/H,
видим, что At — силовской t-подгруппа в G. Поэтому A является холловой под-
группой в G. Рассмотрим теперь случай, когда все минимальные нормальные
подгруппы из G являются p-группами и p = r. Тогда F (G) = P — силовская
p-подгруппа в G, поэтому A ≤ P . Если H 6= A, то, используя те же аргументы,
что и выше, видим, что A является силовской p-подгруппой в G. Следователь-
но, можно положить H = A. Если � = �(P ) 6= 1, то �A/� = �GU/� = (G/�)U

— холлова подгруппа в G/�. Если H ≤ �, то G/� — нильпотентная группа. Но
P нормальна в G, так что � ≤ �(G). Это показывает, что G нильпотентна, тем
самым H = A = GU = 1, что противоречит предположению о G. Следователь-
но, H � �, поэтому H�/� — неединичная p-группа. Отсюда H� = P , стало
быть, H = P . Полученное противоречие показывает, что �(P ) = 1. По теореме
Машке P = N1 × · · · × Nk — прямое произведение минимальных нормальных
подгрупп группы G. Если N1 6= P , то G/N1 и G/N2 сверхразрешимы. Следо-
вательно, группа G также сверхразрешима. Это противоречие показывает, что
A = GU является холловой подгруппой в G.

(c) Подгруппа A либо имеет вид N1×· · ·×Nt (t ≥ 2), где Ni — минимальная
нормальная подгруппа в G, представляющая собой силовскую подгруппу в G
(i = 1, . . . , t), либо является силовской p-подгруппой в G экспоненты p для неко-
торого простого делителя p порядка группы G, причем коммутант, подгруппа
Фраттини и центр группы A совпадают, каждый главный фактор группы G
ниже �(A) является циклическим, а P/�(A) — нециклический главный фактор
группы G.

Пусть P — силовская p-подгруппа из A, где p делит |A|. Ввиду утвержде-
ний (a) и (b) P является нормальной силовской подгруппой в G. Пусть N —
минимальная нормальная подгруппа из G такая, что N ≤ P . Сначала предпо-
ложим, что N ≤ �(G), и пусть M — максимальная подгруппа из G такая, что
P � M . Тогда M сверхразрешима по теореме A, поэтому G/P ' M/M ∩ P —
сверхразрешимая группа. В этом случае A = P и каждая не содержащая P
максимальная подгруппа из G сверхразрешима. Заметим также, что каждая
максимальная подгруппа из G, содержащая P , U-нормальна. Таким образом,
ввиду леммы 2.4 подгруппа A = GU удовлетворяет условию II(1).

Предположим, что любая минимальная нормальная подгруппа из G, со-
держащаяся в A, не входит в подгруппу �(G). Если N 6= P , то G/N сверх-
разрешима по теореме A. Поэтому A ≤ N , что противоречит утверждению (b).
Следовательно, все силовские подгруппы из A являются минимальными нор-
мальными подгруппами в G, поэтому A = N1 × · · · × Nt (t ≥ 2), где Ni —
минимальная нормальная подгруппа в G, i = 1, . . . , t.

(d) Для каждого простого делителя p порядка группы A любая n-мак-
симальная подгруппа H из G сверхразрешима и индуцирует на силовской p-
подгруппе из A группу автоморфизмов, являющуюся расширением некоторой
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p-группы при помощи абелевой группы экспоненты, делящей p− 1.
Пусть H — произвольная n-максимальная подгруппа из G. Пусть H —

максимальная подгруппа в такой подгруппе V из G, что V является (n − 1)-
максимальной подгруппой в G. Тогда все максимальные подгруппы из V U-
субнормальны в G. Следовательно, V — сверхразрешимая группа. Итак, H
сверхразрешима.

Найдутся такие максимальные в G подгруппы M1 и M2, что H ≤M1 ∩M2,
M2 U-нормальна в G и H является (n− 1)-максимальной подгруппой в M1. По-
нятно, что утверждения теоремы верны относительно M1 и M2. Следовательно,
если Vi — произвольная (n−1)-максимальная подгруппа из Mi и P — силовская
p-подгруппа в MU

i , то Vi/CVi(P ) является расширением некоторой p-группы при
помощи абелевой группы экспоненты, делящей p− 1.

Предположим, что подгруппа M2 сверхразрешима. Тогда M2/CM2(P ) яв-
ляется расширением некоторой p-группы при помощи абелевой группы экспо-
ненты, делящей p− 1. Следовательно,

H/CH(P ) = H/CM2(P ) ∩H ' CM2(P )H/CM2(P )

— расширение некоторой p-группы при помощи абелевой группы экспоненты,
делящей p− 1 (i = 1, 2).

Предположим, что M2 не является сверхразрешимой группой. Ввиду тео-
ремы A это означает, что M2 — холлова q′-подгруппа в G, где |G : M2| = q.
Следовательно, |M1 : M1 ∩M2| = q, что влечет MU

1 ≤M1 ∩M2.
Предположим, что �(A) = 1. В этом случае A является абелевой груп-

пой. Пусть E = MU
1 H и T/L — главный фактор группы E, где T ≤ MU

1 ∩H и
|T/L| = pa. Пусть P — силовская p-подгруппа в MU

1 . Тогда T ≤ P и H/CH(P )
является расширением некоторой p-группы при помощи абелевой группы экспо-
ненты, делящей p− 1. Поэтому H/CH(T/L) — расширение некоторой p-группы
при помощи абелевой группы экспоненты, делящей p− 1. Ввиду изоморфизма
AM1/A 'M1/M1∩A имеет место MU

1 ≤ GU = A, так что MU
1 является абелевой

группой. Следовательно, CE(T/L) = MU
1 (CE(T/L) ∩ H) = MU

1 CH(T/L). Тем
самым

E/CE(T/L) = MU
1 H/M

U
1 CH(T/L) ' H/CH(T/L)(H ∩MU

1 )

является расширением некоторой p-группы при помощи абелевой группы экспо-
ненты, делящей p− 1. Следовательно, |T/L| = p. Так как при этом H — сверх-
разрешимая группа, группа E сверхразрешима. Понятно также, что сверхраз-
решимой является и группа E/MU

1 . Таким образом, H — (a1 + · · ·+ at)-макси-
мальная подгруппа в M1 ∩M2, где pa1

1 . . . patt — каноническое разложение числа
|M1 ∩ M2 : H|. Таким образом, n ≤ |M1 ∩ M2 : H| + 1. Следовательно, в
M2 найдется такая (n − 1)-максимальная подгруппа из V , что H ≤ V . Таким
образом, если P — силовская p-подгруппа в MU

2 , то V/CV (P ) является расши-
рением некоторой p-группы при помощи абелевой группы экспоненты, делящей
p − 1. Если же �(A) 6= 1, то M1 — сверхразрешимая группа, и в этом случае
необходимое утверждение доказывается аналогично.

Достаточность. Очевидно, что если группа G сверхразрешима, то каж-
дая ее подгруппа является U-субнормальной. Пусть G — группа типа II. Пусть
H — произвольная n-максимальная подгруппа вG. Так как по условию теоремы
для всякого p ∈ π(GU) любая n-максимальная подгруппа H из G сверхразре-
шима и индуцирует на силовской p-подгруппе из GU группу автоморфизмов,
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являющуюся расширением некоторой p-группы при помощи абелевой группы
экспоненты, делящей p − 1, то GUH сверхразрешима (см. п. (d) в доказатель-
стве необходимости). Поэтому H U-субнормальна в GUH. Кроме того, так как
GU ≤ GUH, то GUH U-субнормальна в G по лемме 2.1(4). Поэтому по лем-
ме 2.1(3) H U-субнормальна в G. Теорема доказана.

Доказательство теоремы C. Предположим, что |π(G)| = 2. Тогда по
условию либо все максимальные подгруппы из G, либо все ее 2-максимальные
подгруппы U-субнормальны в G. Поэтому каждая максимальная подгруппа из
G сверхразрешима. Следовательно, G является либо сверхразрешимой груп-
пой, либо минимальной несверхразрешимой группой. Поэтому группа G φ-
дисперсивна для некоторого упорядочения φ множества всех простых чисел
согласно лемме 2.5. Таким образом, будем предполагать, что |π(G)| > 2.

Если N — минимальная нормальная подгруппа в G, то условие теоремы
сохраняется для G/N (см. п. (a) в доказательстве теоремы B). Следовательно,
по индукции G/N φ-дисперсивна для некоторого упорядочения φ множества
всех простых чисел. Можно считать, что N не является силовской подгруппой
группы G. Более того, поскольку класс всех φ-дисперсивных групп является
насыщенной формацией (см. [12, с. 35]), то N � �(G). Поэтому (см. п. (a)
в доказательстве теоремы B) в G найдется такая максимальная подгруппа M ,
что G = N o M , все (n − 1)-максимальные подгруппы из M U-субнормальны
в M и |π(M)| = |π(G)|. Но тогда по теореме B G/N ' M — дисперсивная по
Оре группа. Таким образом, мы можем предполагать, что N — единственная
минимальная нормальная подгруппа в G, что влечет CG(N) = N .

Пусть N является p-группой, и пусть q — произвольный простой делитель
порядка группы G, отличный от p. Пусть E — холлова q′-подгруппа в G. Тогда
N ≤ E и условие теоремы выполняется для E. Следовательно, по индукции
одна из силовских подгрупп группы E, скажемR, нормальна в E. Если при этом
N � R, то R ≤ CG(N) = N . Значит, R — силовская p-подгруппа в E. Понятно
также, что R является силовской p-подгруппой в группе G и (|G : NG(R)|, r) = 1
для любого простого числа r 6= q. Но поскольку рассматриваем случай, когда
|π(G)| > 2, это влечет, что R нормальна в G. Теорема доказана.

В заключение отметим, что ограничения на |π(G)| в теоремах A, B и C осла-
бить нельзя. Для теоремы A это вытекает из описания минимальных несверх-
разрешимых групп (см. лемму 2.5). Относительно теоремы C это также верно,
как показывает пример симметрической группы степени 4. Пусть теперь p, q,
r — простые числа такие, что p > q > r, r делит q − 1, q и r делят p− 1. Пусть
Q o R — неабелева группа порядка qr, и пусть P1 — простой точный FpQR-
модуль. Пусть, наконец, G = (P1 o (Q o R)) × P2, где P2 — группа порядка
p. Тогда сверхразрешимый корадикал GU = P1 группы G не является холловой
подгруппой в G. При этом легко проверить, что все 3-максимальные подгруппы
из G U-субнормальны в G.

Авторы выражают глубокую благодарность рецензенту за полезные заме-
чания.
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