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Введение

Статья является продолжением предыдущей нашей работы [1], в которой
мы классифицировали центральные простые конечномерные некоммутативные
йордановы супералгебры характеристики 0 и степени n > 2. В настоящей работе
мы рассматриваем оставшиеся случаи, а именно случаи степеней 1 и 2.

Класс некоммутативных йордановых супералгебр чрезвычайно обширен:
он включает в себя альтернативные супералгебры, йордановы супералгебры,
квазиассоциативные супералгебры, квадратичные эластичные супералгебры и
суперантикоммутативные супералгебры.

В случае простых некоммутативных йордановых алгебр характеристики 0
Шейфер доказал, что они являются либо простыми коммутативными йордано-
выми алгебрами, либо простыми квазиассоциативными алгебрами, либо про-
стыми эластичными алгебрами степени 2 [2]. Оемке перенес классификацию
Шейфера на случай эластичных алгебр со строго ассоциативными степенями
характеристики 6= 2, 3 [3], МакКриммон — на некоммутативные йордановы ал-
гебры степени > 2 и характеристики 6= 2 [4, 5], а Смит описал такие алгебры
степени 2 [6]. Случай нодальных простых алгебр положительной характери-
стики в основном рассматривался Кокорисом [7, 8], случай бесконечномерных
йордановых алгебр — в работах И. П. Шестакова [9] и В. Г. Скосырского [10].

Случай конечномерных простых йордановых супералгебр над алгебраиче-
ски замкнутыми полями характеристики 0 исследован В. Кацем [11] и И. Кан-
тором [12]. Изучение йордановых супералгебр положительной характеристики
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было инициировано Капланским [13]. М. Расин и Е. Зельманов [14] классифици-
ровали конечномерные простые йордановы супералгебры характеристики 6= 2 с
полупростой четной частью; К. Мартинез и Е. Зельманов рассмотрели случай,
когда четная часть не является полупростой [15], а Е. Зельманов — оставшийся
неунитальный случай [16]. Проблема классификации простых некоммутатив-
ных йордановых супералгебр поставлена в [17, проблема 3.100a] (см. также
[18]).

В § 2 описаны простые некоммутативные йордановы супералгебры харак-
теристики 0 и степени 2, в § 3 — некоммутативные йордановы супералгебры
характеристики 0 и степени 1. Вопрос в данном случае сводится к описанию
дифференцирований супералгебры Грассмана, относительно которых она диф-
ференциально простая.

Поскольку некоммутативные йордановы супералгебры находятся во вза-
имно однозначном соответствии с йордановыми супералгебрами, допускающи-
ми структуру скобки Пуассона, следствием полученных результатов является
описание скобок Пуассона на простых конечномерных йордановых супералгеб-
рах характеристики 0. Для супералгебр степени ≤ 2, изучаемых в настоящей
работе, явно описываем скобки Пуассона, а для оставшихся супералгебр, иссле-
дованных в [1], описание получается из леммы 7.

В дальнейшем U означает некоммутативную йорданову супералгебру (не
обязательно конечномерную) над F , где F всегда обозначает основное поле ха-
рактеристики 6= 2. Символ := обозначает равенство по определению, (x, y, z) :=
(xy)z − x(yz), [x, y] := xy − (−1)xyyx, x ◦ y := 1

2 (xy + (−1)xyyx), x • y :=
xy + (−1)xyyx, 〈� 〉 — линейная оболочка множества � над F .

§ 1. Предварительные результаты

1. Определяющие тождества. Пусть U = U0̄ ⊕ U1̄ — супералгебра,
(−1)xy := (−1)p(x)p(y), где p(x) — четность x (p(x) = i, если x ∈ Uī); (−1)x,y,z :=
(−1)xy+xz+yz. Всюду далее если в формуле появляется четность элемента, то
этот элемент предполагается однородным, идемпотенты также предполагаются
однородными. Обозначим через Lx и Rx операторы левого и правого умножения
на элемент x ∈ U :

Lx(y) := xy, Rx(y) := (−1)xyyx.

Супералгебра U называется некоммутативной йордановой супералгеброй,
если операторные тождества

[Rx◦y, Lz] + (−1)x(y+z)[Ry◦z, Lx] + (−1)z(x+y)[Rz◦x, Ly] = 0, (1)

[Rx, Ly] = [Lx, Ry] (2)

справедливы для всех x, y, z ∈ U . Второе операторное тождество определяет
класс эластичных супералгебр. Заметим, что (2) следует из (1), если U обла-
дает единицей. Если предположим, что все элементы из U четны, то придем к
определению некоммутативной йордановой алгебры.

Тождество эластичности может быть записано в следующих видах:

(−1)xyLxy − LyLx = Ryx −RyRx, (3)

(x, y, z) = −(−1)x,y,z(z, y, x). (4)
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Лемма 1 [1]. U является некоммутативной йордановой супералгеброй то-
гда и только тогда, когда U — эластичная супералгебра такая, что U (+) —
йорданова супералгебра.

2. Разложение Пирса. Напомним обычные факты о разложении Пирса
[19, 4, 1]. Используя (1), получаем

Ry(z◦t) + (−1)t(y+z)(Rt + Lt)LyLz + (−1)yz(Rz + Lz)LyLt

= RyRz◦t + (−1)t,y,z(Rt + Lt)Lzy + (−1)y(z+t)(Rz + Lz)Lty. (5)

Если e ∈ U такой, что e2 = e и e однороден, то e ∈ U0̄ и (5) дает

Re + (Re + Le)L2
e = (Re + Le)Le +R2

e. (6)

Согласно (2) Le − L2
e = Re −R2

e. Следовательно, (6) эквивалентно

(Re + Le)
(
Le − L2

e

)
=

(
Le − L2

e

)
.

Положим Ui = {x : ex + xe = ix} при i = 0, 1, 2. Применяя стандартные
рассуждения, получаем U = U0 ⊕ U1 ⊕ U2.

Обозначим через Pi ассоциированную проекцию на Ui. Заметим, что про-
странства U0, U1 и U2 удовлетворяют следующим соотношениям:

U2
i ⊆ Ui, UiU1 + U1Ui ⊆ U1, U0U2 = 0, (7)

x ∈ Ui ⇒ xe = ex =
1
2
ix, i = 0, 2, x, y ∈ U1 ⇒ x ◦ y ∈ U0 + U2. (8)

Лемма 2 [1]. Если x, y ∈ U0, u ∈ U2, ui ∈ Ui (i = 0, 2), z, w ∈ U1, то

e(z • y) = ez • y = zy, (y • z)e = y • ze = yz, (9)

e(u • z) = u • ez = uz, (z • u)e = ze • u = zu, (10)

P2(ez • w) = P2(z • we) = P2(zw), P0(w • ez) = P0(we • z) = P0(wz), (11)

P1(zw) • ui = P1(z(w • ui)) = (−1)wuiP1((z • ui)w). (12)

Лемма 3 [1]. Для любого фиксированного i ∈ {0, 2} и для всех x, y, z ∈ U1
справедливы следующие соотношения:

Pi(x ◦ P1(yz)) = Pi(P1(xy) ◦ z) = (−1)x(y+z)Pi(y ◦ P1(zx)). (13)

3. Мутации. Если U = (U, ·) — супералгебра и λ ∈ F , то λ-мутацией U
называется супералгебра U (λ) = (U, ·λ), где

x ·λ y = λx · y + (−1)xy(1− λ)y · x.

Заметим, что U (1/2) — это в точности симметризованная супералгебра U (+).
Отображение τ : λ 7→ (λ+1)/2 является взаимно однозначным отображени-

ем F на себя с обратным τ−1 : λ 7→ 2λ− 1, поэтому оно естественно отображает
поле F = (F,+, ·) изоморфно на поле F̃ = (F,⊕,�), где

λ⊕ µ = τ(τ−1λ+ τ−1µ) = τ(2λ+ 2µ− 2) = λ+ µ− 1
2 ,

λ� µ = τ(τ−1λ · τ−1µ) = τ(4λµ− 2λ− 2µ+ 1) = 2λµ− λ− µ+ 1.

Поле F̃ имеет нулевой элемент τ(0) = 1
2 и единицу τ(1) = 1.
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Если рассмотреть двойную мутацию (U (λ))(µ), то легко вывести равенство
(U (λ))(µ) = U (λ�µ). Если λ 6= 1

2 , то λ имеет обратный элемент µ в F̃ , поэтому
можем восстановить U из U (λ): U = U (1) = U (λ�µ) = (U (λ))(µ). Однако если
λ = 1

2 , то не всегда можно однозначно восстановить U , поскольку все мутации
имеют одинаковую U (+). Так, нельзя, вообще говоря восстановить ассоциатив-
ную супералгебру U из специальной йордановой супералгебры U (+).

Заметим, что идеал в U остается идеалом в U (λ), поэтому если λ 6= 1
2 , то

идеалы в U и U (λ) совпадают. Так как L(λ)
x = λLx + (1 − λ)Rx, R

(λ)
x = λRx +

(1 − λ)Lx, очевидно, что мутация некоммутативной йордановой супералгебры
снова является некоммутативной йордановой супералгеброй.

Например, расщепляемая квазиассоциативная супералгебра — это мутация
D (λ) ассоциативной супералгебры D . Супералгебра U называется квазиассоци-
ативной, если существует расширение � поля F такое, что U� := U ⊗F � —
расщепляемая квазиассоциативная супералгебра над �: U� = D (λ) для λ ∈ �.
Супералгебра U является расщепляемой квазиассоциативной супералгеброй то-
гда и только тогда, когда λ ∈ F . Известно, что индикатор φ = λ(1−λ) суперал-
гебры U всегда лежит в F , поэтому достаточно рассматривать только квадра-
тичные расширения � = F (λ). Эти идеи были впервые применены Албертом
[19, с. 581–584], хотя он явно не использовал F̃ , что было сделано МакКриммо-
ном в [4].

4. Простые супералгебры. Напомним некоторые факты из [1] о простых
некоммутативных йордановых супералгебрах.

Лемма 4 [1]. Пусть (A, ·) — эластичная супералгебра. Если A(+) обладает

единицей 1 =
n∑
i=1

ei для некоторых ортогональных четных идемпотентов ei, то

и A обладает тем же свойством.

Лемма 5 [1]. Отображение d = [·, x] является супердифференцированием
в U (+) для любого x ∈ U .

Обозначим через D следующее множество супердифференцирований в U (+):
D := {[·, x] : x ∈ U}.

Лемма 6 [1]. Супералгебра U проста тогда и только тогда, когда U (+)

является D-простой супералгеброй.
Бинарную операцию { , } будем называть (обобщенной) скобкой Пуассона

на супералгебре (A, ·), если для любых однородных a, b, c ∈ A справедливо ра-
венство

{a · b, c} = (−1)bc{a, c} · b+ a · {b, c}.
Заметим, что некоммутативные йордановы супералгебры находятся во вза-

имно однозначном соответствии со скобками Пуассона на присоединенных йор-
дановых супералгебрах.

Лемма 7. Пусть (J, •) — йорданова супералгебра с определенной на ней су-
перантикоммутативной скобкой Пуассона [ , ]. Тогда операция ab = 1

2 (a•b+[a, b])
задает на пространстве J структуру некоммутативной йордановой супералгеб-
ры. Обратно, если U — некоммутативная йорданова супералгебра, то супер-
коммутатор [ , ] является скобкой Пуассона на йордановой супералгебре U (+),
при этом умножение в U может быть восстановлено из йорданова умножения •
в U (+) и скобки Пуассона [ , ]: ab = 1

2 (a • b+ [a, b]).
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Доказательство. По лемме 1 достаточно проверить эластичность:
(x, y, z) = (xy)z − x(yz) = (x • y + [x, y])z − x(y • z + [y, z])

= (x • y) • z + [x • y, z] + [x, y] • z + [[x, y], z]
− x • (y • z)− [x, y • z]− x • [y, z]− [x, [y, z]]

= (x • y) • z − x • (y • z) + [[x, y], z]− [x, [y, z]],
откуда все и следует. Чтобы доказать обратное утверждение, достаточно при-
менить лемму 5. �

Будем говорить, что некоммутативная йорданова супералгебра U имеет
степень k, если k — это максимальное возможное число взаимно ортогональ-
ных идемпотентов в U⊗F F , где F — алгебраическое замыкание основного поля
F ; и U имеет единицу степени k, если k — это степень U и единица разлагается
в сумму k ортогональных идемпотентов.

Теорема 1 [1]. Конечномерная центральная простая некоммутативная
йорданова супералгебра характеристики 0 является одной из следующих:

(a) степени ≤ 2;
(b) квазиассоциативной супералгеброй;
(c) йордановой супералгеброй.

Кроме того, если степень U больше 1, то U (+) простая.
Некоторые конечномерные центральные простые некоммутативные йорда-

новы супералгебры степени ≤ 2 и характеристики 0 описаны в [1]. В част-
ности, там были введены простые некоммутативные йордановы супералгебры
Dt(α) и U(V, f, ?), у которых присоединенная йорданова супералгебра U (+) изо-
морфна соответственно четырехмерной супералгебре из параметрической серии
Dt и супералгебре суперсимметрической билинейной суперформы J(V, f) (и су-
пералгебра U = K3(α, β, γ) степени 1, у которой U (+) изоморфна трехмерной
супералгебре Капланского), а также была доказана

Теорема 2 [1]. Пусть U — конечномерная центральная простая некоммута-
тивная йорданова супералгебра степени ≤ 2 над полем F характеристики 0, ко-
торая не является ни квазиассоциативной, ни суперкоммутативной. Тогда либо
U изоморфна Dt(α) или U(V, f, ?) (с точностью до расширений поля F степени
1 или 2), либо U (+) ∼= J ⊗ �m, где J ∼= F, J(�n),M (+)

1,1 , osp(1, 2), P (2), Q(2)(+).
Нашей целью является установление строения U в указанных оставшихся

случаях для U (+).

§ 2. Простые некоммутативные
йордановы супералгебры степени 2

1. Случай M1,1(F )q. Определим супералгебру M1,1(F )q. Положим
U = M1,1(F )q := U0̄ ⊕ U1̄, U0̄ = 〈e1, e2〉, U1̄ = 〈e12, e21〉.

Пусть 1 = e1 + e2 — единица в M1,1(F )q, которая является суммой ортогональ-
ных идемпотентов e1 и e2. Определим в M1,1(F )q оставшиеся произведения:

e1e12 = αe12 + βe21, e12e1 = γe12 − βe21,

e1e21 = δe12 + γe21, e21e1 = −δe12 + αe21,

e12e21 = αe1 − γe2, e21e12 = −γe1 + αe2, e212 = −β1, e221 = δ1,
(14)

где α + γ = 1 и q = (α, β, δ).
Легко видеть, что e1x = xe2, e2x = xe1 для любого x ∈ U1.
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Лемма 8. Пусть U — некоммутативная йорданова супералгебра такая, что
U (+) ∼= M1,1(F )(+). Тогда U ∼= M1,1(F )q. Супералгебра M1,1(F )q квазиассоциа-
тивна тогда и только тогда, когда d = αγ − βδ 6= 1

4 . В случае квазиассоциатив-
ности M1,1(F )q изоморфна A(λ), где λ(λ − 1) = (1 − 4d)−1 и A ∼= M1,1(F ), при
этом M1,1(F )q ассоциативна тогда и только тогда, когда d = 0.

Доказательство. Пусть U (+) ∼= M1,1(F )(+). Получаем разложение Пир-
са для U (относительно e1 := e11):

U0 = 〈e2 := e22〉, U1 = 〈e12, e21〉 = U1̄, U2 = 〈e1 := e11〉.

Для некоторых α, β, γ, δ ∈ F имеем e1e12 = αe12 + βe21, e1e21 = δe12 + γe21.
Тогда по (11)

P0
(
e212

)
= P0(e12 • e1e12) = P0(e12 • (αe12 + βe21)) = βP0(e1 − e2) = −βe2,

P2
(
e212

)
= P2(e1e12 • e12) = P2((αe12 + βe21) • e12) = βP2(e2 − e1) = −βe1,

откуда e212 = −β1.
Аналогично e221 = δ1. Далее,

P0(e12e21) = P0(e12 • e1e21) = P0(e12 • (δe12 + γe21)) = γP0(e1 − e2) = −γe2,

P2(e12e21) = P2(e1e12 • e21) = P2((αe12 + βe21) • e21) = αP2(e1 − e2) = −αe1,
стало быть, e12e21 = αe1 − γe2.

Аналогично

P0(e21e12) = P0(e21 • e1e12) = P0(e21 • (αe12 + βe21)) = αP0(e2 − e1) = αe2,

P2(e21e12) = P2(e1e21 • e12) = P2((δe12 + γe21) • e12) = γP2(e2 − e1) = −γe1,
следовательно, e21e12 = −γe1 + αe2.

Так как e12e21 − e21e12 = e1 − e2, то α + γ = 1.
В итоге согласно (14) U ∼= M1,1(F )q. По построению U (+) ∼= M1,1(F )(+).

Осталось показать эластичность M1,1(F )q и найти критерий квазиассоциатив-
ности.

Заметим, что M1,1(F )q суперкоммутативна тогда и только тогда, когда β =
δ = 0, α = γ = 1

2 .
Пусть U не суперкоммутативна. Можно воспользоваться критерием квази-

ассоциативности из [20]: U квазиассоциативна тогда и только тогда когда она
удовлетворяет тождествам

(x, y, z) + (y, z, x) + (z, x, y) = 0, (x, y, z) = α[y, [x, z]]

для некоторого α ∈ F , при этом α является индикатором U . Но в нашем случае
можно рассуждать иначе. А именно, если U квазиассоциативна, то U ∼= A(λ)

при λ 6= 1
2 . Следовательно, U (θ) ∼= A для некоторого θ 6= 1

2 . Легко видеть, что
таблица умножения в U (θ) совпадет с таблицей умножения в U , если заменить
α на α′ = µα + (1 − θ), γ на γ′ = µγ + (1 − θ), β на β′ = µβ, δ на δ′ = µδ, где
µ = 2θ−1 6= 0, при этом α′+γ′ = µα+(1−θ)+µγ+(1−θ) = µ+2−2θ = 1. Рассмат-
ривая всевозможные ассоциаторы в U , убеждаемся в эластичности U и в том,
что U ассоциативна тогда и только тогда, когда αγ = βδ. Поэтому U квазиассо-
циативна тогда и только тогда, когда α′γ′ = β′δ′ ⇐⇒ (µα+(1−θ))(µγ+(1−θ)) =
µ2βδ ⇐⇒ (2θ − 1)2d + θ(1 − θ) = 0. Считая d 6= 0, из последнего уравнения
можно найти θ тогда и только тогда, когда d 6= 1

4 . Заметим, что A является
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простой ассоциативной супералгеброй. Из классификации простых ассоциатив-
ных супералгебр и соображений размерности следует, что A ∼= M1,1(F ). Этот
изоморфизм можно установить и непосредственно: рассматривая U с усло-
вием d = 0, можно сделать невырожденную замену базиса в нечетной части
e′12 := xe12 + ye21, e′21 := ze12 + te21, где γx = δy, βx = αy, zα + tδ = 0,
zβ + tγ = 0, xt− yz = 1. Легко проверить, что в новом базисе таблица умноже-
ния совпадает с таблицей умножения в M1,1(F ). �

Как следствие можем определить скобку Пуассона на M1,1(F )(+) правилом

[e11, e12] = α′e12 + β′e21, [e11, e21] = γ′e12 − α′e21,

[e12, e21] = α′1, [e12, e12] = −β′, [e21, e21] = γ′,

где α′ := α− γ, β′ := 2β, γ′ = 2δ.
Заметим, что M1,1(F )q ∼= M1,1(F )q̄, где q = (α, β, δ), q̄ = (α,−δ,−β) (изо-

морфизм задается посредством e1 ↔ e2, e12 ↔ e21). Предположим, что U
не является ни суперкоммутативной, ни квазиассоциативной. Тогда при d =
αγ − βδ = 1

4 легко получаем соотношение (ᾱ)2 = βδ, где ᾱ = α − 1
2 , и можно

считать, что β 6= 0. Таким образом, M1,1(F )q полностью определяется двумя
параметрами: α и β. В этом случае супералгебра M1,1(F )q будет обозначаться
через M1,1(F )(α, β).

2. Случай osp(1, 2)q. Напомним, что osp(1, 2) ∼= H(M1,2(F ), osp) — йорда-
нова супералгебра симметрических элементов простой ассоциативной суперал-
гебры M1,2(F ) относительно ортосимплектической суперинволюции:(

A B
C D

)osp

=
(

1 0
0 S

)−1 (
A −B
C D

)t ( 1 0
0 S

)
,

где A ∈ F , B ∈M1,2(F ), C ∈M2,1(F ), D ∈M2(F ), S =
(

0 1
−1 0

)
.

Таким образом,

osp(1, 2) =


 a b c

c d 0
−b 0 d

 : a, b, c, d ∈ F

 .

Определим супералгебру osp(1, 2)q. Положим

U = osp(1, 2)q := U0̄ ⊕ U1̄, U0̄ = 〈e1, e2〉, U1̄ = 〈a, b〉.

Пусть 1 = e1 + e2 — единица в osp(1, 2)q, которая является суммой ортогональ-
ных идемпотентов e1 и e2, и определим в osp(1, 2)q оставшиеся произведения:

e1a = αa+ βb, ae1 = γa− βb, e1b = δa+ γb, be1 = −δa+ αb,

ab = 2αe1 − γe2, ba = −2γe1 + αe2, a
2 = −β(2e1 + e2), b2 = δ(2e1 + e2),

(15)

где α + γ = 1 и q = (α, β, δ).
Легко видеть, что e1x = xe2, e2x = xe1 для любого x ∈ U1.

Лемма 9. Пусть U — некоммутативная йорданова супералгебра такая,
что U (+) ∼= osp(1, 2). Тогда U ∼= osp(1, 2)q. Супералгебра osp(1, 2)q не является
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квазиассоциативной; osp(1, 2)q суперкоммутативна тогда и только тогда, когда
(α, β, γ, δ) =

( 1
2 , 0,

1
2 , 0

)
, при этом osp(1, 2)q ∼= osp(1, 2).

Доказательство. Пусть U (+) ∼= osp(1, 2). Получаем разложение Пирса
для U (относительно e1 := e11):

U0 = 〈e2 := e22 + e33〉, U1 = 〈a := e12 − e31, b := e13 + e21〉 = U1̄, U2 = 〈e1 := e11〉.

Для некоторых α, β, γ, δ ∈ F имеем e1a = αa+ βb, e1b = δa+ γb. Тогда

P0(ab) = P0(a • e1b) = P0(a • (δa+ γb)) = γP0(2e1 − e2) = −γe2,

P2(ab) = P2(e1a • b) = P2((αa+ βb) • b) = αP2(2e1 − e2) = 2αe1,

ab = 2αe1 − γe2,

P0(ba) = P0(b • e1a) = P0(b • (αa+ βb)) = αP0(e2 − 2e1) = αe2,

P2(ba) = P2(e1b • a) = P2((δa+ γb) • a) = γP2(e2 − 2e1) = −2γe1,

ba = −2γe1 + αe2,

ab− ba = 2(α + γ)e1 − (α + γ)e2 = 2e1 − e2, α + γ = 1.

Далее,

P0(a2) = P0(a • e1a) = P0(a • (αa+ βb)) = βP0(2e1 − e2) = −βe2,

P2(a2) = P2(e1a • a) = P2((αa+ βb) • a) = βP2(e2 − 2e1) = −2βe1,

P0(b2) = P0(b • e1b) = P0(b • (δa+ γb)) = δP0(e2 − 2e1) = δe2,

P2(b2) = P2(e1b • b) = P2((δa+ γb) • b) = δP2(2e1 − e2) = 2δe1.

Легко видеть, что e1x = xe2, e2x = xe1 для любого x ∈ U1.
В итоге по (15) видим, что U ∼= osp(1, 2)q. По построению U (+) ∼= osp(1, 2).

Осталось показать эластичность osp(1, 2)q и найти критерий квазиассоциатив-
ности.

Заметим, что osp(1, 2)q суперкоммутативна тогда и только тогда, когда β =
δ = 0, α = γ = 1

2 .
Далее, пусть U не суперкоммутативна. Тогда если U квазиассоциативна,

то U ∼= A(λ) при λ 6= 1
2 . Следовательно, U (θ) ∼= A для некоторого θ 6= 1

2 . Легко
видеть, что таблица умножения в U (θ) совпадет с таблицей умножения в U , если
заменить α на α′ = µα+(1−θ), γ на γ′ = µγ+(1−θ), β на β′ = µβ, δ на δ′ = µδ,
где µ = 2θ− 1 6= 0, при этом α′+ γ′ = µα+(1− θ)+µγ+(1− θ) = µ+2− 2θ = 1.
Рассматривая всевозможные ассоциаторы в U , убеждаемся в эластичности U .
Выпишем некоторые ассоциаторы:

(a, e1, e1) = (γ2 − γ + βδ)a, (a, b, b) = (αγ − βδ)a+ β(α− γ)b,

(a, b, a) = (α2 + γ2)a+ β(α− γ)b, (a, a, a) = −β(α− γ)a− 2β2b,

(b, b, b) = 2δ2a− δ(α− γ)b.

В итоге получаем следующие условия ассоциативности: α = β = γ = δ = 0,
которые, как и в лемме 8, дают требуемые условия квазиассоциативности: β =
δ = 0, α = γ = 1

2 . В этих условиях U суперкоммутативна, что противоречит
условию. �

Как следствие, можем определить скобку Пуассона на osp(1, 2):

[e1, a] = α′a+ β′b, [e1, b] = γ′a− α′b, [a, a] = −β′(1 + e1),
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[b, b] = γ′(1 + e1), [a, b] = α′(1 + e1),

где α′ := α− γ, β′ := 2β, γ′ = 2δ.

3. Случай P (2). Напомним, что P (2) ∼= H(M2,2(F ), strp) — йорданова
супералгебра симметрических элементов простой ассоциативной супералгебры
M2,2(F ) относительно суперинволюции транспонирования(

A B
C D

)strp

=
(
Dt −Bt

Ct At

)
,

где A,B,C,D ∈M2(F ), а t — транспонирование. Также информация о строении
йордановой супералгебры P (2) может быть найдена в доказательстве следую-
щей леммы. Заметим, что P (2) = trp(2|2) в обозначениях [21].

Лемма 10. Если U — некоммутативная йорданова супералгебра и U (+) ∼=
P (2), то U ∼= P (2).

Доказательство. Пусть U (+) ∼= P (2). Получаем разложение Пирса для
U (относительно e1 := e11 + e33):

U0 = 〈e2 := e22 + e44; f := e42〉,

U1 = 〈a := e12 + e43, b := e21 + e34; c = e14 − e23, d := e32 + e41〉,
U2 = 〈e1 := e11 + e33; e := e31〉.

Легко видеть, что e1x = xe2, e2x = xe1 для любого x ∈ U1.
Для удобства проверки дальнейших вычислений приведем таблицу умно-

жения в P (2) (отсутствуют нулевые произведения).

Таблица 1

• e1 e2 e f a b c d

e1 2e1 2e a b c d

e2 2e2 2f a b c d

e 2e d b

f 2f d −a

a a a d e1 + e2 2f

b b b d e1 + e2 2e

c c c −b a e1 − e2

d d d 2f 2e e2 − e1

Для некоторых α, β, γ, δ ∈ F имеем e1c = α1c+ α2d, e1d = β1c+ β2d. Тогда

P0(cd) = P0(c • (β1c+ β2d)) = −β2e2, P0(dc) = P0(d • (α1c+ α2d)) = α1e2,

cd− dc = e1 − e2 ⇒ α1 + β2 = 1.

Пусть P1(cd) = xa+ yb, P1(ac) = x1c+ y1d. Тогда

Pi(a • P1(cd)) = Pi(a • (xa+ yb)) = yPi(e1 + e2),
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Pi(P1(ac) • d) = Pi((x1c+ y1d) • d) = x1Pi(e1 − e2).

Отсюда и из (13) следует x1 = y = 0.
Пусть P1(bc) = x2c+ y2d. Тогда

Pi(b • P1(cd)) = Pi(b • (xa)) = xPi(e1 + e2), Pi((x2c+ y2d) • d) = x2Pi(e1 − e2),

и с учетом (13) получаем x = x2 = 0 и P1(cd) = P1(dc) = 0.
Далее, P2(cd) = P2(e1c • d) = P2((α1c + α2d) • d) = α1P2(e1 − e2) = α1e1,

откуда
cd = α1e1 + (α1 − 1)e2, dc = (α1 − 1)e1 + α1e2.

Пусть e1a = ᾱ1a+ ᾱ2b, e1b = β̄1a+ β̄2b. Имеем

P0(ab) = P0(a • (e1b)) = β̄2e2, P0(ba) = P0(b • (e1a)) = ᾱ1e2,

P0(ab+ ba) = e2 ⇒ ᾱ1 + β̄2 = 1.

Пусть P1(ab) = x3a+ y3b. Тогда

0 = Pi(a • P1(ab)) ⇒ y3 = 0, 0 = Pi(P1(ab) • b) ⇒ x3 = 0,

P2(ab) = P2((e1a) • b) = ᾱ1e1,

стало быть,
ab = ᾱ1e1 + (1− ᾱ1)e2, ba = (1− ᾱ1)e1 + ᾱ1e2.

Из эластичности получаем

−a(ae1) = −(e1a)a⇒ a • (ae1) = 0 ⇒ ᾱ2 = 0,

−b(be1) = −(e1b)b⇒ b • (be1) = 0 ⇒ β̄1 = 0.

Ввиду (9) fa = f • ae1 = (1− ᾱ1)f • a = 0 = af.
Пусть f2 = xe2 + yf для некоторых x, y ∈ F . Из (f, f, a) = (a, f, f) следует,

что (xe2 + yf)a = −a(xe2 + yf) и x = 0.
Далее,

fb = f • (be1) = ᾱ1f • b = ᾱ1d, fc = f • (ce1) = (1− α1)f • c = −(1− α1)a,

fd = f • (de1) = f • (−β1c+ (1− β2)d) = β1a = df.

Из (f, f, b) = (b, f, f) вытекает, что

yfb− ᾱ1fd = (1− ᾱ1)df − ybf, yd = β1a,

откуда f2 = 0, β1 = 0. Из леммы 2 получаем

ae = ae1 • e = (1− ᾱ1)a • e = (1− ᾱ1)d, be = be1 • e = 0,

ce = ce1 • e = −(1− α1)b, de = de1 • e = 0.

Пусть e2 = xe+ ye1 для некоторых x, y ∈ F . Тогда (e, e, a) = (a, e, e) влечет

(xe+ ye1)a− ᾱ1ed = (1− ᾱ1)de− a(xe+ ye1), xd+ ya = 0 ⇒ e2 = 0.

Пусть P1(c2) = ξ1a+ ξ2b для некоторых ξk ∈ F . Тогда

Pi(a • P1(c2)) = ξ2Pi(e1 + e2), Pi(P1(ac) • c) = y1Pi(d • c) = y1Pi(e2 − e1).



Простые конечномерные некоммутативные йордановы супералгебры 399

Тем самым P1(ac) = 0, P1(c2) = ξ1a,

Pi(b • P1(c2)) = ξ1Pi(e1 + e2), Pi(P1(bc) • c) = y2Pi(d • c) = −y2Pi(e1 − e2),

поэтому ξ1 = y2 = 0, P1(bc) = 0, P1(c2) = 0.
Найдем ac и bc:

0 = P0(ae1 • c) = P0(ac) = P0(a • (e1c)) = 2α2f, P2(ac) = P2((e1a) • c) = 0,

P0(cb) = P0(c • (e1b)) = 0, P2(cb) = P2((e1c) • b) = 0.
Следовательно, α2 = 0, ac = ca = 0, bc = cb = 0.

Вычислим c2:

P0(c2) = P0(c • (e1c)) = 0, P2(c2) = P2((e1c) • c) = 0, c2 = 0.

Пусть P1(ad) = x0c+y0d, P1(d2) = ξ1a+ξ2b, P1(bd) = x1c+y1d для некоторых
xk, yk, ξk ∈ F . Тогда

0 = Pi(P1(ad) • c) = Pi((x0c+ y0d) • c) = y0Pi(e2 − e1) ⇒ y0 = 0,

Pi(P1(d2) • a) = ξ2Pi(e1 + e2), Pi(d • P1(da)) = x0Pi(e1 − e2) ⇒ x0 = ξ2 = 0,
Pi(P1(d2) • b) = ξ1Pi(e1 + e2), Pi(d • P1(db)) = x1Pi(e1 − e2) ⇒ x1 = ξ1 = 0,

Pi(P1(bd) • c) = y1Pi(e2 − e1) = 0 ⇒ y1 = 0.
Итак, P1(ad) = P1(d2) = P1(bd) = 0. Окончательно получаем

P0(ad) = P0(a • (e1d)) = 2β2f, P2(ad) = P2((e1a) • d) = 0,

P0(d2) = P0(d • (e1d)) = 0, P2(d2) = P2((e1d) • d) = 0,

P0(bd) = P0(b • (e1d)) = 0, P2(bd) = P2((e1b) • d) = 2β̄2e.

Таким образом, ad = 2β2f , d2 = 0, bd = 2β̄2e.
Пусть P1(a2) = xa+ yb для некоторых x, y ∈ F . Тогда

0 = Pi(d • P1(a2)) = xPi(2f) + yPi(2e)

дает P1(a2) = 0,

P0(a2) = P0(a • e1a) = 0, P2(a2) = P2(e1a • a) = 0

влекут a2 = 0. Аналогично получаем b2 = 0.
Из (e1, e1, e) = −(e, e1, e1) следует, что e1e = e. Аналогично e2f = f .
Равенство (e1, f, b) = −(b, f, e1) дает

−ᾱ1e1d = −(1− ᾱ1)de1, ᾱ1β2d = (1− ᾱ1)α1d, ᾱ1 = α1.

В заключение находим

(e1, a, e) = α1ae− (1− α1)e1d = α1(1− α1)d− (1− α1)2d,

−(e, a, e1) = −α1de1 + (1− α1)ea = −α2
1d+ α1(1− α1)d,

откуда α1 = 1
2 .

Имея полную таблицу умножения в U , видим изоморфизм U ∼= P (2). �

4. Случай Q(n). Напомним, что ассоциативная супералгебра Q(n) явля-
ется подсупералгеброй в Mn,n(F ) со следующей градуировкой:

Q(n)0̄ =
〈(

A 0
0 A

)
, A ∈Mn(F )

〉
, Q(n)1̄ =

〈(
0 B
B 0

)
, B ∈Mn(F )

〉
.

Заметим, что Q(2) = M2[u](+) в обозначениях [21].
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Лемма 11. Пусть U — некоммутативная йорданова супералгебра такая,
что U (+) ∼= Q(2)(+). Тогда U является расщепляемой квазиассоциативной су-
пералгеброй.

Доказательство. Пусть J = Q(2)(+). Выберем следующий базис в J :

{e1 = e11 + e33, e2 = e22 + e44, a = e12 + e34, b = e21 + e43,

c = e13 + e31, d = e14 + e32, e = e23 + e41, f = e24 + e42}.

Для удобства проверки дальнейших вычислений и проверки квазиассоциа-
тивности приведем таблицу (ассоциативного) умножения в Q(2).

Таблица 2

· e1 e2 a b c d e f

e1 e1 a c d

e2 e2 b e f

a a e1 c d

b b e2 e f

c c d e1 a

d d c e1 a

e e f b e2

f f e b e2

Относительно e1 имеем J0 = 〈e2, f〉, J2 = 〈e1, c〉, J1 = 〈a, b, d, e〉.
Легко заметить, что e1x = xe2 для любого x ∈ J1.
Поскольку e1d, e1e ∈ 〈d, e〉, можно положить e1d = α1d+α2e, e1e = β1d+β2e.

Из (11) следует

P0(de) = P0(d • (β1d+ β2e)) = β2P0(e1 − e2) = −β2e2,

P0(ed) = P0(e • (α1d+ α2e)) = α1P0(e2 − e1) = α1e2,

P2(de) = P2((α1d+ α2e) • e) = α1P2(e1 − e2) = α1e1.

Так как P0(ed − de) = e2, то α1 + β2 = 1. Положим P1(de) = xa + yb, P1(ad) =
z1d+ z2e для некоторых x, y, zk ∈ F . Тогда Pi(a • (xa+ yb)) = Pi((z1d+ z2e) • e)
при i = 0, 2, yPi(e1 + e2) = z1Pi(e1 − e2) и y = z1 = 0.

Аналогично если P1(bd) = ξ1d+ ξ2e, то Pi(b • (xa+ yb)) = Pi((ξ1d+ ξ2e) • e)
при i = 0, 2 и x = ξ1 = 0. Следовательно, P1(de) = 0, P1(ad), P1(bd) ∈ 〈e〉.
Положим α := α1. Тогда de = αe1 + (α− 1)e2, ed = (α− 1)e1 + αe2.

Определим действие e1 на {a, b}. Так как e1a, e1b ∈ 〈a, b〉, то e1a = ᾱ1a+ᾱ2b,
e1b = β̄1a + β̄2b для некоторых ᾱk, β̄k ∈ F . Из (11) получаем P0(ab) = β̄2e2,
P0(ba) = ᾱ1e2 и ᾱ1 + β̄2 = 1, P2(ab) = ᾱ1e1. Поскольку P1(ab) ∈ 〈a, b〉, то
Pi(d • P1(ab)) = Pi(P1(da) • b) дает P1(ab) ∈ 〈a〉. Равенство Pi(e • P1(ab)) = 0
влечет P1(ab) = 0. Тогда ab = ᾱ1e1 +(1− ᾱ1)e2, ba = (1− ᾱ1)e1 + ᾱ1e2. Равенство
(z, z, ei) = −(ei, z, z) при z ∈ {a, b} дает z • (eiz) = 0, откуда ᾱ2 = 0, β̄1 = 0.
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Следовательно, e1 и e2 действуют диагонально в базисе {a, b}: e1a = ᾱ1a, e1b =
(1− ᾱ1)b.

Ввиду (9)

af = ᾱ1d, bf = (1− ᾱ1)e, df = αa− α2b, ef = β1a+ (α− 1)b,

ac = (1− ᾱ1)d, bc = ᾱ1e, dc = (α− 1)a− α2b, ec = β1a+ αb.

Так как c2 ∈ 〈e1〉, из (c, c, a) = (a, c, c) следует α2 = 0 и c2 = (ᾱ1 − β2)e1.
Аналогично из (f, f, a) = (a, f, f) получаем f2 = (ᾱ1 − β2)e2.

Предположим, что P1(d2) = x1a + y1b для некоторых x1, y1 ∈ F . Тогда
Pi(a • (x1a + y1b)) = Pi(z2e • d) при i = 0, 2, y1Pi(e1 + e2) = −z2Pi(e1 − e2), и
y1 = z2 = 0.

Аналогично Pi(b• (x1a+y1b)) = Pi(ξ2e•d) при i = 0, 2 и x1 = ξ2 = 0. Таким
образом, P1(d2) = 0, P1(bd) = 0, P1(ad) = P1(da) = 0.

Из (11) находим P0(d2) = P2(d2) = 0 и d2 = 0.
Аналогично P1(e2) = 0 = P1(ae), P1(be) ∈ 〈e〉:

P1(ea) = τ1d+ τ2e⇒ Pi(d • (τ1d+ τ2e)) = 0 ⇒ τ2 = 0,

P1(e2) = τ3a+ τ4b⇒ Pi(a • (τ3a+ τ4b)) = Pi(e • τ1d) ⇒ τ4 = τ1 = 0,

P1(eb) = τ5d+ τ6e⇒ Pi((τ3a+ τ4b) • b) = Pi(e • τ5d) ⇒ τ3 = τ5 = 0.

Из (11) выводим P0(e2) = P0(e • (e1e)) = β1e2, P2(e2) = P2((e1e) • e) = β1e1,
а β1 = 0 — из (c, c, e) = (e, c, c). Таким образом, e1 и e2 действуют диагонально
в базисе {e, d}: e1d = αd, e1e = (1− α)e.

Определим оставшиеся произведения в U . По (11) P0(ea) = P0(e • e1a) =
ᾱ1P0(c+ f) = ᾱ1f . Поскольку P2(ea) = (1− α)c, получаем

ea = ᾱ1f + (1− α)c, ae = αc+ (1− ᾱ1)f.

Снова применяя (11), выводим P0(ad) = P2(ad) = 0 и ad = da = 0. Как известно,
P1(bd) = 0. Ввиду (11) P0(bd) = αf , P2(bd) = (1− ᾱ1)c и

bd = (1− ᾱ1)c+ αf, db = ᾱ1c+ (1− α)f.

Далее, имеем P0(eb) = 0, P2(eb) = 0. Так как P1(eb) ∈ 〈e〉 и Pi(P1(eb) • a) =
Pi(e • P1(ba)) = 0, то P1(eb) = 0 и eb = be = 0.

Из (e, e, a) = (a, e, e) выводим ᾱ1 = α. С учетом (7), (8) и леммы 2 теперь у
нас есть таблица умножения в U и легко видеть, что U ∼= Q(2)(α). �

5. Случай J(�n). Напомним определение йордановой супералгебры J(�n)
скобок Пуассона — Грассмана. Пусть � — супералгебра Грассмана от порож-
дающих 1, xi, i ∈ I , где допускается равенство I = ∅, а �n — супералгебра
Грассмана от порождающих 1, x1, . . . , xn.

Определим на � новую операцию (скобок Пуассона — Грассмана) { , }, по-
лагая для f , g ∈ �0̄ ∪ �1̄

{f, g} = (−1)f
∞∑
j=1

∂f

∂xj

∂g

∂xj
,

где

∂

∂xj
(xi1xi2 . . . xin)=

{
(−1)k−1xi1xi2 . . . xik−1xik+1 . . . xin , если j=ik,
0, если j /∈{i1, i2, . . . , in}.
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Пусть � — изоморфная копия � с отображением изоморфизма x 7→ x̄. Рас-
смотрим прямую сумму векторных пространств J(� ) = �+ � и определим на ней
структуру йордановой супералгебры, полагая J(� )0̄ = �0̄ + � 1̄, J(� )1̄ = �1̄ + � 0̄
с умножением ·, заданным правилом

a · b = ab, ā · b = (−1)bab, a · b = ab, ā · b = (−1)b{a, b},

где a, b ∈ �0̄∪�1̄ и ab — их произведение в � . Обозначим через J(�n) подсуперал-
гебру �n + �n в J(� ). Если n > 1, то J(�n) — простая йорданова супералгебра.

Заметим, что четная часть J(�n)0̄ содержит подалгебру alg〈1, x̄1, . . . , x̄n〉,
изоморфную йордановой супералгебре билинейной суперформы.

По лемме 5 суперкоммутатор [ , ] является скобкой Пуассона на некоммута-
тивной йордановой супералгебре U , для которой U+ изоморфна J(�n).

Пусть A ∈ (�n)0̄. Определим суперантикоммутативную бинарную билиней-
ную операцию { , } на J(�n) правилом

{ā, b̄} = (−1)babA, (16)

где слова a и b могут быть единичными, здесь и далее при определении суперан-
тикоммутативной операции отсутствующие произведения либо равны нулю, ли-
бо получаются по суперантикоммутативности.

Теорема 3. Операция { , }, заданная равенством (16), является скобкой
Пуассона на J(�n).

Доказательство. Докажем, что для любых a, b, c ∈ J(�n) справедливо
равенство {a ·b, c} = (−1)bc{a, c} ·b+a · {b, c}. Заметим, что достаточно рассмот-
реть только случаи, когда c ∈ �̄ . В итоге имеем два случая.

1. Случай a, b, c ∈ �n. Пусть a = x̄, b = ȳ, c = z̄. Тогда

0 = {x̄ · ȳ, z̄} = (−1)ȳz̄{x̄, z̄} · ȳ + x̄ · {ȳ, z̄} = (−1)ȳz̄+zxzA · ȳ + (−1)zx̄ · yzA = 0.

2. Случай a, c ∈ �n, b ∈ �n. Пусть a = x̄, b = y, c = z̄. Тогда

(−1)y+zxyzA=(−1)y{x̄y, z̄}={x̄ · ȳ, z̄}=(−1)yz̄{x̄, z̄} · y+ x̄ · {y, z̄}=(−1)yz̄+zxzyA.

Таким образом, все случаи подтверждают требуемое равенство, и тем са-
мым теорема доказана. �

Введем следующие обозначения: для a = (a)+(ā) ∈ J(�n), (a) ∈ �n, (ā) ∈ �n
будем писать xi � (a) (соответственно (ā)), если xi входит в каждое несократи-
мое слагаемое b из (a) (из (ā)), т. е. xi · b = 0, символ xi 6� (a) (соответственно
(ā)) будет означать, что xi не входит ни в какое несократимое слагаемое b из
(a) (из (ā)), т. е. xi · b 6= 0.

Теорема 4. Суперантикоммутивные скобки Пуассона на J(�n) находятся
во взаимно однозначном соответствии с элементами из (�n)0̄. Элемент A ∈ (�n)0̄
находится в соответствии со скобкой { , } такой, что {1̄, 1̄} = A.

Доказательство. Пусть dij := {x̄i, x̄j} и ei := {1̄, x̄i}. Тогда

0 = {x̄i · 1̄, x̄i} = x̄i · ei. (17)

Ввиду (17) xi � (ei) и xi 6� (ei). Далее, 0 = {x̄i · 1̄, x̄j} = dij · 1̄ + x̄i · ej , откуда
(ej) ∈ 〈1̄〉.
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Пусть bij := {x̄i, xj}. Из 0 = {x̄i · x̄i, xj} = 2x̄i · bij получаем xi � (bij) и
xi 6� (bij). Из равенств

bij = {x̄i, xj} = −{x̄i, x̄i · xixj} = x̄i · {x̄i, x̄i · xj} = x̄i · (x̄i · bij)

выводим xi 6� (bij) и xi � (bij). Следовательно, bij = 0. Тогда

dij = {xi · 1̄, x̄j} = −bji · 1̄ + xi · ej = xi · ej ,

откуда (dij) = 0 и (ej) = 0, так как dij = −dji.
Также имеем

bii = {x̄i, xi} = −{x̄i, x̄j · xjxi} = −dij · xjxi− x̄j · {x̄i, xj · x̄i} = −x̄j · (bij · x̄i) = 0.

Пусть aij := {xi, xj}. Тогда aij = {xixj ·x̄j , xj} = {xixj , xj}·x̄j = (aij ·x̄j)·x̄j .
Следовательно, xj 6� (aij) и xj � (aij). Так как aij = aji, то xi, xj 6� (aij) и
xi, xj � (aij). С другой стороны,

aij = −{xi, xkxj · x̄k} = {xi, x̄k · xj} · x̄k = (x̄k · aij) · x̄k,

поэтому xk 6� (aij) и xk � (aij). Заметим также, что 0 = {xi · x̄i, xj} = aij ·
x̄i, стало быть, (aij) не содержит ненулевого скалярного слагаемого, а (aij) не
содержит слагаемого вида x1 . . . xn. Следовательно, aij = 0. Как и ранее, все
верно и при n = 2. Окончательно

aii = {xi, xixj · x̄j} = −{xi, x̄i · xj} · x̄j = −(x̄i · aij) · x̄j = 0.

Пусть fj := {xj , 1̄}. Тогда

fj = {x̄i · xjxi, 1̄} = −{x̄i, 1̄} · xjxi + x̄i · {xjxi, 1̄}
= ei · xjxi + x̄i · (fj · x̄i + xj · {x̄i, 1̄}) = x̄i · (fj · x̄i),

откуда xi 6� (fj) и xi � (fj), т. е. (fj) ∈ 〈1〉, и теперь 0 = {xj , x̄i · 1̄} =
x̄i · {xj , 1̄} = x̄i · fj влечет fj = 0.

Пусть A = {1̄, 1̄}. Тогда из равенств

ei = {1̄, x̄i} = −{1̄, 1̄ · xi} = −A · xi, 0 = {x̄i · 1̄, 1̄} = ei · 1̄ + x̄i ·A

следует соответственно, что xi � A и xi 6� A, т. е. A = 0.
По теореме 3, задав произвольный A ∈ (�n)0̄ и определив суперантикомму-

тативную скобку { , } на J(�n) правилом

{1̄, 1̄} = A, {1̄, x̄i} = −Axi, {x̄i, x̄j} = (Axj)xi,

а на остальных порождающих — нулевым образом, получаем единственное про-
должение этой скобки до скобки Пуассона на J(�n). Как легко видеть, при этом
{ā, b} = (−1)babA. Таким образом, любая скобка Пуассона на J(�n) получается
описанным выше способом. �

На векторном пространстве супералгебры J(�n) определим бинарную опе-
рацию:

ab = a · b+ [a, b],
где · — умножение в J(�n), а { , } — скобка Пуассона на J(�n), соответствующая
A. Полученную супералгебру обозначим через J(�n, A).

Как следствие из теоремы 4 получаем следующий результат.

Теорема 5. Пусть U — некоммутативная йорданова супералгебра такая,
что U (+) ∼= J(�n). Тогда U ∼= J(�n, A).



404 А. П. Пожидаев, И. П. Шестаков

§ 3. Простые некоммутативные
йордановы супералгебры степени 1

Осталось рассмотреть случай, когда U — простая некоммутативная йор-
данова супералгебра такая, что U (+) ∼= �n. По лемме 7 достаточно описать
скобки Пуассона на �n, а для этого достаточно задать [xi, xj ] := aij ∈ (�n)0̄.
Набор a1j , . . . , anj определяет некоторое дифференцирование Dj супералгебры
�n. Согласно лемме 6 �n должна быть дифференциально проста относительно
D1, . . . , Dn. Таким образом, достаточно определить симметрические матрицы
A = (aij) ∈Mn((�n)0̄) с вышеуказанным свойством дифференциальной просто-
ты.

Если имеем набор дифференцирований D1, . . . , Dn, относительно которого
�n дифференциально проста, то из результатов работы [22] следует, что мож-
но построить дифференцирование D супералгебры �n такое, что �n D-проста.

Любое дифференцирование в �n имеет вид D =
n∑
i=1

di∂i, где di ∈ �n. Пусть

f0 := x1 . . . xn ∈ �n. Заметим, что если f0di = 0 для любого i, то D(f0) ∈ 〈f0〉, и
потому 〈f0〉 является D-идеалом в �n. Следовательно, необходимым условием
D-простоты �n является обратимость одного из di. Отметим, что остальные dj ,
j 6= i, могут быть как обратимыми, так и необратимыми элементами из �n: со-
ответствующие примеры дают дифференцирования D1 = ∂1 +x1∂2 +(x1 +x3)∂3
и D2 = ∂1 + (1 + x3)∂2 + (1 + x1)∂3 в �3 (легко видеть, что �3 является как
D1-простой, так и D2-простой).

Если задано дифференцирование D супералгебры �n, то следующий алго-
ритм позволяет эффективно ответить на вопрос о D-простоте �n.

Пусть g =
∑

αigi ∈ �n — разложение g по стандартному базису �n. Рассмот-
рим deg-lex порядок на стандартном базисе �n: полагаем xi1 . . . xik > xj1 . . . xjs ,
если либо k > s, либо k = s и i1 > j1, либо k = s и существует t = 1, . . . , n − 1
такое, что ir = jr при r = 1, . . . , t, но it+1 > jt+1. Назовем старшим словом
элемента g такое слагаемое ḡ := αmgm, что gm > gi для любого i 6= m.

Возьмем f0, как выше. Предположим, что построены f0, . . . , fk−1 ∈ �n
такие, что f̄i /∈ 〈f̄j〉 при i 6= j. Выберем αji ∈ F такие, что f̄k /∈ 〈f̄0, f̄1, . . . , f̄k−1〉,

где fk := D(fk−1)−
k−1∑
i=0

αki fi (если fk = 0 или fk обратим, то процесс построения

заканчиваем, в силу конечности числа старших слов обязательно получим один
из этих случаев).

Легко видеть, что если fk обратим, то �n D-проста, а если fk = 0, то
I = ideal〈f0, . . . , fk−1〉 — собственный D-идеал в �n. Действительно, если a ∈ I,

то a =
k−1∑
i=0

fiai, но тогда

D(a)
I≡

k−1∑
i=0

D(fi)ai
I≡

k−2∑
i=0

fi+1ai
I≡ 0.

Супералгебра �n(D). Определим простую некоммутативную йорданову
супералгебру �n(D). Пусть D = {di : i = 1, . . . , n} — множество супердиф-
ференцирований �n таких, что �n дифференциально проста относительно D .
Определим скобку Пуассона на �n правилом [xi, xj ] = dj(xi).

На пространстве �n определим новую операцию правилом ab = a · b+ [a, b].
Полученную супералгебру обозначим через �n(D).
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Теорема 6. Пусть U — некоммутативная йорданова супералгебра такая,
что U (+) ∼= �n. Тогда U ∼= �n(D).

Пример. Матрицы

A1 :=

 1 0 0
0 1 0
0 0 x1x2

 и A2 :=

 1 0 0
0 1 0
0 0 1


определяют простые некоммутативные йордановы супералгебры. Получаемые
при этом супералгебры J1 и J2 не изоморфны: если φ : J1 7→ J2 — изоморфизм,
то φ : �3 7→ �3 — автоморфизм супералгебры Грассмана, и тогда φ(xi) = αixi +
βi(x1x2x3), φ([x3, x3]) = [φ(x3), φ(x3)] = [α3x3 + β3(x1x2x3), α3x3 + β3(x1x2x3)] =
α2

31, а с другой стороны φ([x3, x3]) = φ(x1x2) = (α1x1 + . . . )(α2x2 + . . . ) =
α1α2x1x2.

Отметим, что скобка [ , ] на супералгебре J1 не лиева:

[[x1, x3], x3] + [[x3, x1], x3] + [[x3, x3], x1] = [[x3, x3], x1] = [x1x2, x1] = −x2 6= 0.

Как легко видеть, необходимые и достаточные условия (супер)лиевости
скобки суть

[[xi, xj ], xk] + [[xk, xi], xj ] + [[xj , xk], xi] = 0,

что эквивалентно [aij , xk] + [aki, xj ] + [ajk, xi] = 0. Следовательно, если все aij
принадлежат F , то скобка лиева. Однако обратное неверно: условия a11 = a,
где ∂1(a) = 0, aij = 0 при всех (i, j) 6= (1, 1), также дают лиеву скобку.

Заметим, что при условии D-простоты �n и суперлиевости скобок скобки
на �n с точностью до изоморфизма описываются однозначно единичной матри-
цей, что следует из описания простых конечномерных йордановых супералгебр
характеристики 0 [11, 12].

§ 4. Основная теорема

Как следствие теоремы 2 и вышедоказанных теорем и лемм получаем ос-
новной результат данной статьи.

Теорема 7. Пусть U — конечномерная центральная простая некоммута-
тивная йорданова супералгебра над полем F характеристики 0, не квазиассоци-
ативная и не суперкоммутативная. Тогда либо выполняется одно из следующих
условий:

(i) U ∼= K3(α, β, γ),
(ii) U ∼= M1,1(F )(α, β), osp(1, 2)q, J(�n, A), �n(D),

либо существует расширение P поля F степени 1 или 2 такое, что U ⊗F P
изоморфна как супералгебра над P одной из следующих:

(iii) Dt(α),
(iv) U(V, f, ?).
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