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ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ГРУППЫ, НАСЫЩЕННЫЕ

ПРЯМЫМИ ПРОИЗВЕДЕНИЯМИ ГРУПП СУДЗУКИ

НА ЭЛЕМЕНТАРНЫЕ АБЕЛЕВЫ 2–ГРУППЫ
А. А. Дуж, Д. В. Лыткина

Аннотация. Доказывается, что группы, насыщенные прямыми произведениями
групп Судзуки на элементарные абелевы группы, локально конечны. Дается опи-
сание таких групп.
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1. Введение

Пусть M — непустое множество конечных групп. Группа G насыщена груп-
пами из M, если любая конечная подгруппа из G содержится в подгруппе груп-
пы G, изоморфной некоторой группе из M [1]. Обзор результатов о строении
групп, насыщенных теми или иными множествами групп, можно найти в [2].
В частности, К. А. Филиппов [3] показал, что периодическая группа, насы-
щенная простыми группами Судзуки, изоморфна простой группе Судзуки над
некоторым локально конечным полем характеристики 2.

Настоящая работа посвящена обобщению этого результата.

2. Основной результат

Пусть M = {Sz(22m+1) × Vn | m = 1, 2, . . . , n = 0, 1, . . . }, где Vn — элемен-
тарная абелева 2-группа порядка 2n.

Теорема. Пусть G — периодическая группа, содержащая инволюцию. Ес-
ли каждая конечная подгруппа четного порядка из G содержится в подгруппе,
изоморфной некоторому элементу из M, то G ' P × V , где V — элементар-
ная абелева 2-группа, а P ' Sz(Q) для некоторого локально конечного поля Q
характеристики 2. В частности, G локально конечна.

Следствие. Если G — периодическая группа, насыщенная группами из
M, то G ' P × V , где V — элементарная абелева 2-группа, а P ' Sz(Q) для
некоторого локально конечного поля Q характеристики 2. В частности, G ло-
кально конечна.

Частный случай этого следствия опубликован в [4].
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3. Используемые результаты

Предложение 1 [5]. Пусть S — силовская 2-подгруппа группы P = Sz(q),
q = 22m+1, m > 1. Тогда

(а) S — двуступенно нильпотентная группа порядка q2 и периода 4. Все
инволюции из S лежат в Z(S), Z(S) — элементарная абелева подгруппа порядка
q и [S, S] = Z(S).

(б) NP (S) = SR — группа Фробениуса с ядром S и дополнением R, где R —
циклическая группа порядка q − 1, действующая при сопряжении транзитивно
на множествах инволюций групп Z(S) и S/Z(S).

(в) Если t — инволюция из S, то CP (t) = S.
(г) NP (R) = R〈u〉, где u — инволюция, инвертирующая R при сопряжении,

и P = 〈S, u〉.

Предложение 2 [6]. Группа 〈a, b, c | 1 = a2 = b2 = c2 = (ab)4 = (ac)4 =
(bc)4 = ((ab)2c)4 = ((bc)2a)4 = ((ca)2b)4 = (abc)4 = (bca)4 = (cab)4〉 является
конечной 2-группой.

Доказательство см. в [6, лемма 2.1].

Предложение 3 (теорема Шункова [7]). Периодическая группа, содержа-
щая инволюцию с конечным централизатором, локально конечна.

Предложение 4 (теорема Санова [8]). Группа периода 4 локально конеч-
на.

4. Доказательство теоремы

Пусть G — группа, удовлетворяющая условиям теоремы. Если F — ко-
нечная подгруппа четного порядка из G, то через M(F ) обозначим множество
подгрупп группы G, которые содержат F и изоморфны элементам из M.

Лемма 1. Если T — 2-подгруппа из G, то T — двуступенно нильпотентная
группа периода 4 и все инволюции из T лежат в центре T .

Доказательство. Из условия теоремы и предложения 1 вытекает, что T
периода 4. По результату Санова (предложение 4) T локально конечна. Пусть
x, y, z ∈ T . Тогда 〈x, y, z〉 — конечная 2-группа. Из условия теоремы и предло-
жения 1 вытекает, что [[x, y], z] = 1, т. е. T двуступенно нильпотентна. Если t —
инволюция из T и x ∈ T , то снова 〈x, t〉 конечна и [x, y] = 1 по предложению 1.
Лемма доказана.

По предложению 1 любой элемент из M(〈t〉) содержит элементы порядка 4.
В частности, в G есть элементы порядка 4.

Лемма 2. Пусть s — элемент порядка 4 из G. Тогда C = CG(s2) — 2-груп-
па.

Доказательство. Положим t = s2. Пусть x, y, z ∈ G такие, что x2 = y2 =
z2 = t. Пусть a, b, c — образы x, y, z в C/〈t〉.

Покажем, что a, b, c удовлетворяют определяющим соотношениям из пред-
ложения 2. Очевидно, что a2 = b2 = c2 = 1. Если (ab)4 6= 1, то по лемме 1
A = 〈x, y〉 содержит элемент нечетного порядка, централизующий t. Однако по
условию в любой подгруппе из M(A) нетривиальный элемент нечетного поряд-
ка не может централизовать t = x2. Полученное противоречие показывает, что
(ab)4 = (ac)4 = (bc)4 = 1. Такие же рассуждения доказывают, что выполняются
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и остальные соотношения предложения 2. Таким образом, 〈a, b, c〉 — конечная
2-группа, a вместе с ней конечной 2-группой является и 〈x, y, z〉. По лемме 1
[[x, y], z] = 1. Пусть A = 〈x ∈ G | x2 = t〉. По предыдущим рассуждениям
коммутаторы порождающих элементов группы A лежат в центре A, поэтому
A — двуступенно нильпотентная 2-группа. Очевидно, что A / C. Если пред-
положить, что C не является 2-группой, то пусть 1 6= r — элемент нечетного
порядка из C, а x — один из порождающих элементов A. Тогда R = 〈r, x〉 — ко-
нечная подгруппа четного порядка, которая не может содержаться ни в каком
элементе из M(R). Лемма доказана.

Лемма 3. Если s — элемент порядка 4 из G, то s2 содержится в единствен-
ной силовской 2-подгруппе S группы G и S = CG(s2).

Доказательство. Если S — силовская 2-подгруппа из G, содержащая s2,
то S ≤ CG(s2) по лемме 1. С другой стороны, по лемме 2 CG(s2) является
2-группой. Лемма доказана.

Лемма 4. Пусть x и y — элементы порядка 4 из G, S и T — силовские
2-подгруппы из G, содержащие x2 и y2 соответственно. Тогда x2 и y2, а также
S и T сопряжены в G.

Доказательство. По лемме 3 достаточно доказать сопряженность x2 и
y2. Пусть L ∈ M(〈x2, y2〉). Можно считать, что x2 и y2 лежат в одной силовской
2-подгруппе SL из L. Пусть S — силовская 2-подгруппа G, содержащая SL. По
лемме 3 x, y ∈ S и, следовательно, 〈x, y〉 — конечная 2-группа. Пусть M ∈
M(〈x, y〉). Тогда x2, y2 лежат в одной силовской 2-подгруппе из [M,M ] ' Sz(q)
и по предложению 1 сопряжены в [M,M ]. Лемма доказана.

До конца доказательства S будет означать некоторую фиксированную си-
ловскую 2-подгруппу группы G, содержащую некоторый элемент x порядка 4.

Лемма 5. Любые две инволюции из S, сопряженные в G, сопряжены в
NG(S).

Доказательство. Пусть u = vg, где u, v — инволюции из S. Тогда
u ∈ S ∩ Sg и по лемме 1 〈S, Sg〉 ≤ CG(u). Пусть s = x2. Тогда 〈s, sg〉 — ко-
нечная подгруппа из CG(u) и поэтому существует элемент c из CG(u) такой,
что 〈s, sgc〉 — 2-группа. По лемме 3 sgc ∈ S, что по той же лемме означает, что
Sgc = S, т. е. gc ∈ NG(S). Тем самым u = uc = vgc, т. е. u и v сопряжены в
NG(S). Лемма доказана.

Лемма 6. Если a — элемент порядка 4 из S и a2 ∈ S1 ≤ S, то NG(S1) ≤
NG(S).

Доказательство. Пусть n ∈ NG(S1). Тогда a2 и a2n принадлежат S. По
лемме 5 существует n1 ∈ NG(S), для которого a2 = a2nn1 . По лемме 3 nn1 ∈ S
и n ∈ Sn−1 ⊆ NG(S). Лемма доказана.

Лемма 7. Множество S0 = {a2 | a ∈ S} является элементарной абелевой
2-группой.

Доказательство. Очевидно, 1 ∈ S0. Пусть 1 6= s0 ∈ 〈S0〉. По лемме 1
s0 — инволюция и s0 = a2

1 . . . a
2
m, где a1, . . . , am — элементы порядка 4 из S.

Так как A = 〈a1, . . . , am〉 — конечная 2-подгруппа, то A ≤ P × V , где P ' Sz(q)
для некоторого числа q, а V — элементарная абелева группа. Очевидно, s0 —
инволюция из P ∩S, и P ∩S — силовская 2-подгруппа из P . По предложению 1
найдется a ∈ P ∩ S такой, что s0 = a2. Лемма доказана.
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До конца доказательства сохраним обозначение S0. Так как S0 ≤ Z(S), по
лемме 3 S = CG(S0) и, следовательно, N = NG(S)/S действует при сопряжении
в NG(S) на множестве инволюций подгруппы S0.

Лемма 8. (а) N действует транзитивно и без неподвижных точек на мно-
жестве инволюций группы S0.

(б) N — локально циклическая группа, и S0 — счетная группа.
(в) �(S) = S0 × V , где V = CS(N) = {v ∈ S | vn = v для всех n ∈ N} —

элементарная абелева 2-группа. Кроме того, V = CS(n) для любого 1 6= n ∈ N .
(г) S = [S,N ]× V , где [S,N ] = 〈[s, n] = s−1sn | s ∈ S, n ∈ N〉.
Доказательство. (а) Пусть s1, s2 — инволюции из S0. Тогда s1 = a2

1, s2 =
a2
2, где a1, a2 ∈ S. Пусть K ∈ M(〈a1, a2〉). Тогда K = P × V , где P ' Sz(q) для

некоторого q, а V — элементарная абелева 2-группа. Очевидно, что s1, s2 ∈ S1 =
S∩P , и S1 — силовская 2-подгруппа в P . По предложению 1 s1 и s2 сопряжены
в NG(S1), и по лемме 5 сопряжены в NG(S). Это доказывает транзитивность
действия N на инволюциях S0. Если sn0 = s0, где 1 6= s0 ∈ S0, то n = 1 по
лемме 3. П. (а) доказан.

(б) Зафиксируем в S0 инволюцию s = a2, где a ∈ S. Пусть n1, n2 ∈ N ,
a1 = an1 , a2 = an2 и K — элемент из M(〈a, a1, a2〉). Как и прежде, s, s1 =
a2
1, s2 = a2

2 ∈ K0 = [K,K] ' Sz(q) для некоторого q, и по предложению 1
существуют циклическая подгруппа 〈c〉 порядка q−1 в NK(K0∩S) и c1, c2 ∈ 〈c〉,
для которых s1 = sc1 , s2 = sc2 . По лемме 6 〈c〉S/S ≤ N . По п. (а) c1S = n1,
c2S = n2, т. е. 〈n1, n2〉 ≤ 〈c〉S. Таким образом, 〈n1, n2〉 — циклическая группа.
Это доказывает, что N — локально циклическая группа. В частности, N счетна.
Так как |N | = |S0| − 1, то S0 также счетна. П. (б) доказан.

(в) Если �(S) = S0, то (в) справедливо. Пусть S0 6= �(S), 1 6= n ∈ N , 1 6=
s0 ∈ S0, s ∈ �(S) \ S0. Подгруппа A = 〈s0, s, n〉 конечна, а значит, содержится
в K ∈ M(A). При этом s0 ∈ K1 = [K,K] ∩ S. Далее �(S) — элементарная
абелева подгруппа из центра S, тем самым s = av, где a ∈ K1, а v ∈ C�(S)(n).
Таким образом, в любом смежном классе �(S) по S0 содержится элемент из
C�(S)(n). Это рассуждение показывает, что �(S) = S0 · C�(S)(n). Ясно, что
C�(S)(n) не содержит элементов порядка 4, поэтому CS(n) = C�(S)(n). Кроме
того, S0 ∩ CS(n) = 1, тогда �(S) = S0 × CS(n). Так как N коммутативна,
CS(n) инвариантна относительно N . Легко понять, что CS(n) = CS(N). П. (в)
доказан.

(г) Пусть 1 6= s0 ∈ S0, s ∈ S, K ∈ M(〈s0, S〉), K2 = K ∩ S. По лемме 3
K2 — силовская 2-подгруппа в K и K2 = [K2, n] × CK2(n) для любого 1 6= n ∈
NK(K2). Поскольку [K2, n] ≤ [S,N ] и CK2(n) ≤ CS(N) = V , то s ∈ [S,N ]V .
Это рассуждение показывает, что S = [S,N ]V .

Покажем, что [S,N ] ∩ V = 1. Предположим противное. Пусть

v = [s1, n1] · · · [sm, nm],

где 1 6= v ∈ V , s1, . . . , sm ∈ S, n1, . . . , nm ∈ N . Так как CG(S) ≤ S, по п. (a)
NG(S) — локально конечная группа. В частности, конечна подгруппа F =
〈s0, s1, . . . , sm〉, где 1 6= s0 ∈ S0 и для каждого i = 1, . . . ,m элемент gi ∈ NG(S)
выбран так, что sgii = sni

i . Если K ∈ M(F ), то, как и прежде, K2 = K ∩
S — силовская 2-подгруппа из K, g1, . . . , gn ∈ NK(K2) и [si, gi] = [si, ni] ∈
[K2, NK(K2)] ≤ S0. Поэтому v ∈ S0, что противоречит п. (в). П. (г) доказан.

Сохраним обозначения из формулировки леммы 8 до конца доказательства.
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Лемма 9. Пусть K ∈ M(〈t〉), где t — инволюция из S0. Тогда O2(K) =
V ∩K.

Доказательство. По условию K = L × O2(K), где L ' Sz(q) для неко-
торого q. По лемме 3 K2 = K ∩ S — силовская 2-подгруппа в K, и по лем-
ме 6 NK(K2) ≤ NG(S). Пусть n — нетривиальный элемент нечетного по-
рядка из NL(K2). По предложению 1 n действует тривиально на O2(K) и
без неподвижных точек на S0 ∩ K. С другой стороны, n̄ = nS — нетриви-
альный элемент из N , и по лемме 8(в) C�(S)(n̄) = C�(S)(n) = V . Так как
O2(K) = CK2(n) ≤ C�(S)(n) = V , то O2(K) ≤ V . Пусть v ∈ V ∩ K. Тогда
v ∈ CK(n) = V ×R, где R — группа нечетного порядка. Поэтому v ∈ V . Лемма
доказана.

Лемма 10. V E G.
Доказательство. Покажем вначале, что [V, V g] = 1 для любого g ∈ G.

Действительно, если это неверно, то найдутся v, w ∈ V и g ∈ G, для которых
[v, wg] 6= 1. По лемме 1 〈v, wg〉 не является 2-группой, поэтому rv = r−1 для
некоторого элемента r нечетного порядка из 〈v, wg〉. Пусть K ∈ M(〈r, v〉). По
условию K = L × W , где L ' Sz(q) для некоторого q, W — элементарная
абелева 2-группа. Очевидно, что r ∈ L, тем самым v = xw, где x — инволюция
из L, w ∈ W . По предложению 1 существует y ∈ L, для которого y2 = x,
и по лемме 3 найдется h ∈ G такой, что xh ∈ S0, vh ∈ CG(xh). По лемме 3
vh ∈ S, по лемме 5 vh ∈ V ∩ Kh, а по лемме 9 V ∩ Kh = O2(Kh). Отсюда
vh ∈ O2(Kh), но это невозможно, поскольку vh инвертирует нетривиальный
элемент нечетного порядка из Kh. Итак, [V, V h] = 1 для любого g ∈ G. Таким
образом, U = 〈V g | g ∈ G〉 — элементарная абелева 2-группа, нормальная в G.
Поскольку SU — 2-группа и S — силовская 2-подгруппа в G, то U ≤ S. Если
U 6= V , то найдутся v ∈ V и g ∈ G такие, что vg /∈ V . По лемме 5 можно
считать, что g ∈ NG(S). По лемме 8(г) vg = v; противоречие. Лемма доказана.

Лемма 11. G/V ' Sz(Q) для некоторого локально конечного поля Q ха-
рактеристики 2.

Доказательство. Пусть K — конечная группа четного порядка из G =
G/V . Тогда K = KV/V для некоторой конечной подгруппы K из G. По усло-
вию K содержится в M ∈ M(K), а M = L × O2(M), где L ' Sz(q) для неко-
торого числа q. По лемме 9 O2(M) ≤ V , поэтому M = MV/V = LV/V ' L.
Утверждение леммы следует из [9, теорема 1].

Лемма 12. G = L×V , где L ' Sz(Q) для некоторого локально конечного
поля Q характеристики 2.

Доказательство. Группа G/V по лемме 11 обладает набором подгрупп

Li, i = 1, 2, . . . , таких, что Li ' Sz(qi) для некоторого qi, Li ≤ Li+1 и
∞⋃
i=1

Li =

G/V . Как и в лемме 11, Li = LiV/V , где Li ' Sz(qi). Поскольку Li центра-
лизует V и Li ∩ V = 1, то LiV = Li × V , откуда Li ≤ Li+1 для любого i. Это

означает, что
∞⋃
i=1

Li ' Sz(q). Лемма и теорема доказаны.
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