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АСИМПТОТИЧЕСКАЯ УСТОЙЧИВОСТЬ

И ОЦЕНКИ ОБЛАСТЕЙ ПРИТЯЖЕНИЯ

МОНОТОННЫХ РАЗНОСТНЫХ СИСТЕМ
Р. И. Козлов

Аннотация. Обобщаются критерии асимптотической устойчивости, а также оцен-
ки областей притяжения в неотрицательном конусе для систем автономных раз-
ностных уравнений с монотонной разрывной правой частью.
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Даются некоторые уточнения, дополнения и обобщения результатов из [1, 2]
по асимптотической устойчивости и оценкам областей притяжения систем мо-
нотонных разностных уравнений. Ориентируясь на метод векторных функций
Ляпунова [3, 4], где монотонные разностные уравнения возникают как системы
сравнения при исследовании процессов с дискретным временем, мы изучаем
свойства с односторонними (сверху) оценками поведения решений при неотри-
цательных начальных данных (устойчивость в конусе). Отметим, что во многих
задачах динамики экономических, социальных, биологических и других процес-
сов монотонные системы часто непосредственно служат моделями изучаемых
объектов, для которых представляют интерес только свойства решений с неот-
рицательными состояниями [5–9].

Пусть Rn — n-мерное вещественное пространство с покоординатными со-
отношениями частичного порядка y ≤ x, y < x (y, x ∈ Rn), порожденными
соответственно неотрицательным конусом Rn

+ ≡ {y = col
i=1,n

(yi) ∈ Rn : ∀i yi ≥ 0}

и его внутренностью Rn
+ ≡ {y ∈ Rn : ∀i yi > 0}.

Рассматривается система разностных уравнений

y(t+ 1) = f(y(t)), t ∈ Z ≡ {0, 1, 2, . . . }, y ∈ Rn, (1)

с правой частью f : Y → Rn, неубывающей по y на множестве Y ⊆ Rn
+ : (∀y, x ∈

Y : y ≤ x) f(y) ≤ f(x). Везде далее считается, что

Y = {y ∈ Rn
+ : ∀i = 1, n yi < hi, 0 < hi ≤ ∞} (hiзаданы) (2)

и f(0) = 0, вследствие чего f(y) ≥ 0 в Y .
Решение системы (1) с начальными условиями y(t0) = y0 обозначается че-

рез y(t, t0, y0), при t0 = 0 — через y(t, y0); T (y) — область определения решения
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(вправо по t), представляющая собой подмножество непосредственно следую-
щих друг за другом (начиная с t0) целых чисел из Tt0 ≡ {t ∈ Z : t ≥ t0}, при
которых удовлетворяется (1). Через {t1, t2} будем обозначать «целочисленный»
отрезок — совокупность всех целых чисел от t1 до t2 включительно (t1, t2 ∈ Z,
t1 < t2).

Напомним, что монотонность f обеспечивает справедливость для (1) тео-
ремы о разностных неравенствах: если для функции u : Tu = {t0, tm} → Rn

при любом t ∈ Tu имеет место u(t + 1) ≤ f(u(t)), то при u(t0) ≤ y0 для любого
t ∈ Tu ∩ T (y) будет u(t) ≤ y(t, t0, y0) (см. [1–3] и ссылки в них). В свою оче-
редь, отсюда сразу следует упорядоченность решений по начальным данным.
Поскольку f(y) ≥ 0 в Y , при неотрицательных начальных условиях y0 решения
y(t, t0, y0) тоже неотрицательны.

Следуя [2], обозначим

S+(y) ≡
{
z ∈ Rn

+ : z ≥ y
}
, S+(y) ≡

{
z ∈ Rn

+ : z > y
}
,

S−(y) ≡
{
z ∈ Rn

+ : z ≤ y
}
, S−(y) ≡

{
z ∈ Rn

+ : z < y
}
,

S(x, y) ≡ S+(x) ∩ S−(y) ≡ 〈x, y〉 (конусный отрезок),

где y, x — произвольные точки в Rn
+, и введем множества

S+(M) ≡
⋃
y∈M

S+(y), S+(M) ≡
⋃
y∈M

S+(y),

S−(M) ≡
⋃
y∈M

S−(y), S−(M) ≡
⋃
y∈M

S−(y), S(x,M) ≡ S+(x) ∩ S−(M),

M+ ≡M ∩ Rn
+ (M — произвольное множество в Rn

+).

Будем писать f ∈ SC(y), если f полунепрерывна сверху в точке y ∈ Y , т. е.
lim

x→y, x>y
f(x) = f(y) (векторные операции lim (и далее lim), inf, sup, min, max, | · |

(модуль) понимаются как покомпонентные). В случае, когда f полунепрерывна
сверху во всех точках некоторого множества M ⊆ Y или всюду в Y , будем
писать f ∈ SC(M) или f ∈ SC соответственно.

Определим изучаемые далее свойства устойчивости системы (1) в неотри-
цательном конусе Rn

+ (сравни [2, с. 67–69, 114; 3; 4; 6–14]).
Притяжение (свойство A): существуют A ⊆ Y , γ ∈ Rn

+ такие, что A ⊃
S−(γ) и

∀y0 ∈ A T (y) = Z, lim y(t, y0) = 0 при t→∞, (3)

причем для любого β ∈ A предельное соотношение (3) равномерно относитель-
но y0 ∈ S−(β), т. е. ∀σ ∈ Rn

+ ∃τ ∈ Z ∀y0 ∈ S−(β) ∀t ∈ Tτ y(t, y0) < σ.
Таким образом, свойство A — это существование содержащей внутренние

(а значит, строго положительные) точки области притяжения A , начинаясь
в которой, решения бесконечно продолжимы и стремятся к 0 равномерно по
начальным данным из каждого «параллелепипеда» S−(β), лежащего в A .

Если A = Y , притяжение называется глобальным (свойство GA).
Асимптотическая устойчивость (свойство AS): свойство A и устойчи-

вость (свойство S): ∀ε ∈ Rn
+ ∃δ ∈ Rn

+ ∀y0 ∈ Y ∩ S−(δ) T (y) = Z, ∀t ∈ Z
y(t, y0) < ε. Глобальная асимптотическая устойчивость (свойство ASG): AS
c A = Y .
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Важную роль при исследовании динамических систем с монотонностью иг-
рают свойства некоторых множеств в пространстве состояний, на которых ре-
шения тоже ведут себя монотонным образом [1–3, 6–14]. Для рассматриваемых
разностных систем (1) к таким множествам в первую очередь относятся мно-
жества, определяемые соотношениями

H ≡ {y ∈ Y : f(y) ≤ y}, E ≡ {y ∈ Y : f(y) < y}, � = {y ∈ Y : f(y) = y)}.

Как установлено в [1, 2], H обладает следующими свойствами: для любого
p ∈ H множество S−(p), а также само H инвариантны (всюду далее подразу-
мевается инвариантность вправо по t); при y0 ∈ H в H целиком лежит и след
решения ỹ(τ, y0) — ломаная в Rn с вершинами ỹ(tk) = y(tk), tk ∈ T (y), причем
T (y) = Tt0 ; при этом существует предел lim

t→∞
y(t, y0) = a ∈ H и если f ∈ SC(a),

то a ∈ �.
Аналогично лемме 3.3 в [2] легко показывается также, что при y(t0) ∈ E

множество E содержит след решения на любом отрезке {t0, tm} ⊆ T (y), на
котором узлы y(tk) принадлежат E.

Кроме того, по лемме 3.4 из [2] если K — связная компонента (всюду здесь,
как и в [2], имеется в виду линейная связность) множества H (соответственно
множества E) и f ∈ SC(qK), где qK = inf K, то qK ∈ � ∩ K (соответственно
qK ∈ � ∩K, qK < y для любого y ∈ K).

Некоторым дополнением к названным свойствам множеств H,E являются
следующие утверждения.

Лемма 1. Две любые упорядоченные точки связной компоненты K мно-
жества M = H или M = E можно соединить монотонным путем, лежащим в K.
В случае, когда M = E и f ∈ SC(K), строго упорядоченные точки из K могут
быть соединены в K строго возрастающим путем.

Если f ∈ SC(qK), то точка qK = inf K может быть соединена с любой
точкой b ∈ K непрерывным путем l(α, b) со следующими свойствами: l(0, b) =
qK , l(1, b) = b, l(α, b) не убывает, а при M = E даже строго возрастает по α, и
l(α, b) ∈ K при α ∈ (0, 1] (при всех α в случае M = H).

Доказательство. Пусть a, b ∈ K, a ≤ b, путь l(α) (α ∈ [0, 1]) лежит в K и
соединяет a и b так, что l(0) = a, l(1) = b. Переходя при необходимости к l′(α) =
max{a, l(α)}, можно считать l(α) ≥ a (будет f(l′(α)) ≤ max{f(a), f(l(α))} ≤
max{a, l(α)} = l′(α), f(l′(α)) < l′(α) при M = E). Определим монотонный
(неубывающий) путь l0(α) = min

β∈[α,1]
l(β). Очевидно, l0(0) = a, l0(1) = b. Пока-

жем, что l0(α) ∈ K. В силу непрерывности l для любых α ∈ [0, 1], i = 1, n, най-
дется αi ∈ [α, 1] такое, что li0(α) = li(αi). По определению l0 имеем l0(α) ≤ l(αi).
Поэтому f i(l0(α)) ≤ f i(l(αi)) ≤ li(αi) = li0(α) (f i(l0(α)) < li(αi) = li0(α) при
M = E). Таким образом, l0(α) ∈ M , а значит, l0(α) ∈ K, т. е. l0 является
искомым монотонным путем.

Если M = E и a < b, сначала вышеописанным образом построим в K
неубывающий путь l0(α), соединяющий a с b, и, пользуясь полунепрерывностью
f сверху на K, вследствие чего K открыто, найдем вектор ε ∈ Rn

+, ε < b − a,
такой, что 〈y − ε, y + ε〉 ⊂ K для любого y ∈ l0. Полагая далее lε(α) = max{a+
ε, l0(α)} − (1 − α)ε, получаем в K строго возрастающий путь, соединяющий a
и b.

Для доказательства последнего утверждения леммы в случае M = H до-
статочно заметить, что в силу условия f ∈ SC(qK) будет qK ∈ K и согласно
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вышесказанному в K существует неубывающий путь, соединяющий qK с любой
точкой b ∈ K (b ≥ qK). В случае M = E в качестве искомого строго возрас-
тающего пути l(α, b), соединяющего qK с произвольно данной точкой b ∈ K,
можно взять объединение точки qK и строго возрастающих путей lj(αj) ⊂ K,
j = 1, 2, . . . , αj ∈ [0, 1], соединяющих aj+1 и aj , где a1 = b, {aj} — строго
убывающая последовательность точек из K, стремящихся к qK при j → ∞
(существующая, поскольку qK ∈ K). Переход к единому параметрическому
представлению l(α) с α ∈ [0, 1] получается, если принять, например, l(0, b) = qK
и l(α, b) = lj(αj) при α ∈ (0, 1], где j таково, что α ∈ (2−j , 21−j ], αj = 2jα− 1.

Лемма доказана.

Лемма 2. Для связной компоненты K множества M = H (соответственно
множества M = E) при f ∈ SC(qK) в S(qK ,K) не существует точек из H
(соответственно из E), не принадлежащих K, т. е. M ∩ S(qK ,K) = K и не
может быть различных компонент K, имеющих общий inf.

Доказательство. Пусть лемма неверна и существует p ∈ M ∩ S(qK ,K),
p /∈ K. Так как qK = inf K, найдется точка a ∈ K такая, что a ≤ p (при M = H
можно просто принять a = qK ∈ K, если M = E, существование a следует из
того, что необходимо p > qK и qK ∈ K).

Полагая l∗(α) = min{p; l(α)}, где l(α), α ∈ [0, 1], — непрерывный путь в K ⊆
M , соединяющий a = l(0) с некоторой точкой b = l(1) ≥ p, получаем l∗(1) = p ∈
M , l∗(0) = a ∈ K, а в силу монотонности f(l∗(α)) ≤ min{f(p); f(l(α))} ≤ l∗(α)
(f(l∗(α)) < l∗(α) при M = E) для любого α ∈ [0, 1]. Это означает, что l∗ —
непрерывный путь в M , соединяющий a и p, т. е. p ∈ K вопреки предположе-
нию.

Следующая лемма уточняет известные свойства непрерывных аппроксима-
ций полунепрерывных функций применительно к монотонному случаю.

Лемма 3. Если неубывающая функция f : Y → Rm (m ≥ 1) полунепре-
рывна сверху на множестве Y , определяемом согласно (2), то в любом замкну-
том «параллелепипеде» Yb ≡ S−(b), b ∈ Y+, может быть построена невозраста-
ющая последовательность неубывающих непрерывных функций ϕk : Yb → Rm,
k ∈ Z+ ≡ {1, 2, . . . }, мажорирующих f (f(y) ≤ ϕk(y) ∀y ∈ Yb) и локально равно-
мерно сходящихся сверху к f при k →∞ в следующем смысле: ∀y ∈ Yb ∀ε ∈ Rm

+
(∃ȳ ∈ 〈y, b〉 : ȳi > yi при yi < bi) ∃j ∈ Z+ ∀k ≥ j ∀z ∈ 〈y, ȳ〉 ϕk(z) − f(y) < ε (и
тем более ϕk(z)− f(z) < ε).

Доказательство. Достаточно рассмотреть случай m = 1. Определим в
Yb × Yb функции fk(x, y) = f(x) − k max

i=1,n
(xi − yi), k ∈ Z+, и примем ϕk(y) ≡

max
y≤x≤b

fk(x, y). Очевидно, fk возрастают по y при фиксированном x, для любого

y ∈ Yb при x ≥ y имеем fk(x, y) ≤ f(x), fk(y, y) = f(y), вследствие чего ϕk(y) ≥
f(y), ϕk(b) = f(b); последовательность {ϕk(y)} не возрастает с ростом k.

Покажем, что каждая функция ϕk не убывает по y. Пусть y, z ∈ Yb, y ≤ z.
Для произвольной точки x ∈ 〈y, b〉, если x ≤ z, в силу монотонности f имеем
fk(x, y) ≤ fk(x, x) = f(x) ≤ f(z) ≤ ϕk. Если же x � z, то для x̄ = max{x, z}
получается 0 < max

i=1,n
(x̄i − zi) = max

i=1,n
(xi − zi) ≤ max

i=1,n
(xi − yi). Поэтому fk(x, y) ≤

f(x)− k max
i=1,n

(x̄i − zi) ≤ fk(x̄, z) ≤ ϕk(z). Отсюда следует ϕk(y) ≤ ϕk(z).

Чтобы доказать непрерывность ϕk, для произвольно данных ε > 0 и y, z ∈
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Yb таких, что ‖z−y‖ ≡ max
i=1,n

|zi−yi| ≤ δ, где δ выбрано так, что kδ < ε, обозначим

z̄ = max{z, y}. Очевидно, ‖z̄ − z‖ ≤ δ, ‖z̄ − y‖ ≤ δ, и в силу монотонности ϕk(z)
по z

ϕk(z) ≤ ϕk(z̄) ≤ max
z̄≤x≤b

(f(x)− k max
i=1,n

(xi − yi) + kδ)

≤ max
y≤x≤b

(f(x)− k max
i=1,n

(xi − yi)) + kδ < ϕk(y) + ε.

Аналогично выводится ϕk(y) ≤ ϕk(z̄) < ϕk(z) + ε, так что |ϕk(y)− ϕk(z)| < ε.
Осталось показать локально равномерную сходимость ϕk к f . При этом

с учетом свойств монотонности ϕk(y) по k и по y достаточно проверить нера-
венство ϕj(ȳ) − f(y) < ε для y 6= b. Пусть Jy ≡ {i ∈ 1, n : yi < bi}, точка
z̄ ∈ 〈y, b〉, z̄i > yi при i ∈ Jy, выбрана так, что в силу полунепрерывности f
сверху f(z̄) < f(y)+ε. Если z̄ = b, то можно сразу взять ȳ = z̄, j = 1. При z̄ 6= b
примем j = [(f(b) − f(z̄))/δ] + 1 ([ · ] – целая часть), ȳ = col

i=1,n
(ȳi), где ȳi = bi

при z̄i = bi, ȳi = z̄i − δ при i ∈ J ≡ {i ∈ 1, n : z̄i < bi}, δ = 1
2 min
i∈J

(z̄i − yi) > 0

(очевидно, J ⊆ Jy, ȳ ≥ y, причем ȳi > yi при i ∈ J). Тогда для x ∈ 〈ȳ, b〉
при x ≮ z̄ имеем max

i=1,n
(xi − ȳi) = max

i=∈J
(xi − ȳi) = max

i=∈J
(xi − z̄i) + δ ≥ δ и потому

fj(x, ȳ) ≤ f(b) − j max
i=1,n

(xi − ȳi) ≤ f(b) − jδ ≤ f(z̄) . Если x ≤ z̄, то сразу полу-

чается fj(x, ȳ) ≤ f(z̄) − j max
i=1,n

(xi − ȳi) ≤ f(z̄). Отсюда ϕj(ȳ) ≤ f(z̄) < f(y) + ε,

что и требовалось.
Лемма доказана.

Пусть E0 обозначает связную компоненту множества E такую, что 0 ∈ E0.

Лемма 4. Если для системы (1) с f ∈ SC при некотором y0 ∈ Y+ имеем
T (y) = Z и lim y(t, y0) = 0 при t → ∞, то E0 непусто и содержит множество
E(y0) ≡ E ∩ S−(y0), которое связно.

Доказательство. Положим ρ = min
i=1,n

yi0 и для любого r ∈ (0, ρ) построим

в S−(y0) множество qr ≡
{
y ∈ Rn

+ :
n∑
i=1

(yi)2 = r2
}

. Найдем m ∈ Z+ и точку

b ∈ Y такие, что для момента t = m имеем max
i=1,n

{yi(m, y0)} < r0 = r/2
√
n,

b > max
t∈Tm

y(t, y0) ≡ ȳ, где Tm = {0,m}. Выберем вектор ε0 ∈ Rn
+ так, что

ε0 ≤ b− ȳ, εi0 ≤ r0. Полагая j0 = 1, по лемме 3 определим числа js ∈ Z+ и точки
ȳs ∈ S−(b) таким образом, что для s = 1,m

js ≥ js−1, εs ≡ ȳs − y(m− s, y0) ∈ Rn
+, εs ≤ εs−1,

ϕjs(ȳs)− f(y(m− s, y0)) < εs−1/2,
где {ϕj(y)} — невозрастающая, аппроксимирующая последовательность непре-
рывных невозрастающих по y мажорант функции f .

Примем ϕ(y) ≡ ϕjm(y) + ε, где ε = εm/2, и обозначим через z(t) решение
системы z(t + 1) = ϕ(z(t)) с z(0) = y0. Тогда для любого t ∈ {0,m − 1} если
z(t) ≤ ȳm−t, то, полагая s = m− t, получаем

z(t+ 1) = ϕjm(z(t)) + ε ≤ ϕjs(ȳs) + ε < f(y(m− s, y0)) + εs−1/2 + ε

= f(y(t, y0)) + εs−1/2 + ε ≤ y(t+ 1, y0) + εs−1 = ȳm−(t+1) ≤ y(t+ 1, y0) + ε0.
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Так как z(0) = y0 = y(0) = ȳm − εm < ȳm, отсюда по индукции выводится
z(t) < y(t, y0) + ε0, t ∈ Tm, а значит, max

i=1,n
{zi(m)} < 2r0.

Определим на поверхности qr непрерывное касательное поле v(y) = ϕ(y)−
r−2(ϕ(y), y), где (·, ·) обозначает скалярное произведение в Rn. Пусть ∂Rn

+ ≡
Rn

+ \ Rn
+. Для любых y, z ∈ ∂qr ≡ qr \ Rn

+ таких, что (y, z) = 0, получается
(v(y), z) = (ϕ(y), z) ≥ (ε, z) ≥ ε20 > 0, так как ϕ(y) ≥ f(y) + ε ≥ ε. Отсюда
по одному следствию теоремы Брауэра [15, с. 256] (см. также [12, теорема
2.1; 13]) получается, что на qr существуют точки x такие, что v(x) = 0 и ϕ(x) =
r−2(ϕ(x), x)x, т. е. множество Qr ≡ {y ∈ qr : ∃c(y) ∈ R1 ϕ(y) = c(y)y} непусто.
При этом поскольку ϕ(y) ≥ ε ∈ Rn

+, необходимо Qr ⊂ Rn
+.

Покажем, что c(y) < 1 на Qr. Пусть c(y∗) ≥ 1 для какого-то y∗ ∈ Qr. Тогда
ϕ(y∗) ≥ y∗ и по лемме 3.2 из [2] для системы z(t+ 1) = ϕ(z(t)), так как y∗ < y0,
всюду на T (z) будет z(t, y0) ≥ y∗ и max

i=1,n
{zi(t, y0)} ≥ max

i=1,n
{yi∗} ≥ r

/√
n = 2r0.

Это противоречит полученной выше оценке для z(m, y0).
Итак, для любого r ∈ (0, ρ) существует x ∈ Qr ⊂ Rn

+ такой, что f(x) ≤
ϕ(x) < x, т. е. множество E(y0) = E ∩ S−(y0) непусто и 0 ∈ E(y0). Для любой
связной компоненты K множества E(y0) в силу отмеченных выше свойств E
будет qK ≡ inf K ∈ �, qK ≤ y0. Учитывая инвариантность S+(qK), следующую
из упорядоченности решений по начальным данным, и условие y(t, y0) → 0,
отсюда получаем qK = 0 и по лемме 2 K = E(y0), т. е. множество E(y0) само
связно и содержится в E0.

Доказанная лемма обобщает лемму 3.10 из [2] на случай разрывных (лишь
полунепрерывных сверху) правых частей. Требование полунепрерывности f в
лемме 4 существенно, как показывает следующий

Пример 1. Y = R2
+; f1(y) = 0 при y ∈ Y ; f2(y) = λy2 при y1 = 0, f2(y) =

y1 + y2 при y1 > 0, где λ ∈ (0, 1). Все решения с y0 ∈ Y стремятся к 0 при
t→∞, но E = ∅, а множество H сводится к полупрямой {y1 = 0, y2 ≥ 0}.

Положим G ≡ {y ∈ Y : f(y) ≺ y}, где x ≺ y — отношение частичного
порядка для точек x, y ∈ Rn

+, означающее xi < yi, если yi > 0, иначе xi = yi

(i = 1, n). Очевидно, что G ⊆ H, G \ E ⊆ ∂Rn
+ ≡ Rn

+ \ Rn
+, G+ = G ∩ Rn

+ = E;
для любых y, x ∈ G имеем min{y;x} ∈ G.

Справедливы следующие аналоги лемм 1 и 2 и указанные перед ними свой-
ства связных компонент множеств H или E.

Лемма 5. Если K — связная компонента множества G, f ∈ SC(qK), где
qK ≡ inf K, то qK ∈ � ∩K (qK ∈ � ∩K при qK = 0); S(qK ,K) ∩G = K; qK ≺ y,
y ∈ K. Любая точка b ∈ K может быть соединена с qK непрерывным путем
l(α) со свойствами: l(0) = qK , l(α) ∈ K для α ∈ (0, 1], l(1) = b, l(α1) ≤ l(α2)
при α1 < α2, а в случае f ∈ SC(K) даже l(α1) ≺ l(α2) (путь l монотонен
относительно ≺).

Доказательство. Определим множество K∗ ≡ {y ∈ Rn
+ : ∃a, b ∈ K, y =

min{a, b}}. Имеем K ⊆ K∗ ⊆ G, для любых двух путей l1(α), l2(α) ⊂ K с
α ∈ [0, 1] их минимум l(α) = min{l1(α), l2(α)} лежит в K, поэтому K∗ представ-
ляет связное множество в G, содержащее K, а значит, K∗ = K. Отсюда по опре-
делению qK как inf K получается qK ∈ K, так как для любых ε ∈ Rn

+, i = 1, n, су-
ществует ai ∈ K∩S+(qK) такое, что aii < qiK+εi и a = min{ai} ∈ K∩〈qK , qK+ε〉.

В силу полунепрерывности f сверху в точке qK имеем f(qK) ≤ qK . По-
кажем, что также f(qK) ≥ qK . Пусть это не так и множество индексов J =
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j ∈ 1, n : f j(qK) < qjK

}
непусто. Поскольку при j ∈ J необходимо qjK > 0,

существует окрестность Uj =
{
y ∈ Y : max

i=1,n

∣∣yi − qiK
∣∣ < ri

}
точки qK , в которой

f j(y) < yj . Очевидно, что K ∩Uj 6= ∅, и для любого z ∈ K ∩Uj найдется точка
v ∈ Uj ∩ S−(z) такая, что vj < qjK и vi = zi при i 6= j. В силу монотонности
f для всех точек отрезка прямой, соединяющего точки v, z, при i 6= j будет
f i(y)− yi = f i(y)− zi ≤ f i(z)− zi, а так как 〈v, z〉 ⊂ Uj , также f j(y) < yj . От-
сюда следует, что f(y) ≺ y, поскольку f(z) ≺ z, т. е. v и z лежат в одной и той
же связной компоненте K множества G. Это противоречит тому, что v � qK , а
значит, qK ∈ �. Поэтому для любого y ∈ K в неравенстве qK ≤ y для каких-то
компонент может быть qiK = yi только при qiK = 0, так как иначе для них было
бы f i(qK) ≤ f i(y) < yi. Следовательно, qK ≺ y.

Вторая часть леммы доказывается аналогично лемме 1.

Лемма 6. Если K — непустое связное множество в G, то для любой точки
покоя p системы (1), лежащей в S−(K), имеет место оценка p ≤ qK , где qK =
inf K. Для решения y(t, y0) с y0 ∈ S−(K) имеем T (y) = Z и lim

t→∞
y(t, y0) ≤ qK

при f ∈ SC(H ∩ S−(K)), причем если K — связная компонента множества G и
y0 ≥ qK , то y(t, y0) → qK при t→∞.

Доказательство. Без ограничения общности можно считать K = K∗,
где K∗ — связное множество в G, построенное при доказательстве леммы 5,
так как S−(K) = S−(K∗), inf K∗ = qK . Поэтому далее qK ∈ K. Пусть от
противного найдется точка покоя p ∈ �∩S−(K) (последнее множество непусто,
поскольку по крайней мере содержит 0) такая, что p � qK . Существуют a, b ∈ K
такие, что p ≤ b, qK ≤ a ≤ b и для каких-то компонент pi > ai. Соединим a
и b лежащим в K непрерывным неубывающим путем l(α) так, что l(0) = a,
l(1) = b. Пусть α0 = min{α : l(α) ≥ p}, d = l(α0). Очевидно, a ≤ d ≥ p,
α0 > 0 (a 6= d), существуют компоненты такие, что di = pi, и, как нетрудно
видеть, среди них необходимо есть те, для которых dj > aj ≥ 0 (иначе для всех
таких i было бы li(α) = pi = ai = di, α ∈ [0, α0], и нашлись бы α < α0, где
l(α) ≥ p). Так как d ∈ K ⊆ G, в силу монотонности f для этих компонент
f j(p)− pj ≤ f j(d)− dj < 0, что противоречит тому, что p ∈ �.

Если y0 ∈ S−(K), то, взяв z0 ≥ y0, z0 ∈ K ⊂ H, для решений y(t, y0), y(t, z0)
имеем 0 ≤ y(t, y0) ≤ y(t, z0) ≤ z0, а потому T (y) = Z. Кроме того, решение
y(t, z0) принадлежит H для любого t ∈ Z и не возрастает, а значит, существует
lim
t→∞

y(t, z0) = r ∈ H ∩ S−(K), который в силу условия f ∈ SC(r) является
точкой покоя, и по доказанному выше r ≤ qK . Для решения y(t, y0), очевидно,
будет lim

t→∞
y(t, y0) ≤ r. Наконец, в случае, когда K — связная компонента G, по

лемме 5 qK ∈ �, и поскольку z0 ≥ qK , то y(t, z0) ≥ qK и r ≥ qK , т. е. y(t, y0) → qK
при t→∞.

Лемма доказана.

Переходя к рассмотрению критериев изучаемых свойств притяжения A и
асимптотической устойчивости AS, везде далее будем в (1) считать правую
часть f полунепрерывной сверху в нуле. Это приводит к тому, что проверка
традиционного для понятий асимптотической устойчивости требования устой-
чивости в определении AS для рассматриваемой автономной системы (1) стано-
вится излишней, поскольку устойчивость S оказывается следствием равномер-
ного притяжения A.
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Вообще, полунепрерывность f сверху в нуле и вытекающая из этого полу-
непрерывность сверху нулевого решения по начальным данным [2, лемма 3.6]
необходимы для свойства устойчивости S. Но, как показывает нижеследующий
пример, для притяжения они не требуются.

Пример 2. Пусть Y = R2
+, f1(y) = max{0; y1 − 1}, f2(y) = 0 при y1 = 0,

f2(y) = max{1; y1} при y1 > 0. Все решения с y0 ≥ 0 достигают нуля за конечное
число шагов, но y2(1, y0) ≥ 1 при y1

0 > 0, т. е. устойчивости нет.

Пусть G0 — связная компонента множества G такая, что 0 ∈ G0, G0
+ ≡

G0 ∩ Rn
+. Очевидно, G0

+ ⊇ E0, но вообще говоря, G0
+ 6= E0. Если K — связное

множество в G с inf K = 0, то K ⊆ G0.

Пример 3. Пусть Y = R2
+, f1(y) = max{0; y1 − 1}, f2(y) = λy2 при y1 = 0,

f2(y) = min{y2; 1 + λ(y2 − 1)} при y1 > 0, где λ ∈ (0, 1). Имеем H = R2
+,

E =
{
y ∈ R2

+ : y2 > 1
}
, E0 = ∅, G = G0 = E ∪ {y1 = 0, y2 ≥ 0}. Таким образом,

G0
+ = E 6= ∅ в отличие от E0.

Теорема 1. Если существует связное множество K ⊆ G с inf K = 0, со-
держащее строго положительные точки (т. е. K+ 6= ∅), и f ∈ SC(H ∩ S−(K)),
то система (1) обладает свойством AS. В случае, когда f ∈ SC, для свойства
AS системы (1) необходимо, чтобы E0 было непусто (т. е. чтобы существо-
вало связное множество K ⊆ E с inf K = 0). Для области притяжения A
справедливы соотношения A ∩ E = E0, A ∩ G = G0 и внутренняя оценка
A ⊇ S−(G0) ⊇ S−(K). Если S−(K) = Y , то имеет место свойство ASG.

Доказательство. Достаточность и оценка A ⊇ S−(G0) ⊇ S−(K) непо-
средственно следуют из леммы 6 (равномерность притяжения при этом обеспе-
чивается упорядоченностью решений по начальным данным). Необходимость
вытекает из леммы 4. Соотношения для A ∩E, A ∩G получаем из леммы 2 и
первой части леммы 5.

Пользуясь второй частью леммы 1, можно сформулировать другой вариант
критерия асимптотической устойчивости, обобщающий один результат Битсо-
риса [16] (в статье [17] им приведено аналогичное утверждение для квазимоно-
тонных дифференциальных уравнений, но тоже только в непрерывном случае).

Теорема 2. Система (1) с f ∈ SC обладает свойством (AS) тогда и только
тогда, когда существует непрерывная неубывающая (даже строго возрастаю-
щая) кривая l : [0, a) → Y такая, что l(0) = 0, f(l(α)) < l(α) > 0 при α ∈ (0, a).
Если при этом l(α) →

α→a
h = supY ( min

i=1,n
li(α) →

α→a
∞, когда Y = Rn

+), то будет

глобальная AS.
Практическое использование теоремы 1 затрудняется требованием связно-

сти множеств K из E или G, поэтому представляют интерес случаи, когда эти
множества априори являются связными и установление AS сводится к простой
проверке существования в Rn

+ точек, где функция (f(y)− y) имеет отрицатель-
ные значения (что облегчается монотонностью f).

В связи со сказанным рассмотрим условия, обеспечивающие связность нуж-
ных множеств.

Пусть l(α, y) — определенная на множестве [0, 1]× L, L ⊆ Y , непрерывная
неубывающая по α функция со значениями в Rn

+, удовлетворяющая условиям:

∀y ∈ L l(0, y) = 0, l(1, y) = y; l(α, x) ≺ l(α, y) при x ≺ y, (4)
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т. е. путь l соединяет точку y с 0, функция l монотонна по y относительно ≺.

Определение. Будем писать f ∈ lshL и называть функцию f l-субодно-
родной на множестве L, если

∀y ∈ L ∀α ∈ (0, 1] f(l(α, y)) ≤ l(α, f(y)), (5)

где l — некоторая функция с описанными выше свойствами. Если f l-субодно-
родна всюду на Y , то будем писать f ∈ lsh.

Лемма 7. Если для функции f ∈ lshL множество GL ≡ G ∩ L непусто
(соответственно EL ≡ E ∩ L непусто, а функция l строго возрастает по y), то
GL связно и 0 ∈ GL, т. е. GL ⊆ G0 (соответственно EL связно, 0 ∈ EL и
EL ⊆ E0). В случае, когда f ∈ lsh, связным будет все множество G и G = G0

(соответственно E связно и E = E0).

Доказательство. Пусть y ∈ GL. В силу (5) и ≺-монотонности l по y для
любого α ∈ (0, 1] получается f(l(α, y)) ≤ l(α, f(y)) ≺ l(α, y), поскольку f(y) ≺
y (соответственно f(l(α, y)) ≤ l(α, f(y)) < l(α, y) при y ∈ EL в силу строгой
монотонности l). Таким образом, любая точка y из GL (из EL) соединяется с
точкой 0 непрерывным неубывающим путем l(α, y), все точки которого лежат
в GL (соответственно все, кроме l(0, y) = 0, лежат в EL). Это означает, что y
принадлежит связной компоненте G0 (соответственно E0), которая по лемме 2
единственна, откуда следуют нужные свойства GL и EL.

Объединением теоремы 1 и леммы 7 получается критерий AS, который
вследствие удобства его практического использования сформулируем в виде от-
дельной теоремы.

Теорема 3. Если для уравнения (1) с правой частью f ∈ lshL множество
GL ≡ G ∩ L содержит строго положительные точки (т. е. GL+ = GL ∩ Rn

+ 6= ∅)
и f ∈ SC(H ∩ S−(GL)), то система (1) обладает свойством AS. Для области
притяжения справедлива оценка A ⊇ S−(GL). В случае, когда L = Y = S−(G),
имеет место глобальная AS.

Если в системе (1) правая часть f ∈ lsh полунепрерывна сверху, то условие
непустоты множества G+ = G∩Rn

+ = E необходимо и достаточно для свойства
AS.

Для расширения оценок области притяжения в условиях теоремы 3 полез-
ным является

Следствие 1. Точка y0 ∈ Y принадлежит области притяженияA системы
(1) с правой частью f ∈ lshL, полунепрерывной сверху на H ∩ S−(GL), если
y∗ ≡ y(t∗, y0) ∈ GL для некоторого момента t∗ ∈ Z, т. е. f(y∗) ≺ y∗ и y∗ ∈ L. При
этом в области притяжения будет лежать также объединение конусных отрезков⋃
t∈{0,t∗}

〈0, y(t, y0)〉 (шлейф S−(y(t, y0)) решения y(t, y0) на отрезке {0, t∗}).

Поскольку G ⊆ H, H инвариантно, а значит, по крайней мере с момента
t∗, описанного в следствии 1, решение y(t, y0) не возрастает по t, для любой
компоненты, для которой yi(t∗i) = 0 в какой-то момент t∗i ≥ t∗, далее при всех
t ≥ t∗i будет f i(y(t, y0)) = yi(t, y0) = 0. Для других, т. е. не обращающих-
ся в нуль компонент решения (если таковые останутся), строгие неравенства
f i(y(t, y0)) = yi(t + 1, y0) < yi(t, y0), вообще говоря, не сохраняются с течением
времени.
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Действительно, без каких-то дополнительных требований и множество G,
и множество E могут быть неинвариантными.

Так, в примере 3 при y2
0 > 0 все решения за конечное время достигают

полуоси {y1 = 0, y2 > 0} и далее стремятся по ней к 0 при t → ∞. Таким
образом, множество E здесь не инвариантно в отличие от G.

Пример 4. Пусть y ∈ R2
+, h(y1) — функция, определенная соотношениями:

h(0) = 0, h(y1) = 1/2 при y1 ≥ 1/2, h(y1) = ai при y1 ∈ [ai+1, ai), i ∈ Z, a0 = 1/2,
ai+1 = (ai)2. Зададим систему (1) формулами: f1(y) = y1, если y2 ≥ h(y1); если
y2 < h(y1), то f1(y) = εy1 при y2 = 0, f1(y) = max{aj ; εy1} при y2 ∈ (aj+1, aj ],
где 1/2 < ε < 1, aj = aj(y1) = max{ai, ai ≤ y1}; f2(y) = εy2.

Имеем H = R2
+, E = {y ∈ R2

+, y
2 ∈ (0, h(y1))}, G = E∪∂R2

+. Множества E,
G связны, примыкают к 0, т. е. E = E0, G = G0, и система обладает свойством
ASG. Существуют решения, например, все решения с начальными условиями
y1
0 ∈ (1/2, 1), y2

0 ∈ (1/4, 1/2), которые бесконечное число раз попадают в E (в G)
и покидают его (выходя на вертикальные участки графика h(y1)), т. е. и E, и
G здесь неинвариантны.

В случае инвариантности множества E решения, начинающиеся в нем или
попавшие в него при некотором t0, далее строго убывают по всем компонен-
там, а в случае инвариантности G каждая компонента решения строго убы-
вает, пока является положительной, но может за конечное время стать (или
быть изначально) нулевой и далее будет оставаться таковой. Такое поведе-
ние процессов при использовании систем (1) как систем сравнения в методе
вектор-функций Ляпунова [2–4] оказывается полезным в алгоритмах числен-
ного анализа их асимптотической устойчивости на основе следствия 1, а для
некоторых экономических, социальных и других моделей с монотонностью [5–
8] может представлять самостоятельный интерес.

По аналогии со свойством «неприводимости» или «неразложимости» в тео-
рии монотонных динамических систем инвариантность E,G может быть обес-
печена дополнительными требованиями на монотонность правой части системы
(1).

Так, множество E инвариантно, если для любых x ∈ E, z ∈ H, z < x, будет
min{f i(z)− f i(x)} < 0 при i ∈ Iz ≡ {i ∈ 1, n : f i(z) = zi} 6= ∅, в частности, если
f строго убывает на E. Соответственно множество G инвариантно, если для
любых x ∈ G, z ∈ H, z ≺ x, будет min{f i(z) − f i(x)} < 0 при i ∈ I+

z ≡ {i ∈ Iz :
zi > 0} 6= ∅, в частности, если f ≺-убывает на G.

Действительно, если, например, G не инвариантно для некоторого решения
y(t, y0), найдется момент τ ∈ Z, τ > 0, такой, что y(τ, y0) ≡ z 6∈ G, y(t, y0) ∈ G
∀t ∈ {0, τ − 1}. Поскольку z ∈ H, вектор z необходимо имеет компоненты
zi = f i(z) > 0, т. е. I+

z 6= ∅. По определению момента τ будет x ≡ y(τ − 1, y0) ∈
G, поэтому z ≺ x. В силу монотонности f имеем f(z) ≤ f(x) = z, причем
zi = f i(z) = f i(x) при i ∈ I+

z . Это противоречит предположению о свойствах f .
Легко видеть, что в примере 3 выписанные условия усиленной монотонно-

сти f для множества G выполняются, а для множества E — нет.

Замечание 1. Когда правая часть f ≺-убывает на G (или f строго убы-
вает на E), условие f ∈ lshL в теореме 3 является и необходимым для асимпто-
тической устойчивости системы (1). В этом случае можно принять, например,
L = G ∩ A (соответственно L = E ∩ A ) и определить функцию l(α, y) соотно-
шениями l(0, y) = 0, l(α, y) ≡ ỹ(− lnα, y) при α ∈ (0, 1], где ỹ(τ, y) — парамет-
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ризованное непрерывной переменной τ ∈ [0,∞) представление следа решения с
начальным условием y.

Замечание 2. Следствие 1 могло бы служить для полного конструктив-
ного описания областей притяжения, если бы попадание решения в множество
G являлось необходимым условием принадлежности начальной точки области
притяжения (по крайней мере при y0 > 0). Очевидно, это так для уравнений
первого порядка; верно, как можно показать, и для систем на плоскости (с по-
лунепрерывной сверху f). В общем случае вопрос о необходимости в условиях
следствия 1 остается открытым.

Тем не менее чтобы получить критерий (необходимый и достаточный) вы-
деления притягивающихся решений, ниже по сравнению со следствием 1 рас-
ширяем достаточные условия. Для этого используется прием, предложенный в
работе [18] при исследовании экспоненциальной устойчивости систем сравнения.

Обозначим через f(m) m-кратную композицию функции f , m ∈ Z+ ≡ Z\{0},

т. е. f(m)(y) =

m︷ ︸︸ ︷
f(f(. . . (f(y)) . . . )) (f(1) ≡ f); Hm ≡ {y ∈ Ym : f(m)(y) ≤ y},

Em ≡ {y ∈ Ym : f(m)(y) < y}, Gm ≡ {y ∈ Ym : f(m)(y) ≺ y}, Ym = {y ∈ Y :
f(k)(y) ∈ Y, k = 1,m− 1} ⊆ Rn

+ — область определения f(m).

Очевидно, f(m)(0) = 0, f(m) неубывающая вместе с f , поэтому при p ∈ Hm

множества S−(p) и само Hm инвариантны для системы

x(τ + 1) = f(m)(x(τ)), τ ∈ Z, x ∈ Ym, (6)

причем если p ∈ H, то Ym ⊇ S−(p) для любого m ∈ Z+.
Решения y(t, y0) и x(τ, y0) систем (1), (6) с одинаковыми начальными усло-

виями y(0) = y0 = x(0) связаны соотношением y(mτ, y0) = x(τ, y0), τ ∈ T (x).
Отсюда с помощью группового свойства автономных систем выводится

Лемма 8. Для любого m ∈ Z+ множество Hm инвариантно для систе-
мы (1).

Доказательство. Действительно, при y0 ∈ Hm для любого t > 0, обозна-
чая τ =

[
t
m

]
([ · ] — целая часть), имеем y(mτ, y0) = x(τ, y0) ∈ Hm, и по теореме

о разностных неравенствах

f(m)(y(t, y0)) = y(t+m, y0) = y(t−mτ, y(mτ +m, y0))
≤ y(t−mτ, y(mτ, y0)) = y(t, y0),

что и требовалось.

Легко также видеть, что H ⊆ Hm ⊆ Hmk, E ⊆ Em ⊆ Emk ⊆ Rn
+, G ⊆ Gm ⊆

Gmk, m, k ∈ Z+ (в силу инвариантности H, Hm соответственно для (1) и (6));
Em ⊆ Gm ⊆ Hm.

С учетом равномерной относительно t0 полунепрерывности нулевого ре-
шения по начальным данным на отрезках Tm = {t0, t0 + m} (предположение
f ∈ SC(0) здесь по-прежнему сохраняется, вследствие чего все f(m) тоже по-
лунепрерывны сверху в нуле) из вышесказанного следует, что свойства AS для
обоих систем (1) и (6) могут иметь место только одновременно, области при-
тяжения совпадают. Отсюда получается критерий асимптотической устойчиво-
сти, обобщающий теорему 3.
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Теорема 4. Система (1) асимптотически устойчива, если при некотором
m ∈ Z+ в Gm существует непустое связное множество Km с inf Km = 0 (напри-
мер, f(m) ∈ lshLm , Km = GmL ≡ Gm ∩ Lm 6= ∅), содержащее внутренние
(т. е. строго положительные) точки, и функция f(m) полунепрерывна сверху
на Hm ∩ S−(Km). При этом справедлива оценка области притяжения A ⊇
S−(

⋃
m≥1

Km) ≡ AK .

В случае, когда Y = AK , имеет место глобальная AS.
Обратно, если система (1) обладает свойством AS, то найдется номер m∗ ∈

Z+, начиная с которого все множества Em = Gm ∩ Rn
+ непусты.

Необходимость здесь очевидна: для любого строго положительного y0 ∈ A
при достаточно большом m∗ ∈ Z в силу притяжения (3) будет y(m, y0) < y0,
m ≥ m∗.

Пример 5. Для функции f из примера 3 имеем f1
(m)(y) = max{0; y1 −m}

при y ∈ R2
+, f2

(m)(y) = λ(m)y2 при y1 ∈ [0,m−1], f2
(m)(y) = min{y2; 1+λ(m)(y2−1)}

при y1 > m− 1. Таким образом, Gm =
{
[0,m− 1]×R1

+
}
∪ {y1 > m− 1, y2 > 1},

и если принять Lm = [0,m− 1]×R1
+, то выполняются все условия теоремы 4 о

глобальной AS (с m ≥ 2).

Следствию 1 теперь можно придать форму точного описания положитель-
ной внутренности области притяженияA+ ≡ A ∩Rn

+, т. е. критерия для выделе-
ния всех строго положительных начальных условий притягивающихся решений.

Теорема 5. Точка y0 ∈ Y лежит в области притяжения системы (1) вместе
с конусным отрезком 〈0, y0〉, если f(m) ∈ lshLm , y(t∗, y0) ∈ GmL при некоторых
t∗ ∈ Z и m ∈ Z+, т. е. y(t∗ + m, y0) ≺ y(t∗, y0), y(t∗, y0) ∈ Lm, и, кроме то-
го, функция f(m) полунепрерывна сверху на Hm ∩ S−(GmL). При этом также⋃
t∈{0,t∗}

〈0, y(t, y0)〉 ⊆ A .

Обратно, если для системы (1) y0 ∈ A+, то существуют число m∗ ∈ Z+ и
момент t∗ ∈ Z такие, что y(t∗, y0) ∈ Em, т. е. y(t∗ + m, y0) < y(t∗, y0) для всех
m ≥ m∗, m ∈ Z, а также y(t+m, y0) ≤ y(t, y0), t ≥ t∗, t ∈ Z.

Последнее неравенство y(t+m, y0) ≤ y(t, y0) здесь получается по лемме 8.

Замечание 3. Очевидно, композиция любых двух неубывающих функций
класса lsh тоже (l)-субоднородна, а потому, когда в условиях теорем 4, 5 f ∈
lshL, будет также f(m) ∈ lshLm , где Lm = {y ∈ L : f(k)(y) ∈ L, k = 1,m− 1}.

Следствие 2. Если в системе (1) f ∈ lsh полунепрерывна сверху всюду
на Y , то A+ =

⋃
m≥1

Em.

Теорема 5 позволяет построить эффективные вычислительные процедуры
отыскания оценок областей притяжения дискретных систем сравнения (сравни
[3]), особенно в случае f ∈ lshL. Каждое итерирование до момента t∗ + m,
где t∗, m обладают указанными в теореме свойствами, выделяет сразу целый
«параллелепипед» 〈0, y0〉 в области притяжения.

Замечание 4. В правилах останова непритягивающихся решений может
использоваться следующее свойство: если в процессе итерирования для некото-
рых t ∈ Z, m ∈ Z+ окажется y(t+m, y0) ≥ y(t, y0) 6= 0, то заведомо S+(y0)∩A =
∅, т. е. точка y0 вместе с конусом S+(y0) не лежит в области притяжения. Это
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следует из инвариантности множества Qm = {y ∈ Ym : f(m)(y) ≥ y} для систем
(1) и (6).

Приведем условия асимптотической устойчивости, обобщающие в части до-
статочности теорему 4 на случай, когда не выполняется условие полунепрерыв-
ности f(m) ∈ SC(Hm ∩S−(Km)) (кроме оговоренной полунепрерывности сверху
в 0).

Обозначим через f∗(m)(y) ≡ lim
x→y, x>y

f(m)(x) «точную» полунепрерывную

сверху мажоранту (верхнюю регуляризацию [19]) функции f(m); G∗m ≡ {y ∈
Ym : f∗(m)(y) ≺ y}.

Теорема 6. Система (1) асимптотически устойчива, если при некотором
m ∈ Z+ в G∗m существует непустое связное множество K∗

m с inf K∗
m = 0 (напри-

мер, f(m) ∈ lshLm , K∗
m = G∗mL ≡ G∗m ∩ Lm 6= ∅), содержащее строго положи-

тельные точки. При этом справедлива оценка A ⊇ S−(
⋃
m≥1

K∗
m) ≡ AK∗ .

Если Y = AK∗ , то имеет место глобальная AS.

Доказательство. Если f(k) ∈ lshLk для какого-либо k ∈ Z+, то также
f∗(k) ∈ lshLk , поэтому по теореме 3, а в общем случая определения K∗

m по теоре-
ме 1 сформулированные условия обеспечивают асимптотическую устойчивость
и выписанную оценку области A для системы x(τ + 1) = f∗(m)(x(τ)), τ ∈ Z,
x ∈ Ym. Решения последней в силу теоремы о разностных неравенствах мажо-
рируют решения системы (6), вследствие чего система (6) и исходная система
(1) тоже обладают свойством AS с той же оценкой области притяжения, что
завершает доказательство.

Пример 6. Продемонстрируем применение теоремы к системе примера 1,
где правая часть не полунепрерывна сверху (исключая точку 0) на множестве
H = G, представляющем полупрямую {y1 = 0, y2 ≥ 0}, G+ = ∅, и теорема 3
неприменима, хотя f ∈ lsh с l(α, y) = αy. Функции f(m), определяемые соот-
ношениями f1

(m)(y) ≡ 0, f2
(m)(y) = λ(m)y2 при y1 = 0, f2

(m)(y) = λ(m−1)(y1 + y2)
при y1 > 0, также не полунепрерывны сверху при y1 = 0, y2 > 0, поэто-
му теорема 4 тоже неприменима, несмотря на то, что при m ≥ 2 множества
Em =

{
y ∈ R2

+ : y1 < (1/λ(m−1) − 1)y2
}

уже непустые. Для функций f∗(m)

всюду в R2
+ получается f∗1(m)(y) ≡ 0, f∗2(m)(y) = λ(m−1)(y1 + y2), G∗m = Gm =

Em =
{
y ∈ R2

+ : y1 ≤ (1/λ(m−1) − 1)y2
}
, так что по теореме 6 есть глобальная

асимптотическая устойчивость.

В заключение приведем критерий, дающий наиболее общие необходимые
и достаточные условия асимптотической устойчивости и полное описание обла-
сти притяжения автономных монотонных разностных систем при минимальных
предварительных требованиях на правую часть f .

Для определенной выше верхней регуляризации f∗(m)(y) определим P ∗m как
подмножество в Hm, отрицательный шлейф которого S−(P ∗m) не содержит от-
личных от 0 точек x таких, что f(m)(x) ≤ x ≤ f∗(m)(x). Иначе говоря, P ∗m ≡ {y ∈
Hm : S−(y) ∩ �∗m = {0}}), где �∗m ≡ {y ∈ Hm : f∗(m)(y) ≥ y}.

Теорема 7. Система (1) асимптотически устойчива, если при некотором
m ∈ Z+ в P ∗m существует непустое множество K∗

m, содержащее строго положи-
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тельные точки. Справедлива оценка области притяжения

A ⊇ S−
( ⋃
m≥1

K∗
m

)
≡ AK∗ .

Если Y = AK∗ , то имеет место глобальная AS.
В случае, когда f(m) полунепрерывны сверху начиная с некоторого m ∈ Z+,

существование вышеописанных множеств K∗
m необходимо для асимптотической

устойчивости системы (1), причем если AS глобальна, то K∗
m могут быть вы-

браны так, что Y = AK∗ .
Доказательство. Достаточно показать притяжение для решений x(t, x0)

системы (6), начинающихся в K∗
m. Поскольку Hm инвариантно, при x0 ∈ K∗

m

решение x(t, x0) не убывает и имеет при t → ∞ предел q ∈ S−(x0) ∩ �∗m. По
определению P ∗m получается q = 0, что и требовалось.

Для доказательства необходимости, выбрав произвольно y0 ∈ A+, найдем
номер m+ ∈ Z+, начиная с которого y0 ∈ Em и f(m) ∈ SC. В силу полуне-
прерывности �∗m превращается в множество точек покоя системы (6), которое
при наличии притягивающегося решения с x0 = y0 > 0 не может содержать в
S−(x0) ненулевых точек. Поэтому для любого m ≥ m+ можно попросту при-
нять K∗

m = Em.
Теорема доказана.

В части достаточности теорема охватывает теорему 6, так как любое связ-
ное множество K∗

m ⊆ G∗m с inf K∗
m = 0, описанное в условиях теоремы 6, явля-

ется подмножеством в P ∗m. При m = 1 из нее как частные случаи получаются
лемма 3.8 из [2] и условия глобальной AS, приведенные в работе [14], причем без
дополнительного требования полунепрерывности f (и тем более непрерывности,
как в [14]).

Отметим, однако, что непосредственное практическое применение послед-
ней теоремы с точки зрения конструктивности и вычислительной реализации
может оказаться более сложным по сравнению с предыдущими утверждениями.
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