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Аннотация. Получены теоремы существования и единственности решения стоха-
стического уравнения Вольтерра на плоскости. Доказательство этих теорем ис-
пользует неравенство для стохастического интеграла по двупараметрическому ви-
неровскому процессу с зависящей от пределов интегрирования подынтегральной
функцией.
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1. Введение

Целью работы является доказательство теорем существования и единствен-
ности решения стохастического уравнения Вольтерра на R2

+ = [0,∞[×[0,∞[,
определенного ниже в (1). Доказательства этих теорем опираются на примене-
ние неравенств для моментов равномерной нормы непрерывных модификаций
стохастических интегралов по двупараметрическому винеровскому процессу с
зависящими от пределов интегрирования подынтегральными функциями. По-
лучены также условия существования непрерывных модификаций и неравен-
ства для двупараметрических стохастических интегралов.

Буквы x, y, z будем использовать только для обозначения элементов про-
странства R2

+, причем если в одном и том же выражении присутствуют z, z1 и
(или) z2, то всегда полагаем, что z1 — первый, а z2 — второй элементы вектора
z (аналогично для x, y). Неравенства x ≤ z, x ≥ z, x < z, x > z и структурные
операции x∧z, x∨z определены поэлементно, например, x∧z = (x1∧z1, x2∧z2),
неравенство x < z эквивалентно системе неравенств x1 < z1 и x2 < z2. Далее,
]x, z] обозначает прямоугольник ]x, z] = {y : x < y ≤ z}. Константы, зависящие
от некоторого параметра θ и, возможно, разные для одного и того же θ, будем
обозначать через Cθ. Во всех случаях, когда в каком-либо неравенстве будет
присутствовать константа Cθ,z, она будет обладать свойством: 0 ≤ Cθ,x ≤ Cθ,z
для x ≤ z (во всех этих случаях возможность выбора такой константы будет
очевидна).

В дальнейшем C обозначает пространство непрерывных функций g : R2
+ 7→

R, Cz — минимальную σ-алгебру, содержащую цилиндрические подмножества
пространства C с координатами из [0, z], ‖g‖z = sup

x∈[0,z]
|g(x)|.
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Пусть (�,F ,P) — полное вероятностное пространство и двупараметриче-
ское семейство σ-алгебр F =

(
Fz, z ∈ R2

+
)

удовлетворяет условиям:
1) если x ≤ z, то Fx ⊂ Fz ⊂ F ;
2) F0 содержит все элементы F нулевой вероятности;
3) Fz =

⋂
x>z
Fx для любого z;

4) для любых x и z σ-алгебры Fx и Fz условно независимы относительно
Fx∧z.

Если поле
(
ξ(x), x ∈ R2

+
) (
Fx, x ∈ R2

+
)
-согласовано и траектории поля ξ

п. н. принадлежат C, то будем писать ξ ∈ F ∩ C. Через �p, p ≥ 2, обозначим
пространство таких полей

(
ξ(x), x ∈ R2

+
)
∈ F∩C, что ξ z =

(
E‖ξ‖pz

)1/p
<∞ для

каждого z. Для ξ и η ∈ �p пусть %�(ξ, η) ,
∞∑
k=1

2−k(1 ∧ ξ − η (k,k)).

В дальнейшемP обозначает σ-алгебру F-предсказуемых подмножеств про-
странства R2

+ × � [1]. Отметим, что P совпадает с минимальной σ-алгеброй,
порожденной классом множеств

J = {]x, z]×A | x, z ∈ R2
+, x < z, A ∈ Fx}

∪ {{0}×]s, t]×A | s, t ∈ R+, s < t, A ∈ F(0,s)}
∪ {]s, t]× {0} ×A | s, t ∈ R+, s < t, A ∈ F(s,0)} ∪ {{0} ×A | A ∈ F0}.

Пусть P̃ — минимальная σ-алгебра подмножеств пространства R2
+×�×C,

порожденная классом

J̃ =
{
]x, z]×A× C | x, z ∈ R2

+, x < z, A ∈ Fx, C ∈ Cx
}

∪ {{0}×]s, t]×A× C | s, t ∈ R+, s < t, A ∈ F(0,s), C ∈ C(0,s)}
∪ {]s, t]× {0} ×A× C | s, t ∈ R+, s < t, A ∈ F(s,0), C ∈ C(s,0)}

∪ {{0} ×A× C | A ∈ F0, C ∈ C0}.

Рассмотрим стохастическое интегральное уравнение Вольтерра на плоско-
сти:

ξ(z) = η(z) +
∫

]0,z]

a(z, x, ξ) dx+
∫

]0,z]

b(z, x, ξ) dW (x), z ∈ R2
+, (1)

коэффициенты которого удовлетворяют условиям:
1) η ∈ F ∩ C;
2) функции (z, (x, ω, g)) 7→ a(z, x, ω, g) и (z, (x, ω, g)) 7→ b(z, x, ω, g) являются

B
(
R2

+
)
⊗ P̃|B(R)-измеримыми;

3)
(
W (x), x ∈ R2

+
)

— двупараметрический винеровский процесс (броунов-
ский лист) относительно фильтрации F [2].

Решением уравнения (1) будем называть такое случайное поле
(
ξ(z), z ∈

R2
+
)
∈ F ∩ C, что c вероятностью 1 равенство (1) выполнено для всех z ∈ R2

+.
Если уравнение (1) имеет решение, то будем называть его единственным, если
оно неотличимо от любого другого решения уравнения (1).

Стохастические интегральные уравнения Вольтерра на R+ исследовались
многими авторами. Например, в [3] получены условия существования и един-
ственности сильного решения и условия существования слабого решения урав-
нения Вольтерра по винеровскому процессу с неслучайными коэффициентами,
в [4] — условия существования и единственности решения уравнения Вольтерра
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с упреждающими коэффициентами, в [5] — условия существования и единствен-
ности сильного решения и условия существования слабого решения уравнения
Вольтерра, содержащего криволинейные стохастические интегралы.

2. Неравенства для моментов
стохастических интегралов

Целью этого раздела является доказательство существования непрерывной
модификации и неравенств для моментов равномерной нормы непрерывной мо-
дификации случайного поля

η(z) =
∫

]0,z]

β(z, x) dW (x), z ∈ R2
+, (2)

где (z, (x, ω)) 7→ β(z, x, ω) — B
(
R2

+
)
⊗P-измеримая действительная функция,(

W (x), x ∈ R2
+
)

— двупараметрический F-винеровский процесс, интеграл в пра-
вой части равенства (2) для каждого фиксированного z является стохастиче-
ским интегралом от F-предсказуемого случайного поля β(z, ·) по двупарамет-
рическому F-винеровскому процессу W [2]. Пусть β′(z, y, x) = β(z, x)− β(y, x).

Теорема 2.1. Предположим, что существуют такие число p ≥ 2, возрас-
тающая положительная функция (ϕ(t))t≥0 и измеримое случайное поле β̄(z, x),
что

1∫
0

ϕ(s)s−1−2/p ds <∞; (3)

0 ≤ β̄(z, x) ≤ β̄(z′, x) для z ≤ z′;

|β′(z, z′, x)| ≤ β̄(z ∨ z′, x)ϕ(|z − z′|); (4)

Bp(z) , E
( ∫
[0,z]

β̄2(z, x) dx
)p/2

<∞.

Тогда существует непрерывная модификация случайного поля (2), для ко-
торой справедливо неравенство

E sup
y∈[0,z]

∣∣∣∣ ∫
]0,y]

β(y, x) dW (x)
∣∣∣∣p ≤ Cp,ϕ,zE

( ∫
]0,z]

β̄2(z, x) dx
)p/2

.

Доказательству теоремы 2.1 предпошлем несколько утверждений и поясне-
ний.

Не умаляя общности, будем считать, что одновременно с условием (4) вы-
полнено условие |β(z, x)| ≤ β̄(z, x). Из условия B

(
R2

+
)
⊗P|B(R)-измеримости

функции β следует, что

(x, ω) 7→ β(x, x, ω) ∈P|B(R), (s, (x, ω)) 7→ β((s, x2), x, ω) ∈ B(R+)⊗P|B(R),

(t, (x, ω)) 7→ β((x1, t), x, ω) ∈ B(R+)⊗P|B(R).
Опираясь на определение стохастического интеграла по двупараметриче-

скому винеровскому процессу [2], применяя неравенство Дэвиса для квадрати-
ческой вариации двупараметрического сильного квадратично интегрируемого
мартингала [6] и методы доказательств существования измеримых по парамет-
ру модификаций случайных процессов [7], имеем следующее утверждение.
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Лемма 2.2. Пусть (U,U ) — измеримое пространство и (u, (x, ω)) 7→ α(u, x, ω)
— U ⊗P-измеримая действительная функция такая, что E

∫
]0,z]

α2(u, x) dx <∞

для любых z ∈ R2
+, u ∈ U .

Тогда существует такаяU ⊗P-измеримая действительная функция (u, (z, ω))
7→ J(u, z, ω), что

1) J(u, z, ω) является стохастическим интегралом на прямоугольнике ]0, z]
отP-измеримой функции α(u, ·) по двупараметрическому F-винеровскому про-
цессу W (·):

J(u, z) =
∫

]0,z]

α(u, x) dW (x) п. н. для любых z ∈ R2
+, u ∈ U ;

2) для каждого фиксированного u ∈ U случайное поле J(u, ·) является
непрерывным сильным квадратично интегрируемым F-мартингалом [2] и квад-
ратическая вариация J(u, ·) на прямоугольнике [0, z] равна

∫
]0,z]

α2(u, x) dx;

3) если E
( ∫
]0,z]

α2(u, x) dx
)p/2

<∞ для некоторого p ≥ 2, то

E sup
x∈[0,z]

|J(u, x)|p ≤ CpE
( ∫
]0,z]

α2(u, x) dx
)p/2

. (5)

В дальнейшем будем применять как неравенство (5), так и неравенство

E
∣∣∣∣ ∫
]0,z]

α(u, x) dW (x)
∣∣∣∣p ≤ CpE

( ∫
]0,z]

α2(u, x) dx
)p/2

, (6)

вытекающее из неравенства (5) и справедливое при тех же условиях.
Следует отметить, что поле (2) в условиях теоремы 2.1 не обладает, вообще

говоря, мартингальными свойствами. Одновременно с интегралом (2) будем
рассматривать случайные поля

ϑ(z) =
∫

]0,z]

β(x, x) dW (x),

ξ(z) =
∫

]0,z]

[β(z, x) + β(x, x)− β((z1, x2), x)− β((x1, z2), x)] dW (x),

ζ1(z) =
∫

]0,z]

β′((z1, x2), x, x) dW (x), ζ2(z) =
∫

]0,z]

β′((x1, z2), x, x) dW (x),

сумма которых равна η.
Согласно лемме 2.2 случайное поле ϑ является непрерывным сильным квад-

ратично интегрируемым F-мартингалом и

E sup
x∈[0,z]

|ϑ(x)|p ≤ CpE
( ∫
]0,z]

β2(x, x) dx
)p/2

, p ≥ 2.
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В силу условий теоремы 2.1 случайные поля ζ1 и ζ2 стохастически непре-
рывны. Поэтому в дальнейшем будем считать, что ζ1 и ζ2 — измеримые сепара-
бельные процессы. Отметим также, что для каждого фиксированного z1 слу-
чайный процесс (ζ1(z1, z2))z2≥0 является однопараметрическим непрерывным
(F(z1,z2))z2≥0-мартингалом, для каждого фиксированного z2 случайный процесс
(ζ2(z1, z2))z1≥0 — однопараметрическим непрерывным (F(z1,z2))z1≥0-мартинга-
лом.

Для произвольной функции h(·) : Rk
+ 7→ R и измеримого случайного поля

γ(·, ·) : Rk
+ × � 7→ R определим

�a(p, ε, γ) = sup{(E|γ(a′)− γ(a′′)|p)1/p : a′, a′′ ∈ [0, a]; |a′ − a′′| ≤ ε},

�(a, ε, h) = sup{|h(a′)− h(a′′)| : a′, a′′ ∈ [0, a]; |a′ − a′′| ≤ ε},
ε > 0, p > 1, a ∈ Rk

+.
Для исследования полей ξ, ζ1 и ζ2 будем применять следующее утвержде-

ние, вытекающее из результатов работы [8].

Лемма 2.3. Предположим, что для некоторого p > 1

sup
a′∈[0,a]

E|γ(a′)|p <∞ и
1∫

0

s−1−k/p �a(p, s, γ) ds <∞.

Тогда существует непрерывная модификация γ̄ случайного поля γ и

(E sup
a′∈[0,a]

|γ̄(a′)|p)1/p ≤ Cp,a

 sup
a′∈[0,a]

(E|γ(a′)|p)1/p +
1∫

0

�a(p, s, γ)
s1+k/p

ds

,

(E�p(a, ε, γ̄))1/p ≤ Cp,a

ε−k/p �a(p, ε, γ) +
ε∫

0

�a(p, s, γ)
s1+k/p

ds


для любых a ∈ Rk

+ и ε ∈]0, 1].
Доказательство теоремы 2.1. Заметим, что при y ≤ z имеет место

равенство ξ(z)− ξ(y) = J1(z, y) + J2(z, y) + J3(z, y), где

J1(z, y) =
∫

]0,y]

[β′(z, y, x)− β′((z1, x2), (y1, x2), x)− β′((x1, z2), (x1, y2), x)] dW (x),

J2(z, y) =
∫

](0,y2),z]

[β′(z, (z1, x2), x)− β′((x1, z2), x, x)] dW (x),

J3(z, y) =
∫

](y1,0),(z1,y2)]

[β′(z, (x1, z2), x)− β′((z1, x2), x, x)] dW (x).

Применяя неравенство (6), имеем

E|J1(z, y)|p ≤ CpE
{ ∫
]0,y]

(|β′(z, y, x)|+ |β′((z1, x2), (y1, x2), x)|

+ |β′((x1, z2), (x1, y2), x)|)2 dx
}p/2

≤ CpBp(z)(ϕ(|z − y|) + ϕ(|z1 − y1|) + ϕ(|z2 − y2|))p ≤ 3pCpBp(z)ϕp(|z − y|);
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E|J2(z, y)|p ≤ CpE
{ ∫
](0,y2),z]

(|β′(z, (z1, x2), x)|2 + |β′((x1, z2), x, x)|)2 dx
}p/2

≤ 2pCpBp(z)ϕp(|z2 − y2|);

E|J3(z, y)|p ≤ 2pCpBp(z)ϕp(|z1 − y1|).

Таким образом, если y ≤ z, то E|ξ(z) − ξ(y)|p ≤ 9pCpBp(z)ϕp(|z − y|). По-
этому для любых y и z

E|ξ(z)− ξ(y)|p ≤ 2p−1(E|ξ(z)− ξ(z ∧ y)|p + E|ξ(y)− ξ(z ∧ y)|p)
≤ 18pCpBp(z)ϕp(|z − y|).

Следовательно, �z(p, s, ξ) ≤ C ′pϕ(s)(Bp(z))1/p.
Снова применяя неравенство (6), имеем E|ξ(z)|p ≤ C ′′pBp(z).
Таким образом, случайное поле ξ удовлетворяет условиям леммы 2.3 (с

параметром k = 2), поэтому имеет непрерывную модификацию, для которой
справедливо неравенство

E sup
x∈[0,z]

|ξ(x)|p ≤ C ′p,ϕ,zBp(z).

Заметим, что при y′1 ≤ y′′1 ≤ z1

ζ1(y′′1 , z2)− ζ1(y′1, z2) =
∫

]0,(y′1,z2)]

β′((y′′1 , x2), (y′1, x2), x) dW (x)

+
∫

](y′1,0),(y
′′
1 ,z2)]

β′((y′′1 , x2), x, x) dW (x).

Поэтому

E|ζ1(y′′1 , z2)− ζ1(y′1, z2)|p ≤ 2p−1CpE
{( ∫

]0,(y′1,z2)]

|β′((y′′1 , x2), (y′1, x2), x)|2 dx
)p/2

+
( ∫
](y′1,0),(y

′′
1 ,z2)]

|β′((y′′1 , x2), x, x)|2 dx
)p/2}

≤ 2pCpϕp(|y′1 − y′′1 |)Bp(z).

Следовательно, �z1(p, s, ζ1(·, z2)) ≤ C ′pϕ(s)(Bp(z))1/p. Кроме того, E|ζ1(z)|p ≤
C ′′pBp(z). Таким образом, для каждого фиксированного z2 случайный процесс
(ζ1(z1, z2))z1≥0 удовлетворяет условиям леммы 2.3 (с параметром k = 1), поэто-
му имеет непрерывную модификацию, для которой справедливы неравенства

E sup
y1∈[0,z1]

|ζ1(y1, z2)|p ≤ C ′p,ϕ,zBp(z), (7)

E�p(z1, ε, ζ1(·, z2)) ≤ C ′′p,ϕ,z,εBp(z),

где C ′′p,ϕ,z,ε → 0 при ε → 0. Эта модификация поля ζ1 может быть выбрана та-
ким образом, чтобы для каждого фиксированного z1 все траектории случайно-
го процесса (ζ1(z1, z2))z2≥0, являющегося однопараметрическим (F(z1,z2))z2≥0-
мартингалом, были непрерывны.
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Для каждого фиксированного z1 случайный процесс (�(z1, ε, ζ1(·, z2)))z2≥0
является положительным однопараметрическим (F(z1,z2))z2≥0-субмартингалом.
Поэтому

E sup
y2≤z2

�p(z1, ε, ζ1(·, y2)) ≤
(

p

p− 1

)p

E�p(z1, ε, ζ1(·, z2)) → 0

при ε → 0. Следовательно, траектории поля ζ1 п. н. непрерывны. Кроме
того, для каждого фиксированного z1 случайный процесс ( sup

y1≤z1
|ζ1(y1, y2)|)y2≥0

является (F(z1,y2))y2≥0-субмартингалом. Поэтому

E sup
y∈[0,z]

|ζ1(y)|p = E sup
y2≤z2

( sup
y1≤z1

|ζ1(y1, y2)|)p ≤
(

p

p− 1

)p

E sup
y1≤z1

|ζ1(y1, z2)|p,

что вместе с (7) влечет неравенство E‖ζ1‖pz ≤ C ′p,ϕ,zBp(z).
Аналогично полю ζ1 поле ζ2 имеет непрерывную модификацию, для кото-

рой справедливо неравенство E‖ζ2‖pz ≤ C ′p,ϕ,zBp(z).
Учитывая очевидное равенство η(z) = ϑ(z)+ξ(z)+ζ1(z)+ζ2(z), убеждаемся

в справедливости утверждения теоремы. Теорема 2.1 доказана.

3. Существование и единственность решения

Результат этого раздела получен применением неравенства из теоремы 2.1,
общих методов доказательства существования и единственности решений стоха-
стических дифференциальных уравнений из [9] и методов построения решений
стохастических интегральных уравнений Вольтерра [3–5].

Заметим, что если
(
ξ(x), x ∈ R2

+
)
∈ F ∩ C, то

(z, (x, ω)) 7→ b(z, x, ω, ξ(·, ω)) ∈ B
(
R2

+
)
⊗P|B(R).

Действительно, {(x, ω) : (x, ω, ξ(·, ω)) ∈ B} ∈J для любого B ∈ J̃ , и, значит,
(x, ω) 7→ (x, ω, ξ(·, ω)) ∈P|P̃, откуда следует справедливость замечания.

Следующая лемма является двупараметрическим аналогом леммы Грону-
олла — Белмана и представлена в удобном для дальнейшего применения виде.
Это утверждение следует из результатов работы [10].

Лемма 3.1. Пусть f, g, φ ∈ B
(
R2

+
)
|B(R+),

∫
]0,z]

(f + g + φ) dx <∞ и

φ(z) ≤ f(z) + g(z)
∫

]0,z]

φ(x) dx для каждого z ∈ R2
+.

Тогда

φ(z) ≤ f(z) + g(z) exp
( ∫
]0,z]

g(x) dx
) ∫

]0,z]

f(x) dx для каждого z ∈ R2
+.

Для η ∈ �p определим

J(z, η) =
∫

]0,z]

a(z, x, η) dx+
∫

]0,z]

b(z, x, η) dW (x).
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Теорема 3.2. Предположим, что существуют такие число p ≥ 2, возрас-
тающая положительная функция (ϕ(t))t≥0 и константы C ≥ 0 и K ≥ 0, что
выполняются условие (3) и следующие условия:

|a(z, x, g)|+ |b(z, x, g)| ≤ C(1 + ‖g‖x); (8)

|b(z, x, g)− b(z′, x, g)| ≤ Cϕ(|z − z′|)(1 + ‖g‖x); (9)

|a(z, x, g)− a(z, x, g′)|+ |b(z, x, g)− b(z, x, g′)| ≤ K‖g − g′‖x; (10)

|b(z, x, g)− b(z′, x, g)− b(z, x, g′) + b(z′, x, g′)| ≤ Kϕ(|z − z′|)‖g − g′‖x. (11)

Тогда существуют такие положительные константы Ĉz и K̂z, что для η, η′ ∈ �p

E‖J(·, η)‖pz ≤ Ĉz + K̂z

∫
]0,z]

E‖η‖px dx, (12)

E‖J(·, η)− J(·, η′)‖pz ≤ K̂z

∫
]0,z]

E‖η − η′‖px dx. (13)

Доказательство. Заметим, что

‖J(·, η)‖pz ≤ 2p−1
{

sup
y∈[0,z]

∣∣∣∣ ∫
]0,y]

a(y, x, ξ) dx
∣∣∣∣p + sup

y∈[0,z]

∣∣∣∣ ∫
]0,y]

b(y, x, ξ) dW (x)
∣∣∣∣p}.

Применяя неравенство Гёльдера и учитывая условие (8), находим, что

sup
y∈[0,z]

∣∣∣∣ ∫
]0,y]

a(y, x, η) dx
∣∣∣∣p ≤ (z1z2)p−1Cp

∫
]0,z]

(1 + ‖η‖x)p dx

≤ 2p−1Cp(z1z2)p−1
(
z1z2 +

∫
]0,z]

‖η‖px dx
)
.

Согласно теореме 2.1 с β(y, x) = b(y, x, η) и β̄(y, x) = C(1 + ‖η‖x) имеем

E sup
y∈[0,z]

∣∣∣ ∫
]0,y]

b(y, x, η) dW (x)
∣∣∣p ≤ Cp,ϕ,zE

( ∫
]0,z]

C2(1 + ‖η‖x)2 dx
)p/2

≤ Cp,ϕ,zC
p2p−1(z1z2)p/2−1

(
z1z2 +

∫
]0,z]

E‖η‖px dx
)
.

Следовательно, справедливо неравенство (12).
Заметим, что

‖J(·, η)− J(·, η′)‖pz ≤ 2p−1
{

sup
y∈[0,z]

∣∣∣∣ ∫
]0,y]

[a(y, x, η)− a(y, x, η′)] dx
∣∣∣∣p

+ sup
y∈[0,z]

∣∣∣∣ ∫
]0,y]

[b(y, x, η)− b(y, x, η′)] dW (x)
∣∣∣p}.
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Применяя неравенство Гёльдера и учитывая условие (10), находим, что

sup
y∈[0,z]

∣∣∣∣ ∫
]0,y]

[a(y, x, η)− a(y, x, η′)] dx
∣∣∣∣p ≤ (z1z2)p−1

∫
]0,z]

|a(z, x, η)− a(z, x, η′)|p dx

≤ (z1z2)p−1Kp

∫
]0,z]

‖η − η′‖px dx.

Случайные поля β(y, x) = b(y, x, η)− b(y, x, η′) и β̄(z, x) = K‖η− η′‖x удовлетво-
ряют условиям теоремы 2.1, поэтому

E sup
y∈[0,z]

∣∣∣∣ ∫
]0,y]

[b(y, x, η)− b(y, x, η′)] dW (x)
∣∣∣∣p ≤ Cp,ϕ,zE

( ∫
]0,z]

K2‖η − η′‖2x dx
)p/2

≤ Cp,ϕ,zK
p(z1z2)p/2−1

∫
]0,z]

E‖η − η′‖px dx.

Следовательно, справедливо неравенство (13). Теорема 3.2 доказана.

В дальнейшем, следуя определениям из [2], линией остановки будем назы-
вать дебют F-прогрессивно измеримого множества из R2

+×� и будем применять
обозначение [[0, L]] = {(x, ω) : 0 ≤ x ≤ L(ω)}.

Теорема 3.3. Пусть η ∈ �p и выполняются условия теоремы 3.2. Тогда
существует единственное решение ξ ∈ �p уравнения (1).

Доказательство. 1. Существование решения. Определим процессы:

ξ0(z) = η(z),

ξn(z) = ξ0(z) +
∫

]0,z]

a(z, x, ξn−1) dx+
∫

]0,z]

b(z, x, ξn−1) dW (x), n ∈ N.

Согласно неравенству (12)

E‖ξn‖2z ≤ 2p−1{E|ξ0|p + E‖J(·, ξn−1)‖pz} ≤ Cz +Kz

∫
]0,z]

E‖ξn−1‖2x dx,

где Cz = 2p−1(E|ξ0(z)|p + Ĉz) и Kz = 2K̂z. Итерируя данное неравенство, полу-
чим

E‖ξm‖pz ≤ Cz

m−1∑
i=0

Ki
z(z1z2)i

i!
+Km

z

(z1z2)m

m!
E‖η‖pz ≤ (Cz + 1)(1 + E‖η‖pz)ez1z2Kz .

Следовательно, sup
n∈N

E‖ξm‖pz <∞ для любого z. Согласно неравенству (13) имеем

E‖ξn+m − ξn‖pz ≤ K̂z

∫
]0,z]

E‖ξn+m−1 − ξn−1‖px dx.

Итерируя последнее неравенство, получим

E‖ξn+m − ξn‖2z ≤ Kn
z

∫
[0,z]

∫
[0,x1]

...

∫
[0,xn−1]

E‖ξm − ξ0‖pxn dxn . . . dx1

≤ 2p−1 (z1z2Kz)n

n!
(
E‖ξ0‖pz + sup

n∈N
E‖ξm‖pz

)
.
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Следовательно, lim
n→∞

sup
m∈N

E‖ξn+m−ξn‖pz = 0 для любого z ∈ R2
+. Так как (�p, %�)

является метрическим полным пространством и

lim
n→∞

sup
m∈N

%�(ξn+m, ξn) = 0,

существует такое поле ξ ∈ �p, что lim
n→∞

%�(ξn, ξ) = 0, т. е. lim
n→∞

E‖ξn − ξ‖2z = 0

для любого z ∈ R2
+.

Снова применяя неравенство (13), получаем, что

E‖J(·, ξn)− J(·, ξ)‖pz ≤ Kz

∫
[0,z]

E‖ξn − ξ‖px dx→ 0 при n→∞

для любого z ∈ R2
+. Следовательно, ξ — решение уравнения (1).

2. Докажем, что если некоторое поле ξ ∈ F∩C является решением уравне-
ния (1), то ξ ∈ �p. Определим линии остановки

Ln = debut{(x, ω) : ‖ξ(·, ω)‖z ≥ n}, n ∈ N.

Заметим, что
∞⋃
n=1

[[0, Ln]] = R2
+ × �, [[0, Ln]] ⊂ [[0, Ln+1]], [[0, Ln]] ∈P

и I(x)
[0,Ln(ω)]‖ξ(·, ω)‖x ≤ n. Из неравенства

I(u)
[0,Ln]|ξ(u)| ≤ |η(u)|+ |J(u, I[0,Ln]ξ)|

в силу (12) следует, что

E‖ξI[0,Ln]‖pz ≤ 2p−1
(

E‖η‖pz + Ĉz + K̂z

∫
]0,z]

E‖ξI[0,Ln]‖px dx
)

≤ Cz +Kz

∫
]0,z]

E‖ξI[0,Ln]‖px dx.

где константы Cz = 2p−1
(
E‖η‖pz+Ĉz

)
и Kz = 2p−1K̂z не зависят от n. Применяя

лемму 3.1, имеем E‖ξI[0,Ln]‖pz ≤ Cz(1 + ezKz ). Переходя к пределу по n → ∞,
получаем, что E‖ξ‖pz ≤ Cz(1 + ezKz ) для каждого z ∈ R2

+.
3. Единственность. Если ξ′ и ξ′′ — два решения уравнения (1), то ξ′, ξ′′ ∈ �p

и согласно неравенству (13)

E‖ξ′ − ξ′′‖pz ≤ K̂z

∫
[0,z]

E‖ξ′ − ξ′′‖px dx.

По лемме 3.1 E‖ξ′ − ξ′′‖pz = 0. Поэтому %�(ξ′, ξ′′) = 0 и, значит, ξ′ и ξ′′ неотли-
чимы. Теорема 3.3 доказана.

Теорема 3.4. Предположим, что коэффициенты уравнения (1) удовлетво-
ряют условиям (8), (9) и условию: для каждого n ∈ N существует такая кон-
станта Kn ≥ 0, что

|a(z, x, g)− a(z, x, g′)|+ |b(z, x, g)− b(z, x, g′)| ≤ Kn‖g − g′‖x,
|b(z, x, g)− b(z′, x, g)− b(z, x, g′) + b(z′, x, g′)| ≤ Knϕ(|z − z′|)‖g − g′‖x

(14)
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для всех таких g, g′ : R2
+ → R, что ‖g‖x ∨ ‖g′‖x ≤ n.

Тогда уравнение (1) имеет единственное решение ξ ∈ F ∩ C.

Доказательство. Рассмотрим функции

ϕn(g, x) =
(

1 ∧ n

‖g‖x

)
g, g ∈ C, x ∈ R2

+, n ∈ N.

Определим an(z, x, g) = a(z, x, ϕn(g, x)), bn(z, x, g) = b(z, x, ϕn(g, x)). Заметим,
что {(g, x) : ϕn(g, x) ∈ C} ∈ Cy ⊗B([0, y]) для любого C ∈ Cy, поэтому an, bn ∈
B

(
R2

+
)
⊗ P̃|B(R). Так как

‖ϕn(g)‖x ≤ ‖g‖x ∧ n и ‖ϕn(g)− ϕn(g′)‖x ≤ 2‖g − g′‖x,

коэффициенты an и bn удовлетворяют условиям (8) и (9) с той же константой
C и условиям (10) и (11) с константой 2Kn.

Определим линии остановки

L′m = debut{(z, ω) : ‖η(·, ω)‖z ≥ m}, m ∈ N,

и рассмотрим семейство стохастических интегральных уравнений

ξn,m(z) = [η(z) ∨ (−m)] ∧m+
∫

]0,z]

an(z, x, ξn,m) dx

+
∫

]0,z]

bn(z, x, ξn,m) dW (x), z ∈ R2
+. (15)

Согласно теореме 3.2 уравнение (15) имеет единственное решение ξn,m ∈ �p.
Так как∣∣I(y)[0,L′m](ξn,m+1(y)− ξn,m(y))

∣∣ ≤ ∣∣∣∣ ∫
]0,y]

I(x)
[0,L′m][an(y, x, ξn,m+1)− an(y, x, ξn,m)] dx

∣∣∣∣
+

∣∣∣∣ ∫
]0,y]

I(x)
[0,L′m][bn(y, x, ξn,m+1)− bn(y, x, ξn,m)] dW (x)

∣∣∣∣,
применяя теорему 2.1, неравенство Гёльдера и учитывая условие (14), имеем

E‖I[0,L′m](ξm+1 − ξm)‖pz

≤ 2p−1Kp
n[(z1z2)p−1 + Cp,ϕ,z(z1z2)p/2−1]

∫
]0,z]

E‖ξm+1 − ξm‖px dx. (16)

По лемме 3.1 из неравенства (16) следует, что

E‖I[0,L′m](ξn,m+1 − ξn,m)‖pz = 0.

Таким образом, существует семейство полей (ξn,m)n,m∈N ⊂ �p решений уравне-
ний (15) такое, что ξn,m(x)I(x)

[0,L′m] = ξn,m+1(x)I(x)
[0,L′m] п. н. для всех x ∈ R2

+. Так
как [[0, L′m]] ⊂ [[0, L′m+1]] и

⋃
m

[[0, L′m]] = R2
+ × �, для каждого n ∈ N существует
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такое поле ξn ∈ F∩C, что верно равенство ξn(x)I(x)
[0,L′m] = ξn,m(x)I(x)

[0,L′m] п. н. для
любого x ∈ R2

+. Заметим, что для любых z ∈ R2
+, m ∈ N

I(z)[0,L′m]ξn(z) = I(z)[0,Ln]ξn,m(z)

= I(z)[0,Ln]

(
η(z) +

∫
]0,z]

an(z, x, ξn,m) dx+
∫

]0,z]

bn(z, x, ξn,m) dW (x)
)

= I(z)[0,L′m]

(
η(z) +

∫
]0,z]

an(z, x, ξn) dx+
∫

]0,z]

bn(z, x, ξn) dW (x)
)

п. н.

Следовательно, ξn — решение уравнения

ξn(z) = η(z) +
∫

]0,z]

an(z, x, ξn) dx+
∫

]0,z]

bn(z, x, ξn) dW (x).

Определим линии остановки

Ln , debut{(z, ω) : ‖ξn(·, ω)‖z ≤ n}, n ∈ N.

Применяя теорему 2.1, имеем

E‖I[0,Ln]I[0,L′m](ξn+1 − ξn)‖pz ≤ Cp,ϕ,z,n

∫
]0,z]

E‖I[0,Ln]I[0,L′m](ξn+1 − ξn)‖px dx.

По лемме 3.1
E‖I[0,Ln]I[0,L′m](ξn+1 − ξn)‖pz = 0

для любого z. Следовательно, ‖I[0,Ln]I[0,L′m](ξn+1 − ξn)‖z = 0 п. н. для любого
z ∈ R2

+. Поэтому ‖I[0,Ln](ξn+1 − ξn)‖z = 0 и [[0, Ln]] ⊂ [[0, Ln+1]] с точностью до
пренебрежимого множества.

В силу неравенства (12)

E‖ξn,m‖pz ≤ Cz,m +Kz,m

∫
]0,z]

E‖ξn,m‖px dx,

где константы Cz,m = 2p−1(m + Ĉz) и Kz,m = 2p−1K̂z не зависят от n. По
лемме 3.1 sup

n∈N
E‖ξn,m‖pz ≤ Cz,m(1 + ezKz,m).

Заметим, что

P{z /∈ [0, Ln]} = P{‖ξn‖z > n}
≤ P{‖ξn,m‖z > n}+ P{z /∈ [0, L′m]} ≤ n−p sup

n
E‖ξn,m‖pz + P{z /∈ [0, L′m]}.

Выбирая вначале достаточно большое m и затем достаточно большое n, правую
часть последнего неравенства можно сделать сколь угодно малой. Поэтому,

lim
n→∞

P{z /∈ [0, Ln]} = 0. Следовательно,
∞⋃
n=1

[[0, Ln]] = R2
+ × �, и существует

такое поле ξ ∈ F ∩ C, что ‖I[0,Ln](ξ − ξn)‖∞ = 0 п. н.
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Так как

ξ(z)I(z)[0,Ln]

= ξn(z)I(z)[0,Ln] = I(z)[0,Ln]

(
η(z) +

∫
]0,z]

an(z, x, ξn) dx+
∫

]0,z]

bn(z, x, ξn) dW (x)
)

= I(z)[0,Ln]

(
η(z) +

∫
]0,z]

a(z, x, ξ) dx+
∫

]0,z]

b(z, x, ξ) dW (x)
)

для каждого n ∈ N, то ξ — решение уравнения (1).
Докажем единственность. Пусть поля ξ, ξ′ ∈ F ∩ C являются решениями

уравнения (1). Определим линии остановки

L′′n(ω) = debut{(x, ω) : ‖ξ(·, ω)‖x ∨ ‖ξ′(·, ω)‖x ≥ n}, n ∈ N.

Тогда [[0, L′′n]] ⊂ [[0, L′′n+1]] и
∞⋃
n=1

[[0, L′′n]] = R2
+ × �.

Аналогично доказательству неравенства (16) получаем существование та-
кой константы C ′z,n, что

E‖I[0,Lm]∩[0,L′′n](ξ − ξ′)‖pz ≤ C ′z,n

∫
[0,z]

E‖I[0,Lm]∩[0,L′′n](ξ − ξ′)‖pxλ(dx).

Поэтому ‖I[0,Lm]∩[0,L′′n](ξ−ξ′)‖pz = 0 для любых z ∈ R2
+ и n,m ∈ N. Следователь-

но, ξ′ и ξ неотличимы, что завершает доказательство теоремы 3.4.
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