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ДОСТАТОЧНЫЕ УСЛОВИЯ ДИСКРЕТНОСТИ

ДЛЯ ДВУПОРОЖДЕННЫХ ПОДГРУПП PSL(2,C)

А. В. Маслей

Аннотация. Каждый элемент группы PSL(2,C) является эллиптическим, парабо-
лическим или локсодромическим. Для групп, порожденных двумя эллиптически-
ми элементами, достаточные условия дискретности были получены Ф. Герингом,
К. Маклохлином, Г. Мартином и А. А. Рассказовым. В данной работе установлены
достаточные условия дискретности для групп, порожденных двумя локсодроми-
ческими элементами, и групп, порожденных локсодромическим и эллиптическим
элементами.

Ключевые слова: клейнова группа, дискретная группа, гиперболическая геомет-
рия.

1. Введение

На группе SL(2,C) рассмотрим топологию, индуцированную стандартной
матричной нормой. Напомним, что PSL(2,C) = SL(2,C)/{± Id}. Подгруппа
PSL(2,C) называется дискретной, если она является дискретным множеством
в фактор-топологии.

Рассмотрим модель Пуанкаре H3 в верхнем полупространстве. Отожде-
ствим границу ∂H3 с расширенной комплексной плоскостью C. Группа
PSL(2,C) действует на H3 как группа всех сохраняющих ориентацию изомет-
рий, а на C — как группа всех дробно-линейных преобразований. Группа
G < PSL(2,C) называется элементарной, если существует конечная G-орбита
в H3 ∪ C. В противном случае группа G называется неэлементарной. Клас-
сификация всех элементарных дискретных групп дана, например, в [1, с. 46].
Неэлементарная группа дискретна тогда и только тогда, когда любая ее двупо-
рожденная подгруппа дискретна (см. [1, с. 66]).

Интерес к исследованию двупорожденных групп изометрий H3 обусловлен
не только тем, что эти группы играют важную роль при исследовании свой-
ства дискретности, но и тем, что такие группы представляют самостоятель-
ный интерес в теории трехмерных многообразий и орбифолдов. Напомним, что
замкнутые трехмерные гиперболические многообразия имеют хегоров род два
(см. [2]) и представимы хирургиями на зацеплении Уайтхеда (см. [3, 4]). Геомет-
рические подходы к описанию внешних автоморфизмов двупорожденных групп
трехмерных гиперболических многообразий и орбифолдов предложены в [5, 6].
Квазифуксовы деформации двупорожденной группы проколотого тора изуча-
лись в [7].

Работа выполнена при финансовой поддержке Российского фонда фундаментальных ис-
следований (код проекта 13–01–00513) и Совета по грантам президента РФ и государственной
поддержке ведущих научных школ (код проекта НШ–1414.2012.1).

c© 2013 Маслей А. В.



1070 А. В. Маслей

Вопрос о дискретности двупорожденных подгрупп PSL(2,C) изучался мно-
гими авторами. В работах Йоргенсена [8], Тана [9], Геринга, Маршалла и Мар-
тина [10, 11] получены необходимые условия дискретности для двупорожденных
групп в виде неравенств, связывающих квадраты следов порождающих и след
их коммутатора. Е. Я. Клименко и Н. В. Коптева [12] установили критерии
дискретности широких классов двупорожденных групп, для которых квадраты
следов порождающих и след их коммутатора являются вещественными числа-
ми. Д. А. Деревнин и А. Д. Медных [13] нашли нижние оценки на расстояния
между точками в H3, стабилизаторы которых в дискретной группе изоморф-
ны группе икосаэдра. В [10, 11] получены нижние оценки на расстояния между
осями эллиптических элементов в дискретной группе.

Известно [1, с. 40], что каждый элемент PSL(2,C) эллиптический, параболи-
ческий или локсодромический. Для групп с двумя эллиптическими порождаю-
щими достаточные условия дискретности установлены в [14], а затем улучшены
в [15]. Эти условия сформулированы в виде неравенств на расстояния между
осями порождающих.

В данной работе получены достаточные условия дискретности для групп
с другими парами непараболических порождающих. А именно, рассмотрены
случай, когда оба порождающих локсодромические (теорема 2; следствия 3, 4),
и случай, когда один порождающий локсодромический, а второй — эллиптиче-
ский (теорема 3, следствие 5).

2. Предварительные результаты

Напомним основные факты о группе PSL(2,C), а также о ее действии на C

и на H3 (см. [1, 16, 17]).

2.1. Для матрицы A =

(

a b
c d

)

∈ SL(2,C) обозначим

tr(A) = a + d и ‖A‖ =
√

|a|2 + |b|2 + |c|2 + |d|2.

На группе SL(2,C) рассмотрим топологию, индуцированную нормой ‖ · ‖.
Элемент A ∈ SL(2,C) \ {± Id} называется эллиптическим, если 0 ≤ tr2(A)

< 4; параболическим, если tr2(A) = 4; локсодромическим, если tr2(A) ∈ C\ [0; 4].
Локсодромический элемент называется гиперболическим, если tr2(A) ∈ (4; +∞).

Напомним, что PSL(2,C) = SL(2,C)/{± Id}. Элемент группы PSL(2,C) на-
зывается эллиптическим, параболическим, локсодромическим или гиперболиче-

ским, если таким является его представитель в SL(2,C). Группа G < PSL(2,C)
называется дискретной, если она является дискретным множеством в фактор-
топологии.

2.2. Пусть элементам f, g ∈ PSL(2,C) соответствуют матрицы ±A,±B ∈
SL(2,C). Тогда для элементов f и g корректно определены следующие величи-
ны:

tr(fgf−1g−1) = tr(ABA−1B−1), tr2(f) = tr2(A), tr2(g) = tr2(B).

Обозначим через 〈f, g〉 группу, порожденную элементами f и g. Параметрами

группы 〈f, g〉 называются три комплексных числа

γ = γ(f, g) = tr(fgf−1g−1) − 2, β = β(f) = tr2(f) − 4, β′ = β(g) = tr2(g) − 4.

Для краткости будем писать par(〈f, g〉) = (γ, β, β′). Если γ 6= 0, то упорядо-
ченная тройка (γ, β, β′) определяет группу 〈f, g〉 с точностью до сопряжения в
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группе PSL(2,C) (см. [18]). Как показано в [16, с. 66], γ 6= 0 тогда и только
тогда, когда элементы f и g не имеют общих неподвижных точек в C.

2.3. Дробно-линейным преобразованием называется отображение g : C → C

вида

g(z) =
az + b

cz + d
, где a, b, c, d ∈ C, ad− bc = 1. (1)

Обозначим через LF(C) группу всех дробно-линейных преобразований.
Группа PSL(2,C) действует на C как группа LF(C). При этом элементу

g =

(

a b
c d

)

∈ PSL(2,C) (2)

соответствует преобразование вида (1). Хорошо известно [16, с. 58], что LF(C) ∼=
PSL(2,C).

2.4. Пусть g ∈ LF(C) — локсодромический элемент и z1, z2 ∈ C — его
неподвижные точки. Точка z1 называется притягивающей неподвижной точ-
кой элемента g, если lim

n→∞
gn(z) = z1 для всех z ∈ C \ {z2}. При этом точка

z2 называется отталкивающей неподвижной точкой элемента g. Заметим, что
притягивающая неподвижная точка элемента g является отталкивающей непо-
движной точкой элемента g−1.

Пусть элемент g(z) = az+b
cz+d ∈ LF(C) \ {Id} такой, что g(∞) 6= ∞. Тогда

окружность, которая задается уравнением
∣

∣

∣

∣

z +
d

c

∣

∣

∣

∣

=
1
|c|

,

называется изометрической окружностью элемента g и обозначается через Ig.
Заметим, что радиусы окружностей Ig и Ig−1 совпадают. Обозначим через Bg

замкнутый круг, ограниченный окружностью Ig.

2.5. Говорят, что группа G < LF(C) действует разрывно в точке z ∈ C,
если существует окрестность U этой точки такая, что g(U)∩U = ∅ для всех g ∈
G \ {Id}. Множество всех точек, в которых G действует разрывно, называется
множеством разрывности группы G и обозначается через R(G).

Группа G < LF(C) называется клейновой группой (второго рода), если
R(G) 6= ∅. Клейнова группа (второго рода) дискретна [17, c. 18].

Пусть G < LF(C) — клейнова группа (второго рода). Множество D ⊂ C

называется частичным фундаментальным множеством для группы G, если
(1) D 6= ∅,
(2) D ⊂ R(G),
(3) g(D) ∩D = ∅ для всех g ∈ G \ {Id}.

Если множество D удовлетворяет условиям (1)–(3) и
(4)

⋃

g∈G

g(D) = R(G),

то D называется фундаментальным множеством для группы G. Условие (3)
означает, что любые две точки из множества D не G-эквивалентны. Условие
(4) означает, что любая точка из множества R(G) G-эквивалентна некоторой
точке из множества D.

Следующую теорему принято называть теоремой комбинирования Клей-
на — Маскита.
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Теорема 1 [19, теорема 1]. Пусть G1, G2 — клейновы группы (второго
рода), H — их общая подгруппа, D1, D2, � — частичные фундаментальные
множества для групп G1, G2, H соответственно. Обозначим Ei =

⋃

h∈H

h(Di),

где i = 1, 2; D = E1 ∩ E2 ∩ � и D′ = IntD. Предположим, что D′ 6= ∅ и
E1 ∪ E2 = R(G1) ∪R(G2). Тогда группа G, порожденная группами G1 и G2, —
клейнова группа (второго рода), D′ — частичное фундаментальное множество
для группы G, G = G1 ∗H G2 и g(D) ∩D = ∅ для всех g ∈ G \ {Id}.

Далее теорема комбинирования Клейна — Маскита будет использована в
случаях, когда группы G1 и G2 циклические, а группа H тривиальная. Ес-
ли теорема выполнена для таких групп, то, в частности, группа G является
свободным произведением G1 ∗G2.

2.6. Рассмотрим модель Пуанкаре H3 трехмерного гиперболического про-

странства. Точнее, множество {(z, t) : z ∈ C, t > 0} с метрикой ds2 = |dz|2+dt2

t2 .
Геодезическими в этой модели являются дуги окружностей, перпендикулярные
плоскости t = 0, и лучи, перпендикулярные плоскости t = 0. Геодезически-
ми гиперплоскостями в этой модели являются полусферы, перпендикулярные
плоскости t = 0, и полуплоскости, перпендикулярные плоскости t = 0. Далее
будем отождествлять границу ∂H3 с C.

Пусть Isom+(H3) — группа всех сохраняющих ориентацию изометрий мо-
дели H3. Группа PSL(2,C) действует на H3 как группа Isom+(H3). При этом
элементу (2) соответствует продолжение Пуанкаре преобразования (1). Хорошо
известно, что Isom+(H3) ∼= PSL(2,C).

Группа G < PSL(2,C) называется элементарной, если существует конечная
G-орбита в H3 ∪C. В противном случае группа G называется неэлементарной.

Пусть g ∈ PSL(2,C) \ {Id} — непараболический элемент. Тогда g имеет
две неподвижные точки в C. Осью элемента g назовем геодезическую в H3,
соединяющую эти неподвижные точки, и будем обозначать ее через ℓg. Элемент
g сопряжен в PSL(2,C) элементу

h =

(

k1/2eϕi/2 0
0 k−1/2e−ϕi/2

)

, где k ≥ 1, −π < ϕ ≤ π.

Обозначим τg = ln k и ϕg = ϕ. Величины τg и ϕg называются величиной сдвига

и углом поворота элемента g соответственно. Заметим, что если g — эллиптиче-
ский элемент, то угол ϕg определен с точностью до знака (так как в этом случае
элементы h и h−1 сопряжены в PSL(2,C)). Прямые вычисления показывают,
что имеет место следующая взаимосвязь между величинами τg, ϕg и β(g).

Лемма 1. Пусть g ∈ PSL(2,C) \ {Id} — непараболический элемент. Тогда

ch(τg) =
|β(g) + 4| + |β(g)|

4
, cos(ϕg) =

|β(g) + 4| − |β(g)|
4

.

Следствие 1. Пусть g ∈ PSL(2,C) \ {Id} — непараболический элемент.
Тогда

ch(τg/2) =

√

|β(g) + 4| + |β(g)| + 4
8

, sh(τg/2) =

√

|β(g) + 4| + |β(g)| − 4
8

.

Пусть g ∈ PSL(2,C) — локсодромический элемент с величиной сдвига τg.
Обозначим

αg = arcsin

(

1
ch(τg/2)

)

. (3)
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Заметим, что 0 < αg < π/2.

2.7. Пусть f, g ∈ PSL(2,C) \ {Id} — непараболические элементы. Обозна-
чим через ℓ общий перпендикуляр к осям ℓf и ℓg. Углом между осями ℓf и ℓg
называется величина двугранного угла, который образован плоскостью, содер-
жащей ℓ и ℓf , и плоскостью, содержащей ℓ и ℓg. Обозначим через θ(f, g) угол
между осями ℓf и ℓg, а через δ(f, g) — гиперболическое расстояние между этими
осями. Заметим, что 0 ≤ θ(f, g) ≤ π/2 и δ(f, g) ≥ 0. Имеет место следующая
взаимосвязь между введенными выше величинами.

Лемма 2 [10, лемма 4.4]. Пусть f, g ∈ PSL(2,C)\ {Id} — непараболические
элементы, которые не имеют общих неподвижных точек в C. Тогда

ch
(

2δ(f, g)
)

=

∣

∣

∣

∣

4γ(f, g)
β(f)β(g)

+ 1

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

4γ(f, g)
β(f)β(g)

∣

∣

∣

∣

,

cos(2θ(f, g)) =

∣

∣

∣

∣

4γ(f, g)
β(f)β(g)

+ 1

∣

∣

∣

∣

−

∣

∣

∣

∣

4γ(f, g)
β(f)β(g)

∣

∣

∣

∣

.

Следствие 2. Пусть f, g ∈ PSL(2,C)\{Id} — непараболические элементы,
которые не имеют общих неподвижных точек в C. Тогда

ch δ(f, g) =

√

∣

∣

∣

∣

2γ(f, g)
β(f)β(g)

+
1
2

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

2γ(f, g)
β(f)β(g)

∣

∣

∣

∣

+
1
2
,

cos θ(f, g) =

√

∣

∣

∣

∣

2γ(f, g)
β(f)β(g)

+
1
2

∣

∣

∣

∣

−

∣

∣

∣

∣

2γ(f, g)
β(f)β(g)

∣

∣

∣

∣

+
1
2
,

sh δ(f, g) =

√

∣

∣

∣

∣

2γ(f, g)
β(f)β(g)

+
1
2

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

2γ(f, g)
β(f)β(g)

∣

∣

∣

∣

−
1
2
,

sin θ(f, g) =

√

−

∣

∣

∣

∣

2γ(f, g)
β(f)β(g)

+
1
2

∣

∣

∣

∣

+

∣

∣

∣

∣

2γ(f, g)
β(f)β(g)

∣

∣

∣

∣

+
1
2
.

3. Группы с двумя

локсодромическими порождающими

3.1. Пусть g ∈ LF(C) — гиперболический элемент с неподвижными точками
±w ∈ C, причем w — притягивающая неподвижная точка. Обозначим

C+
g = {z ∈ C : arg(w) − αg ≤ arg(z) ≤ arg(w) + αg} ∪ {∞},

C−
g = {z ∈ C : arg(−w) − αg ≤ arg(z) ≤ arg(−w) + αg} ∪ {∞}, Cg = C+

g ∪ C−
g ,

∂1Cg = {z ∈ C : z = rei(arg(w)+αg), r ∈ R} ∪ {∞},

∂2Cg = {z ∈ C : z = rei(arg(w)−αg), r ∈ R} ∪ {∞}.

Множество Cg — объединение вертикальных углов C+
g и C−

g , которые имеют
общую вершину в точке 0 ∈ C. Величина этих углов равна 2αg. Множества
∂1Cg и ∂2Cg — граничные прямые множества Cg. Заметим, что множества Cg

и Cg−1 совпадают.
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Лемма 3. Пусть g ∈ LF(C) — гиперболический элемент с величиной сдвига
τg и неподвижными точками ±w ∈ C. Тогда Bg ⊂ Cg, Bg−1 ⊂ Cg и каждая из
прямых ∂1Cg и ∂2Cg касается окружностей Ig и Ig−1 .

Доказательство. Не теряя общности, можем считать, что w ∈ C — при-
тягивающая неподвижная точка элемента g. Известно (см. [16, с. 156]), что
tr2(g) = 4 ch2(τg/2). Прямые вычисления показывают, что

g(z) =
ch(τg/2) · z + w sh(τg/2)

w−1 sh(τg/2) · z + ch(τg/2)
.

Значит, изометрические окружности Ig и Ig−1 соответственно задаются уравне-
ниями

|z + w cth(τg/2)| =
|w|

sh(τg/2)
, |z − w cth(τg/2)| =

|w|

sh(τg/2)
.

Покажем, что Bg ⊂ C−
g и каждая из прямых ∂1Cg и ∂2Cg касается окружности

Ig. Рассмотрим множество b = {z ∈ C : arg(z) = arg(−w)} ∪ {∞}. Заметим, что
−w cth(τg/2) ∈ b и b ⊂ C−

g . Нетрудно видеть, что b — биссектриса угла C−
g .

Для k ∈ {1, 2} обозначим через ρ(c(Ig), ∂kCg) евклидово расстояние от центра
окружности Ig до прямой ∂kCg. Тогда из элементарных рассуждений следует,
что

ρ(c(Ig), ∂1Cg) = ρ(c(Ig), ∂2Cg) = |w cth(τg/2)| sinαg =
|w|

sh(τg/2)
.

Значит, Bg ⊂ C−
g и прямые ∂1Cg и ∂2Cg касаются окружности Ig.

Тот факт, что Bg−1 ⊂ C+
g и каждая из прямых ∂1Cg и ∂2Cg касается окруж-

ности Ig−1 , устанавливается аналогично. �

3.2. Рассмотрим случай, когда два порождающих в подгруппе PSL(2,C)
локсодромические.

Теорема 2. Пусть группа G = 〈f, g〉 < PSL(2,C) такова, что f и g — лок-
содромические элементы с величинами сдвигов τf и τg, θ(f, g) — угол между
осями ℓf и ℓg, δ(f, g) — гиперболическое расстояние между этими осями, вели-
чины αf и αg определены формулой (3). Предположим, что выполнено одно из
следующих условий:

(i) αf + αg ≤ θ(f, g),

(ii) αf + αg > θ(f, g) и ch δ(f, g) ≥ ch(τf/2) ch(τg/2) cos θ(f,g)+1
sh(τf/2) sh(τg/2)

.

Тогда G — неэлементарная дискретная группа и G = 〈f〉 ∗ 〈g〉.

Доказательство. Рассмотрим отдельно случаи (i) и (ii).
Случай (i). Предположим, что для группы G выполнено условие (i). По-

кажем, что G — неэлементарная группа, т. е. для любой точки p ∈ H3 ∪ C ее
орбита G(p) бесконечна. Из неравенства условия (i) и определения величин αf

и αg следует, что θ(f, g) > 0. Значит, элементы f и g не имеют общих непо-
движных точек. Пусть p ∈ H3 ∪ C. Тогда p не является неподвижной точкой
относительно хотя бы одного из элементов f или g. Следовательно, ее орби-
та относительно действия циклической группы, порожденной этим элементом,
бесконечна.

Покажем, что G — дискретная группа и G = 〈f〉 ∗ 〈g〉. Обозначим через
ℓ общий перпендикуляр к осям ℓf и ℓg. С точностью до сопряжения в группе
PSL(2,C) можем считать, что элементы f и g таковы, что геодезическая ℓ ⊂ H3

соединяет точки 0,∞ ∈ C, и притягивающей неподвижной точкой элемента g



Достаточные условия дискретности 1075

является −1 ∈ C. Тогда 1 ∈ C — отталкивающая неподвижная точка элемента
g, а ±w ∈ C, где |w| = eδ(f,g) и −π/2 < arg(w) ≤ π/2, — неподвижные точки эле-
мента f . Заметим, что | arg(w)| = θ(f, g). Заменяя, если необходимо, f на f−1,
можем считать, что w ∈ C — притягивающая неподвижная точка элемента f .

Рассмотрим действие элементов f и g на C. Нетрудно видеть, что мно-
жества разрывности для групп 〈f〉 и 〈g〉 имеют вид R(〈f〉) = C \ {±w} и
R(〈g〉) = C \ {±1}.

Построим фундаментальное множество для группы 〈f〉 в C. Рассмотрим
элемент

f̃(z) =
ch(τf/2) · z + w sh(τf/2)

w−1 sh(τf/2) · z + ch(τf/2)
∈ LF(C).

Заметим, что f̃ — гиперболический элемент с величиной сдвига τf и неподвиж-
ными точками ±w ∈ C, причем w — притягивающая неподвижная точка. Из
определения величин αf̃ и αf следует, что они равны. Обозначим

D1
f =

{

z ∈ C : |z +w cth(τf/2)| ≥
|w|

sh(τf/2)
, |z−w cth(τf/2)| >

|w|

sh(τf/2)

}

∪{∞}.

Множество D1
f — это внешность окружностей If̃ и If̃−1 . Заметим, что цен-

тры окружностей If̃ и If̃−1 симметричны относительно точки 0 ∈ C. Нетруд-
но проверить, что f(If̃ ) = If̃−1 и f−1(If̃−1) = If̃ . Множество D1

f является
фундаментальным множеством для группы 〈f〉. Покажем это. Пусть эле-
мент t ∈ LF(C) такой, что t(w) = ∞, t(−w) = 0 и t(v) = 1, где v ∈ If̃ .
Тогда множество t

(

D1
f

)

= {z ∈ C : 1 ≤ |z| < eτf } — кольцо, которое по
определению является фундаментальным множеством для группы 〈tft−1〉, где
tft−1(z) = eτf+iφf · z. Следовательно, D1

f является фундаментальным множе-
ством для группы 〈f〉. При этом если p ∈ D1

f , то
(

D1
f \ {p}

)

∪ {f(p)} также
является фундаментальным множеством для группы 〈f〉.

Построим фундаментальное множество для группы 〈g〉 в C. Рассмотрим
элемент

g̃(z) =
ch(τg/2) · z − sh(τg/2)
− sh(τg/2) · z + ch(τg/2)

∈ LF(C).

Заметим, что g̃ — гиперболический элемент с величиной сдвига τg и неподвиж-
ными точками ±1 ∈ C, причем −1 — притягивающая неподвижная точка. Из
определения величин αg̃ и αg следует, что они равны. Обозначим

D1
g =

{

z ∈ C : |z − cth(τg/2)| ≥
1

sh(τg/2)
, |z + cth(τg/2)| >

1
sh(τg/2)

}

∪ {∞}.

Множество D1
g — внешность окружностей Ig̃ и Ig̃−1 . Заметим, что центры

окружностей Ig̃ и Ig̃−1 симметричны относительно точки 0 ∈ C. Нетрудно про-
верить, что g(Ig̃) = Ig̃−1 и g−1(Ig̃−1) = Ig̃. Рассуждая, как при построении мно-
жества D1

f , можно показать, что D1
g является фундаментальным множеством

для группы 〈g〉. При этом если p ∈ D1
g , то

(

D1
g \ {p}

)

∪ {g(p)} также является
фундаментальным множеством для группы 〈g〉.

Используя элементарные геометрические рассуждения, нетрудно показать,
что имеют место следующие свойства.

10. Bf̃−1 ∩Bg̃ = ∅ тогда и только тогда, когда Bf̃ ∩B g̃−1 = ∅.
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20. Окружности If̃−1 и Ig̃ касаются внешним образом тогда и только тогда,
когда окружности If̃ и Ig̃−1 касаются внешним образом.

30. Bf̃−1 ∩Bg̃−1 = ∅ тогда и только тогда, когда B f̃ ∩Bg̃ = ∅.

40. Окружности If̃−1 и Ig̃−1 касаются внешним образом тогда и только
тогда, когда окружности If̃ и Ig̃ касаются внешним образом.

Для элементов f̃ и g̃ рассмотрим угловые множества Cf̃ и Cg̃, определенные
в п. 3.1.

Пусть αf + αg < θ(f, g). Тогда из определения множеств Cf̃ и Cg̃ следует,

что Cf̃ ∩ Cg̃ = {0,∞}. По лемме 3 Bf̃ ⊂ Cf̃ , Bf̃−1 ⊂ Cf̃ и Bg̃ ⊂ Cg̃, Bg̃−1 ⊂ Cg̃.

Из этих фактов и построения множеств D1
f и D1

g вытекает, что D1
f ∪D1

g = C =
R(〈f〉) ∪ R(〈g〉). При этом Int

(

D1
f ∩D1

g

)

6= ∅. Таким образом, выбор множеств
D1

f и D1
g в качестве фундаментальных множеств для групп 〈f〉 и 〈g〉 позволяет

применить теорему 1. Следовательно, G — дискретная группа, и G = 〈f〉 ∗ 〈g〉.
Пусть αf+αg = θ(f, g). Из определения множеств Cf̃ и Cg̃ следует, что либо

Cf̃ ∩Cg̃ = ∂1Cg̃, либо Cf̃ ∩Cg̃ = ∂2Cg̃, либо Cf̃ ∩Cg̃ = ∂1Cf̃ ∪∂2Cf̃ = ∂1Cg̃ ∪∂2Cg̃.

Пусть Cf̃ ∩Cg̃ = ∂1Cg̃ или Cf̃ ∩Cg̃ = ∂2Cg̃. По лемме 3 Bf̃ ⊂ Cf̃ , Bf̃−1 ⊂ Cf̃

и Bg̃ ⊂ Cg̃, Bg̃−1 ⊂ Cg̃. Из этих фактов и построения множеств D1
f и D1

g следует,

что D1
f ∪D1

g = C = R(〈f〉)∪R(〈g〉). При этом Int
(

D1
f ∩D1

g

)

6= ∅. Таким образом,
выбор множеств D1

f и D1
g в качестве фундаментальных множеств для групп 〈f〉

и 〈g〉 позволяет применить теорему 1. Следовательно, G — дискретная группа,
и G = 〈f〉 ∗ 〈g〉.

Пусть Cf̃ ∩ Cg̃ = ∂1Cf̃ ∪ ∂2Cf̃ = ∂1Cg̃ ∪ ∂2Cg̃. Тогда по лемме 3 Bf̃ ⊂ Cf̃ ,

Bf̃−1 ⊂ Cf̃ и B g̃ ⊂ Cg̃, Bg̃−1 ⊂ Cg̃. Поэтому либо Bf̃−1 ∩ Bg̃−1 = ∅, либо
окружности If̃−1 и Ig̃−1 касаются внешним образом.

Пусть Bf̃−1 ∩ Bg̃−1 = ∅. Тогда из свойства 30 вытекает, что B f̃ ∩ B g̃ = ∅.

Из этих фактов и построения множеств D1
f и D1

g следует, что D1
f ∪ D1

g = C =
R(〈f〉) ∪ R(〈g〉). При этом Int

(

D1
f ∩D1

g

)

6= ∅. Таким образом, выбор множеств
D1

f и D1
g в качестве фундаментальных множеств для групп 〈f〉 и 〈g〉 позволяет

применить теорему 1. Следовательно, G — дискретная группа, и G = 〈f〉 ∗ 〈g〉.
Пусть If̃−1 ∩ Ig̃−1 = {z1} для некоторой точки z1 ∈ Cf̃ ∩ Cg̃. Тогда из по-

строения множеств D1
f и D1

g получаем, что D1
f ∪D1

g = C\{z1} 6= R(〈f〉)∪R(〈g〉).
Следовательно, выбор множеств D1

f и D1
g в качестве фундаментальных мно-

жеств для групп 〈f〉 и 〈g〉 делает невозможным применение теоремы 1. Для
этих же групп выберем другую пару фундаментальных множеств D2

f и D2
g та-

ких, что D2
f ∪D2

g = R(〈f〉) ∪R(〈g〉).
По свойству 40 окружности If̃ и Ig̃ касаются внешним образом. Из элемен-

тарных геометрических рассуждений следует, что окружности If̃−1 и Ig̃ касают-
ся внешним образом. Тогда по свойству 20 окружности If̃ и Ig̃−1 также касаются
внешним образом. Обозначим z2 = f−1(z1), z3 = g−1(z2), z4 = f−1(z3). Зададим
фундаментальные множества D2

f и D2
g следующим образом.

Если If̃ ∩ Ig̃−1 6= {z2}, то пусть D2
f =

(

D1
f \ {z2}

)

∪{z1} и D2
g = D1

g (рис. 1a).
Если If̃ ∩ Ig̃−1 = {z2} и If̃−1 ∩ Ig̃ 6= {z3}, то пусть D2

f =
(

D1
f \ {z2}

)

∪ {z1} и
D2

g =
(

D1
g \ {z3}

)

∪ {z2} (рис. 1b).
Если If̃∩Ig̃−1 = {z2} и If̃−1∩Ig̃ = {z3}, то пусть D2

f =
(

D1
f \{z2, z4}

)

∪{z1, z3}

и D2
g =

(

D1
g \ {z3}

)

∪ {z2} (рис. 1c).
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Рис. 1. Множества D2

f
и D2

g .

В каждом из этих трех случаев выполнено D2
f ∪D2

g = C = R(〈f〉) ∪R(〈g〉).
При этом Int

(

D2
f∩D

2
g

)

6= ∅. Таким образом, выбор множеств D2
f и D2

g в качестве
фундаментальных множеств для групп 〈f〉 и 〈g〉 позволяет применить теорему 1.
Следовательно, G — дискретная группа, и G = 〈f〉 ∗ 〈g〉. Итак, в случае (i)
теорема доказана.

Случай (ii). Предположим, что для группы G выполнено условие (ii).
Покажем, что G — неэлементарная группа, т. е. для любой точки p ∈ H3 ∪C ее
орбитаG(p) бесконечна. Из первого неравенства условия (ii), формулы косинуса
суммы и определений величин αf и αg следует, что

cos θ(f, g) > cos(αf + αg) = cosαf cosαg − sinαf sinαg

= th(τf/2) th(τg/2)−
1

ch(τf/2) ch(τg/2)
.

Поэтому выполнено неравенство

ch(τf/2) ch(τg/2) cos θ(f, g) + 1
sh(τf/2) sh(τg/2)

> 1.

Из этого неравенства и второго неравенства условия (ii) вытекает, что δ(f, g) >
0. Значит, элементы f и g не имеют общих неподвижных точек. Аналогично
случаю (i) можно показать, что для любой точки p ∈ H

3 ∪ C ее орбита G(p)
бесконечна.

Покажем, что G — дискретная группа и G = 〈f〉 ∗ 〈g〉. Рассуждая, как в
случае (i), можем считать, что элемент f имеет неподвижные точки ±w ∈ C,
причем w — притягивающая неподвижная точка, а элемент g имеет неподвиж-
ные точки ±1 ∈ C, причем −1 — притягивающая неподвижная точка.

Рассмотрим действие элементов f и g на C. Аналогично случаю (i) опре-
делим элементы f̃ и g̃ и построим фундаментальные множества D1

f и D1
g для

групп 〈f〉 и 〈g〉.
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Для элементов f̃ и g̃ рассмотрим угловые множества Cf̃ и Cg̃, определенные
в п. 3.1. Если выполнено первое неравенство из условия (ii), то Int(Cf̃ ∩Cg̃) 6= ∅.
Покажем, что если выполнено второе неравенство из условия (ii), то множество
Bf̃−1 ∩Bg̃ состоит не более чем из одной точки. В этом неравенстве распишем
гиперболический косинус по определению и выполним элементарные преобра-
зования. Получим

e2δ(f,g) − 2eδ(f,g)
ch(τf/2) ch(τg/2) cos θ(f, g) + 1

sh(τf/2) sh(τg/2)
+ 1 ≥ 0.

Используя тождество для гиперболических функций, перепишем полученное
неравенство следующим образом:

e2δ(f,g) ch
2(τf/2)− 1

sh2(τf/2)
−2eδ(f,g)

ch(τf/2) ch(τg/2) cos θ(f, g) + 1
sh(τf/2) sh(τg/2)

+
ch2(τg/2)− 1

sh2(τg/2)
≥ 0.

Это неравенство приводится к виду

e2δ(f,g) ch2(τf/2)

sh2(τf/2)
+

ch2(τg/2)

sh2(τg/2)
− 2eδ(f,g)

ch(τf/2) ch(τg/2) cos θ(f, g)
sh(τf/2) sh(τg/2)

≥

(

eδ(f,g)

sh(τf/2)
+

1
sh(τg/2)

)2

.

Поэтому выполнено неравенство

|w|2 cth2(τf/2) + cth2(τg/2) − 2|w| cth(τf/2) cth(τg/2) cos(arg(w))

≥

(

|w|

sh(τf/2)
+

1
sh(τg/2)

)2

.

Из этого неравенства и теоремы косинусов для евклидовых треугольников сле-
дует, что евклидово расстояние между центрами окружностей If̃−1 и Ig̃ не мень-
ше суммы радиусов этих окружностей. Значит, реализуется один из следующих
случаев: либо Bf̃−1 ∩ Bg̃ = ∅, либо окружности If̃−1 и Ig̃ касаются внешним
образом.

Пусть Bf̃−1∩B g̃ = ∅. Тогда из элементарных геометрических рассуждений

вытекает, что Bf̃−1 ∩ Bg̃−1 = ∅. По свойствам 10 и 30 из доказательства п. (i)

теоремы Bf̃ ∩Bg̃−1 = ∅ и Bf̃ ∩B g̃ = ∅. Из этих фактов и построения множеств

D1
f и D1

g имеем D1
f∪D

1
g = C = R(〈f〉)∪R(〈g〉). При этом Int

(

D1
f∩D

1
g

)

6= ∅. Таким
образом, выбор множеств D1

f и D1
g в качестве фундаментальных множеств для

групп 〈f〉 и 〈g〉 позволяет применить теорему 1. Следовательно, G — дискретная
группа, и G = 〈f〉 ∗ 〈g〉.

Пусть окружности If̃−1 и Ig̃ касаются внешним образом. Тогда из элемен-

тарных геометрических рассуждений следует, что либо B f̃−1 ∩ Bg̃−1 = ∅, либо
окружности If̃−1 и Ig̃−1 касаются внешним образом.

Пусть B f̃−1 ∩ Bg̃−1 = ∅. Тогда по свойствам 20 и 30 из доказательства

случая (i) теоремы окружности If̃ и Ig̃−1 касаются внешним образом и Bf̃∩B g̃ =

∅. Из этих фактов и построения множеств D1
f и D1

g следует, что D1
f ∪D1

g = C =
R(〈f〉) ∪ R(〈g〉). При этом Int

(

D1
f ∩D1

g

)

6= ∅. Таким образом, выбор множеств
D1

f и D1
g в качестве фундаментальных множеств для групп 〈f〉 и 〈g〉 позволяет

применить теорему 1. Следовательно, G — дискретная группа, и G = 〈f〉 ∗ 〈g〉.
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Пусть If̃−1∩Ig̃−1 = {z1} для некоторой точки z1 ∈ C. Аналогично случаю (i)
можно построить множества D2

f и D2
g и показать, что выбор множеств D2

f и D2
g в

качестве фундаментальных множеств для групп 〈f〉 и 〈g〉 позволяет применить
теорему 1. Следовательно, G — дискретная группа, и G = 〈f〉 ∗ 〈g〉. Итак, в
случае (ii) теорема доказана. �

3.3. Расписывая условие теоремы 2 с использованием следствий 1 и 2,
получаем следующие утверждения.

Следствие 3. Пусть G = 〈f, g〉 < PSL(2,C) и par(〈f, g〉) = (γ, β, β′), где
γ ∈ C и β, β′ ∈ C \ [−4, 0]. Предположим, что для тройки (γ, β, β′) выполнено
неравенство

√

|4γ + ββ′| − 4|γ|+ |ββ′| ≤
√

2|ββ′| ·

√

(|β + 4| + |β| − 4)(|β′ + 4| + |β′| − 4) − 8
√

(|β + 4| + |β| + 4)(|β′ + 4| + |β′| + 4)
.

Тогда G — неэлементарная дискретная группа и G = 〈f〉 ∗ 〈g〉.

Следствие 4. Пусть G = 〈f, g〉 < PSL(2,C) и par(〈f, g〉) = (γ, β, β′), где
γ ∈ C и β, β′ ∈ C \ [−4, 0]. Предположим, что для тройки (γ, β, β′) выполнено
условие

√

|4γ + ββ′| − 4|γ|+ |ββ′| >
√

2|ββ′| ·

√

(|β + 4| + |β| − 4)(|β′ + 4| + |β′| − 4) − 8
√

(|β + 4| + |β| + 4)(|β′ + 4| + |β′| + 4)
,

√

(|β + 4| + |β| − 4)(|β′ + 4| + |β′| − 4)(|4γ + ββ′| + 4|γ| + |ββ′|)

−
√

(|β + 4| + |β| + 4)(|β′ + 4| + |β′| + 4)(|4γ + ββ′| − 4|γ| + |ββ′|) ≥ 8·
√

2|ββ′|.

Тогда G — неэлементарная дискретная группа и G = 〈f〉 ∗ 〈g〉.

4. Группы с локсодромическим

и эллиптическим порождающими

4.1. Рассмотрим случай, когда один порождающий в подгруппе PSL(2,C)
локсодромический, а второй — эллиптический.

Теорема 3. Пусть группа G = 〈f, g〉 < PSL(2,C) такова, что f — локсодро-
мический элемент с величиной сдвига τf , g — эллиптический элемент порядка
n ≥ 2, θ(f, g) — угол между осями ℓf и ℓg, δ(f, g) — гиперболическое расстояние
между этими осями. Предположим, что выполнено неравенство

sh δ(f, g) ≥
ch(τf/2) cos(π/n) sin θ(f, g) + 1

sh(τf/2) sin(π/n)
. (4)

Тогда G — неэлементарная дискретная группа и G = 〈f〉 ∗ 〈g〉.

Доказательство. Рассмотрим отдельно случаи n = 2 и n ≥ 3.
Случай n = 2. Предположим, что для группы G выполнено условие тео-

ремы и g — эллиптический элемент порядка n = 2.
Покажем, что G — неэлементарная группа, т. е. для любой точки p ∈

H3 ∪ C ее орбита G(p) бесконечна. Из неравенства (4) следует, что δ(f, g) > 0.
Значит, элементы f и g не имеют общих неподвижных точек. Пусть p ∈ H3∪C.
Достаточно показать, что если p — неподвижная точка элемента f , то ее орбита
G(p) бесконечна. Заметим, что если p — неподвижная точка элемента f , то
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g(p) не является неподвижной точкой элемента f (так как в противном случае
δ(f, g) = 0). Следовательно, орбита точки g(p) относительно действия группы
〈f〉 бесконечна.

Покажем, что G — дискретная группа и G = 〈f〉 ∗ 〈g〉. Обозначим через
ℓ общий перпендикуляр к осям ℓf и ℓg. С точностью до сопряжения в группе
PSL(2,C) можем считать, что элементы f и g таковы, что геодезическая ℓ ⊂ H3

соединяет точки 0,∞ ∈ C, и одной из неподвижных точек элемента g является
−1 ∈ C. Тогда 1 ∈ C — вторая неподвижная точка элемента g, а ±w ∈ C, где
|w| = eδ(f,g) и 0 ≤ arg(w) < π, — неподвижные точки элемента f . Заметим,
что если 0 ≤ arg(w) ≤ π/2, то arg(w) = θ(f, g); если же π/2 < arg(w) < π, то
arg(w) = π − θ(f, g). Заменяя, если необходимо, f на f−1, можем считать, что
w ∈ C — притягивающая неподвижная точка элемента f .

Рассмотрим действие элементов f и g на C. Нетрудно видеть, что мно-
жества разрывности для групп 〈f〉 и 〈g〉 имеют вид R(〈f〉) = C \ {±w} и
R(〈g〉) = C \ {±1}.

Построим фундаментальное множество для группы 〈f〉 в C. Рассмотрим
элемент

f̃(z) =
ch(τf/2) · z + w sh(τf/2)

w−1 sh(τf/2) · z + ch(τf/2)
∈ LF(C).

Заметим, что f̃ — гиперболический элемент с величиной сдвига τf и неподвиж-
ными точками ±w ∈ C, причем w — притягивающая неподвижная точка. Из
определения величин αf̃ и αf следует, что они равны. Обозначим

D1
f =

{

z ∈ C : |z +w cth(τf/2)| ≥
|w|

sh(τf/2)
, |z−w cth(τf/2)| >

|w|

sh(τf/2)

}

∪{∞}.

Множество D1
f — внешность окружностей If̃ и If̃−1 . Заметим, что центры

окружностей If̃ и If̃−1 симметричны относительно точки 0 ∈ C. Нетрудно
проверить, что f(If̃ ) = If̃−1 , f−1(If̃−1) = If̃ . Рассуждая, как в доказательстве
п. (i) теоремы 2, можно показать, что D1

f является фундаментальным множе-
ством для группы 〈f〉. При этом если p ∈ D1

f , то
(

D1
f \ {p}

)

∪ {f(p)} также
является фундаментальным множеством для группы 〈f〉.

Построим фундаментальное множество для группы 〈g〉 в C. Из определения
окружностей Ig и Ig−1 следует, что они совпадают. Обозначим

D1
g,2 = {z ∈ C : |z| ≥ 1, Im z 6= −

√

1 − Re2 z} ∪ {∞}.

Множество D1
g,2 — внешность окружности Ig. Нетрудно проверить, что g(Ig) =

Ig. Множество D1
g,2 является фундаментальным множеством для группы 〈g〉.

Покажем это. Пусть элемент t ∈ LF(C) такой, что t(1) = 0, t(−1) = ∞ и t(v) = 1,
где v ∈ Ig ∩D1

g,2. Тогда множество t
(

D1
g,2

)

= {z ∈ C \ {0} : −π < arg(z) ≤ 0} —
полуплоскость, которая по определению является фундаментальным множе-
ством для группы 〈tgt−1〉, где tgt−1(z) = −z. Следовательно, D1

g,2 является
фундаментальным множеством для группы 〈g〉. При этом если p ∈ D1

g,2, то
(

D1
g,2 \{p}

)

∪{g(p)} также является фундаментальным множеством для группы
〈g〉.

Используя элементарные геометрические рассуждения, нетрудно показать,
что имеют место следующие свойства.

10. Bf̃−1 ∩Bg = ∅ тогда и только тогда, когда Bf̃ ∩Bg = ∅.
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20. Окружности If̃−1 и Ig касаются внешним образом тогда и только тогда,
когда окружности If̃ и Ig касаются внешним образом.

Покажем, что если выполнено неравенство (4), то множество Bf̃−1 ∩ Bg

состоит не более чем из одной точки. В этом неравенстве распишем гипер-
болический синус по определению и выполним элементарные преобразования.
Получим

e2δ(f,g) − 2eδ(f,g)
1

sh(τf/2)
− 1 ≥ 0.

Используя тождество для гиперболических функций, перепишем полученное
неравенство следующим образом:

e2δ(f,g) ch2(τf/2) − 1

sh2(τf/2)
− 2eδ(f,g)

1
sh(τf/2)

− 1 ≥ 0.

Это неравенство приводится к виду

e2δ(f,g) cth2(τf/2) ≥

(

eδ(f,g)

sh(τf/2)
+ 1

)2

.

Поэтому выполнено неравенство

|w|2 cth2(τf/2) ≥

(

|w|

sh(τf/2)
+ 1

)2

.

Из этого неравенства следует, что евклидово расстояние между центрами окруж-
ностей If̃−1 и Ig не меньше суммы радиусов этих окружностей. Значит, реали-

зуется один из следующих случаев: либо Bf̃−1 ∩Bg = ∅, либо окружности If̃−1

и Ig касаются внешним образом.
Пусть Bf̃−1 ∩Bg = ∅. Тогда по свойству 10 Bf̃ ∩Bg = ∅. Из этих фактов

и построения множеств D1
f и D1

g,2 следует, что D1
f ∪D1

g,2 = C = R(〈f〉)∪R(〈g〉).
При этом Int

(

D1
f ∩ D1

g,2

)

6= ∅. Таким образом, выбор множеств D1
f и D1

g,2 в
качестве фундаментальных множеств для групп 〈f〉 и 〈g〉 позволяет применить
теорему 1. Следовательно, G — дискретная группа, и G = 〈f〉 ∗ 〈g〉.

Пусть окружности If̃−1 и Ig касаются внешним образом. Тогда по свой-
ству 20 окружности If̃ и Ig также касаются внешним образом. Рассмотрим
отдельно случаи If̃−1 ∩ Ig 6= {1} и If̃−1 ∩ Ig = {1}.

Пусть If̃−1 ∩ Ig 6= {1}. Из построения множеств D1
f и D1

g,2 следует, что

D1
f ∪D1

g,2 = C = R(〈f〉)∪R(〈g〉). При этом Int
(

D1
f ∩D1

g,2

)

6= ∅. Таким образом,
выбор множеств D1

f и D1
g,2 в качестве фундаментальных множеств для групп 〈f〉

и 〈g〉 позволяет применить теорему 1. Следовательно, G — дискретная группа,
и G = 〈f〉 ∗ 〈g〉.

Пусть If̃−1 ∩ Ig = {1}. Из построения множеств D1
f и D1

g,2 следует, что

D1
f ∪ D1

g,2 = C \ {1} 6= R(〈f〉) ∪ R(〈g〉). Поэтому выбор множеств D1
f и D1

g,2 в
качестве фундаментальных множеств для групп 〈f〉 и 〈g〉 делает невозможным
применение теоремы 1. Рассмотрим отдельно случай, когда f−1(1) 6= −1, и
случай, когда f−1(1) = −1.

Пусть f−1(1) 6= −1. Для групп 〈f〉 и 〈g〉 выберем другую пару фун-
даментальных множеств D2

f и D2
g,2 таких, что D2

f ∪ D2
g,2 = R(〈f〉) ∪ R(〈g〉).

А именно, пусть D2
f =

(

D1
f \ {f−1(1)}

)

∪ {1} и D2
g,2 = D1

g,2 (рис. 2a). Тогда
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D2
f ∪D2

g,2 = C = R(〈f〉) ∪R(〈g〉). При этом Int
(

D2
f ∩D2

g,2

)

6= ∅. Таким образом,
выбор множеств D2

f и D2
g,2 в качестве фундаментальных множеств для групп 〈f〉

и 〈g〉 позволяет применить теорему 1. Следовательно, G — дискретная группа,
и G = 〈f〉 ∗ 〈g〉.

Пусть f−1(1) = −1. Покажем, что преобразования f и f̃ совпадают. Из
построения элемента f̃ следует, что f̃(w) = w и f̃(−w) = −w. При этом f(w) =
w и f(−w) = −w. Покажем, что f̃(−1) = 1. Из того факта, что If̃−1 ∩ Ig = {1},
и элементарных геометрических рассуждений следует равенство

|1 − eδ(f,g) cth(τf/2)| =
eδ(f,g)

sh(τf/2)
.

Полученное равенство приводится к виду

eδ(f,g) =
sh(τf/2)

ch(τf/2) − 1
.

Прямые вычисления c использованием последнего равенства показывают, что
f̃(−1) = 1. При этом f(−1) = 1. Известно [16, с. 56], что каковы бы ни были
три различные точки u1, u2, u3 ∈ C и три различные точки v1, v2, v3 ∈ C, суще-
ствует единственный элемент h ∈ LF(C) такой, что h(uk) = vk, где k ∈ {1, 2, 3}.
Таким образом, f — гиперболический элемент такой, что f(−1) = 1. При этом
±1 ∈ C — неподвижные точки эллиптического элемента порядка 2. Тогда, как
показал Маскит [20], G — дискретная группа и G = 〈f〉 ∗ 〈g〉. Итак, теорема
доказана в случае, когда g — эллиптический элемент порядка n = 2.

Re z

Im z

D
2

f

f−1(1)

If̃−1If̃

1 Re z

Im z

D
2

f

If̃−1If̃

z2
z1 Re z

Im z

D
2

f

If̃−1If̃

z2 z1

Re z

Im z

D
2

g,2

Ig

(a)

Re z

Im z

D
2

g,n
Ig̃

Ig−1

(b)

Re z

Im z

D
2

g,n
Ig̃

Ig−1

z3

z2

(c)

Рис. 2. Множества D2

f
и D2

g,2; D2

f
и D2

g,n, где n ≥ 3.

Случай n ≥ 3. Предположим, что для группы G выполнено условие тео-
ремы и g — эллиптический элемент порядка n ≥ 3.

Покажем, что G — неэлементарная группа, т. е. для любой точки p ∈
H3 ∪ C ее орбита G(p) бесконечна. Из неравенства (4) следует, что δ(f, g) > 0.
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Значит, элементы f и g не имеют общих неподвижных точек. Пусть p ∈ H
3∪C.

Достаточно показать, что если p — неподвижная точка элемента f , то ее орбита
G(p) бесконечна. Заметим, что если p — неподвижная точка элемента f , то
существует число m ∈ N такое, что gm(p) не является неподвижной точкой
элемента f . Следовательно, орбита точки gm(p) относительно действия группы
〈f〉 бесконечна.

Покажем, что G — дискретная группа и G = 〈f〉 ∗ 〈g〉.
Рассуждая, как в случае n = 2, можем считать, что элемент f имеет непо-

движные точки ±w ∈ C, причем w — притягивающая неподвижная точка; а
элемент g имеет неподвижные точки ±1 ∈ C. Заменяя, если необходимо, g на
g−1, можем считать, что

g =

(

cos(kπ/n) i sin(kπ/n)
i sin(kπ/n) cos(kπ/n)

)

,

где 1 ≤ k < n/2 и (k, n) = 1.
Рассмотрим действие элементов f и g на C. Аналогично случаю n = 2

определим элемент f̃ и построим фундаментальное множество D1
f для группы

〈f〉.
Построим фундаментальное множество для группы 〈g〉 в C. Рассмотрим

элемент

g̃(z) =
cos(π/n) · z + i sin(π/n)
i sin(π/n) · z + cos(π/n)

∈ LF(C).

Заметим, что g̃ — эллиптический элемент порядка n с неподвижными точками
±1 ∈ C. Обозначим

D1
g,n =

{

z ∈ C : |z − i ctg(π/n)| ≥
1

sin(π/n)
, |z + i ctg(π/n)| >

1
sin(π/n)

}

∪ {∞}.

Множество D1
g,n — это внешность окружностей Ig̃ и Ig̃−1 . Заметим, что центры

окружностей Ig̃ и Ig̃−1 симметричны относительно точки 0 ∈ C. Нетрудно про-
верить, что g̃(Ig̃) = Ig̃−1 и g̃−1(Ig̃−1 ) = Ig̃. Множество D1

g,n является фундамен-
тальным множеством для группы 〈g〉. Покажем это. Пусть элемент t ∈ LF(C)
такой, что t(1) = 0, t(−1) = ∞ и t(p) = 1, где p ∈ Ig̃ ∩ D1

g,n. Тогда множество
t
(

D1
g,n

)

= {z ∈ C \ {0} : −2π/n < arg(z) ≤ 0} — плоский угол, который по
определению является фундаментальным множеством для группы 〈tgt−1〉, где
tgt−1(z) = e−2πki/n · z. Следовательно, D1

g,n является фундаментальным мно-
жеством для группы 〈g〉. При этом если p ∈ D1

g,n, то
(

D1
g,n \ {p}

)

∪{g̃(p)} также
является фундаментальным множеством для группы 〈g〉.

Используя элементарные геометрические рассуждения, нетрудно показать,
что имеют место следующие свойства.

30. Bf̃−1 ∩Bg̃ = ∅ тогда и только тогда, когда Bf̃ ∩Bg̃−1 = ∅.

40. Окружности If̃−1 и Ig̃ касаются внешним образом тогда и только тогда,
когда окружности If̃ и Ig̃−1 касаются внешним образом.

50. Bf̃−1 ∩Bg̃−1 = ∅ тогда и только тогда, когда Bf̃ ∩Bg̃ = ∅.

60. Окружности If̃−1 и Ig̃−1 касаются внешним образом тогда и только то-
гда, когда окружности If̃ и Ig̃ касаются внешним образом.
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Покажем, что если выполнено неравенство (4), то множество Bf̃−1 ∩ Bg

состоит не более чем из одной точки. В этом неравенстве распишем гипер-
болический синус по определению и выполним элементарные преобразования.
Получим

e2δ(f,g) − 2eδ(f,g)
ch(τf/2) cos(π/n) sin θ(f, g) + 1

sh(τf/2) sin(π/n)
− 1 ≥ 0.

Используя тождества для гиперболических и тригонометрических функций, пе-
репишем полученное неравенство следующим образом:

e2δ(f,g) ch
2(τf/2)− 1

sh2(τf/2)
−2eδ(f,g)

ch(τf/2) cos(π/n) sin θ(f, g) + 1
sh(τf/2) sin(π/n)

−
1 − cos2(π/n)

sin2(π/n)
≥ 0.

Это неравенство приводится к виду

e2δ(f,g) ch2(τf/2)

sh2(τf/2)
− 2eδ(f,g)

ch(τf/2) cos(π/n) sin θ(f, g)
sh(τf/2) sin(π/n)

+
cos2(π/n)

sin2(π/n)

≥

(

eδ(f,g)

sh(τf/2)
+

1
sin(π/n)

)2

.

Поэтому выполнено неравенство

|w|2 cth2(τf/2) + ctg2(π/n) − 2|w| cth(τf/2) ctg(π/n) cos(π/2 − arg(w))

≥

(

|w|

sh(τf/2)
+

1
sin(π/n)

)2

.

Из этого неравенства и теоремы косинусов для евклидовых треугольников сле-
дует, что евклидово расстояние между центрами окружностей If̃−1 и Ig̃ не мень-
ше суммы радиусов этих окружностей. Значит, реализуется один из следующих
случаев: либо Bf̃−1 ∩ Bg̃ = ∅, либо окружности If̃−1 и Ig̃ касаются внешним
образом.

Пусть Bf̃−1∩B g̃ = ∅. Тогда из элементарных геометрических рассуждений

вытекает, что Bf̃−1 ∩ Bg̃−1 = ∅. По свойствам 30 и 50 B f̃ ∩ Bg̃−1 = ∅ и Bf̃ ∩

Bg̃ = ∅. Из этих фактов и построения множеств D1
f и D1

g,n получаем, что

D1
f ∪D1

g,n = C = R(〈f〉)∪R(〈g〉). При этом Int
(

D1
f ∩D1

g,n

)

6= ∅. Таким образом,
выбор множеств D1

f и D1
g,n в качестве фундаментальных множеств для групп 〈f〉

и 〈g〉 позволяет применить теорему 1. Следовательно, G — дискретная группа,
и G = 〈f〉 ∗ 〈g〉.

Пусть окружности If̃−1 и Ig̃ касаются внешним образом. Тогда из элемен-

тарных геометрических рассуждений следует, что либо B f̃−1 ∩ Bg̃−1 = ∅, либо
окружности If̃−1 и Ig̃−1 касаются внешним образом.

Пусть Bf̃−1 ∩ Bg̃−1 = ∅. Тогда по свойствам 40 и 50 окружности If̃ и

Ig̃−1 касаются внешним образом и Bf̃ ∩ Bg̃ = ∅. Из этих фактов и построения

множеств D1
f и D1

g,n следует, что D1
f ∪ D1

g,n = C = R(〈f〉) ∪ R(〈g〉). При этом
Int

(

D1
f ∩ D1

g,n

)

6= ∅. Таким образом, выбор множеств D1
f и D1

g,n в качестве
фундаментальных множеств для групп 〈f〉 и 〈g〉 позволяет применить теорему 1.
Следовательно, G — дискретная группа, и G = 〈f〉 ∗ 〈g〉.

Пусть If̃−1 ∩ Ig̃−1 = {z1} для некоторой точки z1 ∈ C. Тогда из построения

множеств D1
f и D1

g,n следует, что D1
f ∪D1

g,n = C \ {z1} 6= R(〈f〉) ∪ R(〈g〉). Сле-
довательно, выбор множеств D1

f и D1
g,n в качестве фундаментальных множеств
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для групп 〈f〉 и 〈g〉 делает невозможным применение теоремы 1. Для этих же
групп выберем другую пару фундаментальных множеств D2

f и D2
g,n таких, что

D2
f ∪D2

g,n = R(〈f〉) ∪R(〈g〉).
По свойствам 40 и 60 окружности If̃ и Ig̃−1 касаются внешним образом

и окружности If̃ и Ig̃ касаются внешним образом. Обозначим z2 = f−1(z1),
z3 = g̃−1(z2). Зададим фундаментальные множества D2

f и D2
g,n следующим

образом.
Если If̃ ∩ Ig̃−1 6= {z2}, то пусть D2

f =
(

D1
f \ {z2}

)

∪ {z1} и D2
g,n = D1

g,n

(рис. 2b).
Если If̃ ∩ Ig̃−1 = {z2}, то пусть D2

f =
(

D1
f \ {z2}

)

∪ {z1} и D2
g,n =

(

D1
g,n \

{z3}
)

∪ {z2} (рис. 2c).
В каждом из этих двух случаев выполнено D2

f ∪D2
g,n = C = R(〈f〉)∪R(〈g〉).

При этом Int
(

D2
f ∩ D2

g,n

)

6= ∅. Таким образом, выбор множеств D2
f и D2

g,n в
качестве фундаментальных множеств для групп 〈f〉 и 〈g〉 позволяет применить
теорему 1. Следовательно, G — дискретная группа, и G = 〈f〉 ∗ 〈g〉. Итак,
теорема доказана в случае, когда g — эллиптический элемент порядка n ≥ 3. �

4.2. Расписывая условие теоремы 3 с использованием следствий 1 и 2,
получаем

Следствие 5. Пусть G = 〈f, g〉 < PSL(2,C) и par(〈f, g〉) = (γ, β, β′), где
γ ∈ C, β ∈ C \ [−4, 0] и β′ = −4 sin2(kπ/n), n ≥ 2, 1 ≤ k ≤ n/2 и (k, n) = 1.
Предположим, что для тройки (γ, β, β′) выполнено неравенство

sin(π/n)
√

(|β + 4| + |β| − 4)(|4γ + ββ′| + 4|γ| − |ββ′|)

− cos(π/n)
√

(|β + 4| + |β| + 4)(−|4γ + ββ′| + 4|γ|+ |ββ′|) ≥ 4
√

|ββ′|.

Тогда G — неэлементарная дискретная группа и G = 〈f〉 ∗ 〈g〉.
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