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ХАРАКТЕРИЗАЦИЯ ГРУПП

G2(q) ДЛЯ 2 < q ≡ −1(mod 3)
ПОРЯДКОВЫМИ КОМПОНЕНТАМИ

П. Носратпур, М. Р. Дарафшех

Аннотация. Доказано, что простая группа G2(q), где 2 < q ≡ −1(mod 3), распо-
знаваема по множеству своих порядковых компонент. Другими словами, доказано,
что если G — конечная группа и OC(G) = OC(G2(q)), то G ∼= G2(q).

Ключевые слова: граф простых чисел, порядковая компонента, конечная про-
стая группа.

1. Введение

Пусть G — конечная группа. Обозначим символом π(n) множество всех
простых делителей натурального числа n. Граф простых чисел группы G —
это граф � (G) с множеством вершин, равным множеству π(G) всех простых
делителей |G|, и две различные вершины p и q соединены ребром, если в G
имеется элемент порядка pq. Пусть πi = πi(G), 1 ≤ i ≤ s(G), — порядковые
компоненты � (G). Для группы четного порядка полагаем 2 ∈ π1(G). Тогда
|G| может быть представлен в виде произведения m1,m2, . . . ,ms(G), где mi —
положительные целые числа такие, что π(mi) = πi. Эти числа mi называют-
ся порядковыми компонентами G. Множество OC(G) = {m1,m2, . . . ,ms(G)}
называется множеством порядковых компонент G.

Определение 1.1. Для конечной группы G обозначим через h(G) чис-
ло классов изоморфных конечных групп S таких, что OC(G) = OC(S); h(G)
называется h-функцией группы G. Группа G называется k-распознаваемой мно-
жеством ее порядковых компонент, если h(G) = k. Далее, если h(G) = 1, то
говорят, что G характеризуема своими порядковыми компонентами. В этом
случае G однозначно определяется множеством своих порядковых компонент.

Используя [1, 2], перечисляем порядковые компоненты для неабелевых про-
стых групп P в следующих ниже таблицах. Эта информация используется в
доказательстве основной теоремы. Обозначения для названий простых групп
взяты из [3]. В [4–7] доказано, что спорадические группы и конечные группы
PSL2(q), 3D4(q), 2Dn(3), где 9 ≤ n = 2m + 1 не простое, и группы 2Dp+1(q),
где 5 < p 6= 2m − 1, характеризуются порядковыми компонентами их графов
простых чисел. Распознаваемость групп Lp+1(2), 2Dp(3), где p ≥ 5 — простое
число, отличное от 2m + 1, 2Dn(2), где n = 2m + 1 ≥ 5, Dp+1(2), Dp+1(3) и
Dp(q), где p ≥ 5 — простое число и q = 2, 3 или 5, доказаны в [8–12]. Также ха-
рактеризуемость групп E6(q), 2E6(q), 2Dn(q), где n = 2m, PSL(p, q), PSU(p, q),
PSL(p+1, q), PSU(p+1, q), PSL(3, q), где q — степень нечетного простого чис-
ла, групп PSL(3, q) для q = 2n и групп PSU(3, q) для q > 5 их порядковыми
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компонентами доказана в [13–22]. Кроме того, r-распознаваемость групп Bn(q)
и Cn(q) для n = 2m ≥ 4 доказана в [23].

Таблица 1. Порядковые компоненты конечных простых групп P таких, что s(P ) = 2

P Ограничения на P m1 m2

An 6 < n = p, p+ 1, p+ 2 n!/2p p

одно из чисел n, n− 2 не простое

Ap−1(q) (p, q) 6= (3, 2), (3, 4) qp(p−1)/2
p−1∏
i=1

(qi − 1) (qp−1)
((q−1)(p,q−1))

Ap(q) (q − 1) | (p+ 1) qp(p+1)/2(qp+1 − 1)
p−1∏
i=2

(qi − 1) (qp−1)
(q−1)

2Ap−1(q) qp(p−1)/2
p−1∏
i=1

(qi − (−1)i) (qp+1)
((q+1)(p,q+1))

2Ap(q) (q + 1) | (p+ 1) qp(p+1)/2(qp+1 − 1)
p−1∏
i=2

(qi − 1) (qp+1)
(q+1)

(p, q) 6= (3, 3), (5, 2)
2A3(2) 26.34 5

Bn(q) n = 2m ≥ 4, q нечетно qn
2
(qn − 1)

n−1∏
i=1

(q2i − 1) (qn+1)
2

Bp(3) 3p
2
(3p + 1)

p−1∏
i=1

(32i − 1) (3p−1)
2

Cn(q) n = 2m ≥ 2, q нечетно qn
2
(qn − 1)

n−1∏
i=1

(q2i − 1) (qn+1)
(2,q−1)

Cp(q) q = 2, 3 qp
2
(qp + 1)

p−1∏
i=1

(q2i − 1) (qp−1)
(2,q−1)

Dp(q) p ≥ 5, q = 2, 3, 5 qp(p−1)
p−1∏
i=1

(q2i − 1) (qp−1)
(q−1)

Dp+1(q) q = 2, 3 1
(2,q−1) q

p(p+1)(qp + 1) (qp−1)
(2,q−1)

(qp+1 − 1)
p−1∏
i=1

(q2i − 1)

2Dn(q) n = 2m ≥ 4 qn(n−1)
n−1∏
i=1

(q2i − 1) (qn+1)
(2,q+1)

2Dn(2) n = 2m + 1 ≥ 5 2n(n−1)(2n + 1)(2n−1 − 1) 2n−1 + 1
n−2∏
i=1

(22i − 1)

2Dp(3) 5 ≤ p 6= 2m + 1 3p(p−1)
p−1∏
i=1

(32i − 1) (3p+1)
4

2Dn(3) 9 ≤ 2m + 1 6= p 1
23n(n−1)(3n + 1)(3n−1 − 1) (3n−1+1)

2
n−2∏
i=1

(32i − 1)

G2(q) 2 < q ≡ ε(mod 3), ε = ±1 q6(q3 − ε)(q2 − 1)(q + ε) q2 − εq + 1
3D4(q) q12(q6 − 1)(q2 − 1)(q4 + q2 + 1) q4 − q2 + 1

F4(q) q нечетно q24(q8 − 1)(q6 − 1)2(q4 − 1) q4 − q2 + 1
2F4(2)′ 211.33.52 13

E6(q) q36(q12 − 1)(q8 − 1)(q6 − 1) (q6+q3+1)
(3,q−1)

(q5 − 1)(q3 − 1)(q2 − 1)

Следующая нерешенная проблема содержит все остальные случаи для до-
казательства того, что группы P со свойством s(P ) = 2 характеризуются про-
стыми компонентами.
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Продолжение таблицы 1

2E6(q) q > 2 q36(q12 − 1)(q8 − 1)(q6 − 1)(q5 + 1)(q3 + 1)(q2 − 1) (q6 − q3 + 1)/(3, q + 1)

M12 26.33.5 11

J2 27.33.52 7

Ru 214.33.53.7.13 29

He 210.33.52.73 17

McL 27.36.53.7 11

Co1 221.39.54.72.11.13 23

Co3 210.37.53.7.11 23

Fi22 217.39.52.7.11 13

HN 214.36.56.7.11 19

Нерешенная проблема [24]. Характеризуются ли группы F4(q) (q нечет-
но), G2(q) (2 < q ≡ ±1(mod 3)) и Cp(2) своими порядковыми компонентами?

В данной работе мы рассматриваем простую группу G2(q), где 2 < q ≡
−1(mod 3), и доказываем, что она характеризуется порядковыми компонентами.

В силу [1] граф простых чисел группы G2(q) для 2 < q ≡ −1(mod 3) имеет
две компоненты m1 = q6(q3 + 1)(q2 − 1)(q − 1) = q6(q + 1)2(q − 1)2(q2 − q + 1) и
m2 = q2 + q + 1.

Основная теорема. Если G — конечная группа такая, что OC(G) =
OC(G2(q)), где 2 < q ≡ −1(mod 3), то G ∼= G2(q).

2. Предварительные сведения

Определение 2.1. Группа G называется 2-фробениусовой, если существу-
ет нормальный ряд 1 E H E K E G группы G такой, что K и G/H — фробени-
усовы группы с ядрами H и K/H соответственно.

Следующие леммы взяты из [25, 26].

Лемма 2.1. (a) Пусть G — Фробениусова группа четного порядка, где H и
K — фробениусово дополнение и фробениусово ядро группы G соответственно.
Тогда s(G) = 2 и компоненты графа простых чисел группы G суть π(H) и π(K).

(b) Пусть G — 2-фробениусова группа четного порядка. Тогда s(G) = 2 и G
имеет нормальный ряд 1 E H E K E G такой, что |K/H| = m2, |H||G/K| = m1,
и |G/K| | (|K/H| − 1) и H — нильпотентная π1-группа.

Лемма 2.2. Пусть G — конечная группа и s(G) ≥ 2. Если H E G —

πi-группа, то
(

s(G)∏
j=1, j 6=i

mj

)
| (|H| − 1).

Строение конечных групп с несвязным графом простых чисел описывается
следующей леммой.

Лемма 2.3. Пусть G — конечная группа и s(G) ≥ 2. Справедливо одно из
следующих утверждений:

(a) G — фробениусова или 2-фробениусова группа;
(b) G имеет нормальный ряд 1 E H E K E G такой, что H и G/K —

π1-группы и K/H — неабелева простая группа, где π1 — компонента графа про-
стых чисел, содержащая 2, H — нильпотентная группа и |G/K| | |Out(K/H)|.
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Таблица 2. Порядковые компоненты конечных простых групп P таких, что s(P ) = 3

P Ограничения на P m1 m2 m3

An n > 6, n = p, p− 2 простые n!
2n(n−2) p p− 2

A1(q) 4 | (q + 1) q + 1 q (q − 1)/2

A1(q) 4 | (q − 1) q − 1 q (q + 1)/2

A1(q) 2 | q q q + 1 q − 1

A2(2) 8 3 7
2A5(2) 215.36.5 7 11
2Dp(3) 5 ≤ p = 2m + 1 2.3p(p−1)(3p−1 − 1) (3p−1 + 1)/2 (3p + 1)/4

p−2∏
i=1

(32i − 1)

2Dp+1(2) n ≥ 2, p = 2n − 1 2p(p+1)(2p − 1) 2p + 1 2p+1 + 1
p−1∏
i=1

(22i − 1)

G2(q) q ≡ 0(mod 3) q6(q2 − 1)3 q2 − q + 1 q2 + q + 1
2G2(q) q = 32m+1 > 3 q3(q2 − 1) q −

√
3q + 1 q +

√
3q + 1

F4(q) q четно q24(q6 − 1)2(q4 − 1)2 q4 + 1 q4 − q2 + 1
2F4(q) q = 22m+1 > 2 q12(q4 − 1)q3 + 1) q2 −

√
2q3+ q2 +

√
2q3+

q −
√

2q + 1 q +
√

2q + 1

E7(2) 236.311.52.73.11.13 73 127

17.19.31.43

E7(3) 223.363.52.73.112.132 757 1093

19.37.41.61.73.547

M11 24.32 5 11

M23 27.32.5.7 11 23

M24 210.33.5.7 11 23

J3 27.35.5 17 19

HiS 29.32.53 7 11

Suz 213.37.52.7 11 13

Co2 218.36.53.7 11 23

Fi23 218.313.52.7.11.13 17 23

F3 215.310.53.72.13 19 31

F2 224.313.56.72. 31 47

11.13.17.19.23

Кроме того, всякая компонента нечетного порядка группы G также является
компонентой нечетного порядка в K/H.

Следующая лемма Жигмонди используется в доказательстве основной тео-
ремы.

Лемма 2.4 [27]. Пусть n и a — целые числа, большие 1. Существует про-
стой делитель p числа an − 1 такой, что p не делит ai − 1 для всех i, 1 ≤ i < n,
кроме следующих случаев:

(a) n = 2, a = 2k − 1, где k ≥ 2,
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Таблица 3. Порядковые компоненты конечных простых групп P таких, что s(P ) > 3

P Огранич. на P m1 m2 m3 m4 m5 m6

A2(4) 26 3 5 7
2B2(q) q = 22m+1 > 2 q2 q − 1 q−

√
2q+1 q +

√
2q + 1

2E6(2) 236.39.52.72.11 13 17 19

E8(q) q ≡ 2, 3(mod 5) q120(q20 − 1) q10−q5+1
q2−q+1

q10+q5+1
q2+q+1 q8 − q4 + 1

(q18 − 1)(q14 − 1)

(q12 − 1)(q10 − 1)

(q8 − 1)(q4 + 1)

(q4 + q2 + 1)

M22 27.32 5 7 11

J1 23.3.5 7 11 19

O′N 29.34.5.73 11 19 31

LyS 28.37.56.7.11 31 37 67

Fi′24 221.316.52 17 23 29

73.11.13

F1 246.320.59.76 41 59 71

112.133.17.19

23.29.31.47

E8(q) q ≡ 0,1,4(mod 5) q120(q18 − 1) q10−q5+1
q2−q+1

q10+q5+1
q2+q+1 q8 − q4 + 1 q10+1

q2+1

(q14 − 1)(q12 − 1)2

(q10 − 1)2(q8 − 1)2

(q4 + q2 + 1)

J4 221.33.5.7.113 23 29 31 37 43

(b) n = 6, a = 2.
Простое число p из леммы 2.4 называется простым числом Жигмонди для

an − 1.

3. Доказательство основной теоремы

Для доказательства теоремы используем лемму 2.3, но сначала докажем
следующие леммы.

Лемма 3.1. Пусть G — конечная группа такая, что OC(G) = OC(G2(q)),
где 2 < q ≡ −1(mod 3). Тогда G не является ни фробениусовой, ни 2-фробениу-
совой группой.

Доказательство. Если G — фробениусова группа, то G = HK имеет
фробениусово дополнение H и фробениусово ядро K. По лемме 2.1(a) имеем
OC(G) = {|H|, |K|}. Так как |H| | (|K|−1), то |H| < |K|, и можем предполагать,
что |K| = m1 и |H| = m2. Поскольку q = 3k − 1 > 2, по лемме 2.4 существует
простое число Жигмонди p > 3 для q6 − 1 (в силу определения простого числа
Жигмонди для an − 1). Следовательно, p | (q3 + 1) = (q + 1)(q2 − q + 1), и если
p | (q + 1), то p | (q2 − 1), что противоречит выбору p, откуда p | (q2 − q + 1).
Поэтому |G|p | q2−q+1, откуда |G|p ≤ q2−q+1. Имеем |G| = m1m2, (m1,m2) = 1
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и |K| = m1. Если Sp ∈ Sylp(G), то Sp ∈ Sylp(K). Так как K — нильпотентная
нормальная подгруппа в G, то Sp E G, и по лемме 2.2 m2 | (|Sp| − 1). Но
m2 = q2 +q+1, что дает |Sp|−1 ≥ q2 +q+1, откуда следует, что |Sp| ≥ q2 +q+2;
противоречие.

Если G — 2-фробениусова группа, то существует нормальный ряд 1 E H E
K E G для G такой, что H — нильпотентная π1-группа, |K/H| = m2 и |G/K| |
(|K/H|−1) и, следовательно, |G/K| | q(q+1). Если p— простое число Жигмонди
для q6 − 1, то p | q2 − q + 1. Поэтому p - |G/K|, значит, по лемме 2.1(b) p | |H|.
Если Sp ∈ Sylp(H), то в силу нильпотентности H имеем Sp E G и потому по
лемме 2.2 m2 | (|Sp| − 1). Значит, |Sp| ≥ q2 + q + 1; противоречие.

Лемма 3.2. Пусть M = G2(q), где 2 < q ≡ −1(mod 3), и пусть D(q) =
q2 + q + 1.

(a) Если p ∈ π(M), то |Sp| ≤ q6, где Sp ∈ Sylp(M).
(b) Если p ∈ π1(M), pα | |M | и pα−1 ≡ 0(modD(q)), то pα = q3 или pα = q6.
Доказательство. (a) Имеем

|G2(q)| = q6(q + 1)2(q − 1)2(q2 − q + 1)(q2 + q + 1). (1)

Простое вычисление показывает, что

(q + 1, q − 1) = (2, q − 1), (q − 1, q2 + q + 1) = (3, q − 1),

(q − 1, q2 − q + 1) = 1, (q + 1, q2 − q + 1) = (3, q + 1),

(q + 1, q2 + q + 1) = 1, (q2 + q + 1, q2 − q + 1) = 1,

(2)

где ( , ) обозначает наибольший общий делитель двух чисел. Если pα | |M |, то,
рассматривая (1) и (2), получаем, что pα делит q6, 22.3(q + 1)2, 22.3(q − 1)2,
q2 + q + 1 или q2 − q + 1. Отсюда сразу получаем (a).

(b) Если pα − 1 ≡ 0(modD(q)), то pα > D(q). Так как q ≥ 5, получаем, что
pα > 31. Рассмотрим следующие случаи.

(1) Если pα | 32(q2 − q + 1), то pα | 33 или pα | q2 − q + 1. Если pα | 33, то
pα < 33; противоречие. Если pα | q2 − q + 1, то pα < D(q); противоречие.

(2) Если pα | 22.3.(q ± 1)2, то pα | 4(q ± 1)2 или pα | 3.(q ± 1)2. Так как
доказательства этих двух случаев полностью аналогичны, рассмотрим только
один из них. Если pα | 4(q+1)2, то tpα = 4(q+1)2, т. е. pα = 4(q+1)2/t, где t —
натуральное число. Имеем также pα − 1 = r.D(q), где r — натуральное число,
и тогда D(q) = 4(q+1)2−t

tr . Но так как 4(q+1)2

5 < D(q) = 4(q+1)2−t
tr < 4(q+1)2

tr , то
tr < 5 и (tr− 4)q2 +(tr− 8)q+(tr+ t− 4) = 0. Из этого уравнения выводим, что
q | (tr + t− 4). Теперь, используя, что tr = 1, 2, 3, 4, получаем противоречие.

(3) Если pα | q6, то q = pn, n > 0. Имеем pα > D(q) > q2. Поэтому q2 | pα.
Имеем также pα − 1 = r.D(q), тогда pα = rq2 + rq + r + 1, а следовательно,
q2 | (rq+ r+1), откуда r ≥ q−1. Из этого получаем, что pα−1 = r(q2 + q+1) ≥
(q − 1)(q2 + q + 1) = q3 − 1. Поэтому pα ≥ q3, тем самым pα = q3.pm, m ≥ 0.
Тогда pα = q3 или r.D(q) = pα − 1 = pm.q3 − 1 = pm.q3 − pm + pm − 1 =
pm(q−1)D(q)+pm−1, откуда следует, что pm−1 ≡ 0(modD(q)). Тогда pm = q3

и pα = q6.

Продолжим доказательство основной теоремы. По лемме 2.3(b) существу-
ет нормальный ряд 1 E H E K E G для G такой, что K/H — неабелева про-
стая группа, H и G/K — π1-группы и H — нильпотентная группа. Кроме того,
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|G/K| | |Out(K/H)|, и каждая нечетная компонента G является одной из нечет-
ных компонент K/H и s(K/H) ≥ 2.

Так как P = K/H — неабелева простая группа с несвязным графом про-
стых чисел, в силу классификации конечных простых групп имеем одну из
возможностей для P из табл. 1–3.

Случай 1: P изоморфна 2A3(2), 2F4(2)′, A2(2), A2(4), 2A5(2), E7(2), E7(3),
2E6(2) или одной из 26 спорадических групп из табл. 1–3.

Компонента нечетного порядка группы G равна m2 = q2 + q + 1 и должна
быть равна одной из компонент нечетного порядка перечисленных выше групп.
Анализ табл. 1–3 показывает, что наибольший нечетный порядок компонент
указанных выше групп равен 1093. Поэтому q2 + q + 1 ≤ 1093, откуда q ≤ 32.
Стало быть, имеем следующие возможности для q: q = 5, 8, 11, 17, 23, 29, 32 (от-
метим, что q ≡ −1(mod 3)). Если q = 11, 17, 23, 29, 32, то m2 = 123, 307, 553, 871,
1057 соответственно. Однако никакая группа из табл. 1–3 не имеет таких нечет-
ных компонент. Поэтому q = 5, 8. Для q = 5, 8 имеем m2 = 31, 73 соответ-
ственно. Тем самым получаем следующие возможности для P . Если q = 5, то
m2 = 31 соответствует тому, что P изоморфна F3, F2, O′N или J4, и если q = 8,
то m2 = 73 соответствует P ∼= E7(2). Но во всех случаях видно, что |P | - |G|.
Поэтому указанные возможности исключены.

Случай 2: P ∼= An, где n = p, p+1, p+2, n или n− 2 простое и n = p, p− 2
оба простые, где p ≥ 6 — простое число.

В силу табл. 1, 2 компоненты нечетного порядка группы An суть p и p− 2,
откуда q2 + q + 1 = p или p− 2. Значит, p ≥ q2 + q + 1 ≥ 31. Поэтому

q2 + q + 1 = p⇒ p− 2 = q2 + q − 1 ⇒ q2 + q − 1 | |G|,

q2 + q + 1 = p− 2 ⇒ p = q2 + q + 3 ⇒ q2 + q + 3 | |G|.

Оба случая невозможны.

Случай 3: P ∼= E6(q′). Из табл. 1 имеем q′6+q′3+1
(3,q′−1) = q2 + q + 1. Если

(3, q′ − 1) = 1, то

q′
6 + q′

3 + 1 = q2 + q + 1 ⇒ q′
3(q′3 + 1) = q(q + 1) ⇒ q′

3 = q ⇒ q′
36 = q12 > q6.

Поэтому у группы P имеется силовская подгруппа порядка больше q6, что
невозможно по лемме 3.2(a). Однако если (3, q′ − 1) = 3, то q′6+q′3+1

3 = q2 + q +
1 ⇒ q′9 − 1 ≡ 0(modD(q)) ⇒ q′9 ≡ 1(modD(q)). Значит, по лемме 3.2(b) имеем
q′9 = q3 или q′9 = q6. Поэтому q′36 = q12 > q6 или q′36 = q24 > q6. Тогда в обоих
случаях P имеет силовскую подгруппу порядка больше q6, что невозможно по
лемме 3.2(a).

Случай 4: P ∼= 2E6(q′), q′ > 2. Из табл. 1 имеем q′6−q′3+1
(3,q′+1) = q2 + q + 1.

Если (3, q′ + 1) = 1, то

q′
6 − q′

3 + 1 = q2 + q + 1 ⇒ q′
3(q′3 − 1) = q(q + 1).

Поэтому q′3 = q или q′3 = q + 1. Если q′3 = q, то

q′
3 − 1 = q − 1 ⇒ q′

3(q′3 − 1) = q(q − 1) < q(q + 1);

противоречие. Поэтому q′3 = q + 1, тогда |P | > |G|; противоречие.
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Если (3, q′ + 1) = 3, то q′6−q′3+1
3 = q2 + q + 1, откуда q′7 > q2 + q + 1 >

q2 и потому q′35 > q10 > q6. Следовательно, q′36 > q6, что невозможно по
лемме 3.2(a).

Случай 5: P ∼= G2(q′), q′ ≡ 0(mod 3). Из табл. 2 имеем

q′
2 − q′ + 1 = q2 + q + 1 ⇒ q′(q′ − 1) = q(q + 1).

Так как q 6= q′, а тогда q′ = q + 1 > q, получаем, что |P | > |G|; противоречие,
или

q′
2 + q′ + 1 = q2 + q + 1 ⇒ q′(q′ + 1) = q(q + 1), q′ 6= q ⇒ q′ = q + 1

⇒ q′(q′ + 1) = q(q + 2) > q(q + 1);

противоречие.
Случай 6: P ∼= G2(q′), 2 < q′ ≡ ±1(mod 3). Согласно табл. 1 если ε = 1, то

q′
2 − q′ + 1 = q2 + q + 1 ⇒ q′(q′ − 1) = q(q + 1), q′ 6= q ⇒ q′ = q + 1 ⇒ q′ = 3k;

противоречие. Если ε = −1, то q′2 + q′ + 1 = q2 + q + 1, откуда следует, что
q = q′. Поэтому P ∼= G2(q). Так как |P | | |G| и |P | = |G2(q)| = |G|, то P ∼= G.
Отсюда получаем, что G ∼= G2(q). Это единственная возможность доказать,
что G изоморфна G2(q), и это подтверждает основной результат статьи.

Случай 7: P ∼= Bp(3). Из табл. 1 имеем q2 + q + 1 = 3p−1
2 . Тогда 3p ≡

1(modD(q)) и потому по лемме 3.2(b) 3p равно q3 или q6. В обоих случаях
q ≡ 0(mod 3); противоречие.

Случай 8: P ∼= Cp(q′), q′ = 2, 3. Если q′ = 3, то из табл. 1 имеем 3p−1
2 =

q2 + q + 1 и потому 3p ≡ 1(modD(q)). Тем самым по лемме 3.2(b) 3p равно q3

или q6. В обоих случаях получаем, что q ≡ 0(mod 3); противоречие.
Если q′ = 2, то из табл. 1 имеем 2p−1 = q2+q+1 и потому 2p ≡ 1(modD(q)).

Тем самым по лемме 3.2(b) 2p равно q3 или q6; в обоих случаях q ≡ 0(mod 2).
Имеем также

2p − 1 = q2 + q + 1 ⇒ q(q + 1) = 2(2p−1 − 1) ⇒ 4 - q ⇒ q = 2;

противоречие.
Случай 9: P ∼= Dp(q′), p ≥ 5, q′ = 2, 3 и 5. Из табл. 1 имеем q2 + q + 1 =

q′p−1
q−1 , поэтому q′p ≡ 1(modD(q)). Тогда по лемме 3.2(b) q′p равно q3 или q6.

Так как p ≥ 5, то p(p − 1) ≥ 20. Стало быть, q′p(p−1) > q6, что невозможно по
лемме 3.2(a).

Случай 10: P ∼= Dp+1(q′), q′ = 2, 3. Из табл. 1 для q′ = 2 имеем q2 +q+1 =
2p − 1, поэтому 2p ≡ 1(modD(q)). Тогда по лемме 3.2(b) 2p равно q3 или q6,
значит, q ≡ 0(mod 2). Имеем также q2+q+1 = 2p−1, тогда q(q+1) = 2(2p−1−1).
Поэтому 4 - q, откуда q = 2; противоречие. Если q′ = 3, то q2 + q + 1 = 3p−1

2 и
потому 3p ≡ 1(modD(q)). Тогда в силу леммы 3.2(b) получаем, что 3p равно q3
или q6, значит, q ≡ 0(mod 3); противоречие.

Случай 11: P ∼= F4(q′). В силу табл. 1, 2 компоненты нечетного порядка
группы F4(q′) равны q′4 − q′2 + 1 и q′4 + 1. Если q′4 − q′2 + 1 = q2 + q + 1,
то q′2(q′2 − 1) = q(q + 1) и потому q = q′2 или q = q′2 − 1. Если q = q′2, то
q(q+1) = q′2(q′2 +1) > q′2(q′2− 1); противоречие. Если q = q′2− 1, то |P | > |G|;
противоречие. Если q2 + q + 1 = q′4 + 1, то q(q + 1) = q′4, что невозможно.



1110 П. Носратпур, М. Р. Дарафшех

Случай 12: P ∼= 2G2(q′), q′ = 32m+1 > 3. Из табл. 2 имеем q2 + q + 1 =
q′ ±

√
3q′ + 1 = 32m+1 ±

√
32(m+1) + 1, откуда q(q + 1) = 3m+1(3m ± 1). Поэтому

q = 3m+1 или q = 3m ± 1.
Если q = 3m+1, то q ≡ 0(mod 3); противоречие.
Если q = 3m± 1, то из q = 3m +1 получаем, что q(q+1) = (3m +1)(3m +2),

значит, (3m+1)(3m+2) = 3m(3m+1). Поэтому 3m+1 = 3m+2, что невозможно, и
из q = 3m−1 вытекает, что q(q+1) = (3m−1)3m; тогда 3m(3m−1) = 3m+1(3m−1).
Поэтому 3m = 3m+1, что невозможно.

Случай 13: P ∼= E8(q′). В силу табл. 3 компоненты нечетного порядка
группы E8(q′) имеют вид q′8 − q′4 + 1, q′10±q′5+1

q′2±q′+1 и q′10+1
q′2+1 .

Если q2 + q + 1 = q′8 − q′4 + 1, то q(q + 1) = q′4(q′4 − 1). Поэтому q = q′4

или q′4 − 1. Если q = q′4, то q(q + 1) = q′4(q′4 + 1) > q′4(q′4 − 1); противоречие.
Если q = q′4 − 1, то |P | > |G|; противоречие.

Если q2 +q+1 = q′10+q′5+1
q′2+q′+1 , то q′15 ≡ 1(modD(q)). По лемме 3.2(b) q′15 = q3

или q′15 = q6. Тогда q′5 = q или q′5 = q2. Для двух случаев имеем q′120 > q6,
что невозможно по лемме 3.2(a).

Если q2 + q + 1 = q′10−q′5+1
q′2−q′+1 , то q′30 ≡ 1(modD(q)). В силу леммы 3.2(b)

имеем q′30 = q3 или q′30 = q6; значит, q′10 = q или q′5 = q. Для двух случаев
имеем q′120 > q6, что невозможно по лемме 3.2(a).

Если q2 + q + 1 = q′10+1
q′2+1 , то q′20 ≡ 1(modD(q)). По лемме 3.2(b) q′20 равно

q3 или q6. Для двух случаев имеем q′120 > q6, что невозможно по лемме 3.2(a).
Случай 14: P ∼= 2Dn(2), n = 2m+1 ≥ 5. В силу табл. 1 q2+q+1 = 2n−1+1

и, следовательно, q(q + 1) = 2n−1; противоречие.
Случай 15: P изоморфна 2Ap−1(q′) или 2Ap(q′). В силу табл. 1 q2 + q + 1

равно q′p+1
q′+1 или q′p+1

(q′+1)(p,q′+1) . Тогда q′2p ≡ 1(modD(q)), поэтому из леммы 3.2(b)

заключаем, что q′2p равно q3 или q6.
Имеем

q′
2p = q6 ⇒ q′

p = q3 ⇒ q2 + q + 1 =
q′p + 1

(q′ + 1)(p, q′ + 1)
=

q3 + 1
(q′ + 1)(p, q′ + 1)

=
(q + 1)(q2 − q + 1)
(q′ + 1)(p, q′ + 1)

⇒ (q2 + q + 1) | (q + 1) или (q2 + q + 1) | (q2 − q + 1).

Оба эти утверждения противоречивы.
Далее,

q′
2p = q3 ⇒ q2 + q + 1 =

q′p + 1
(q′ + 1)(p, q′ + 1)

=
q′2p − 1

(q′p − 1)(q′ + 1)(p, q′ + 1)

=
q3 − 1

(q′p − 1)(q′ + 1)(p, q′ + 1)
(q − 1)(q2 + q + 1)

(q′p − 1)(q′ + 1)(p, q′ + 1)

⇒ (q − 1)
(q′p − 1)(q′ + 1)(p, q′ + 1)

= 1 ⇒ (q− 1) = (q′p − 1)(q′ + 1)(p, q′ + 1) > q− 1;

противоречие.
Случай 16: P ∼= Ap(q′), где (q′ − 1) | (p+ 1). Из табл. 1 имеем q2 + q+ 1 =

q′p−1
q′−1 . Следовательно, q′p ≡ 1(modD(q)). Поэтому по лемме 3.2(b) q′p равно q3

или q6.
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Если q′p = q6, то q′p(p+1)/2 > q6, что невозможно по лемме 3.2(a).
Если q′p = q3 и p > 3, то q′p(p+1)/2 > q6, что невозможно по лемме 3.2(a).

Если P ∼= A3(q), то |P | > |G|; противоречие.
Случай 17: P ∼= 2Dp(3), где 5 ≤ p. В силу табл. 1, 2 компоненты нечетного

порядка группы 2Dp(3) суть 3p+1
4 и 3p−1+1

2 . Если q2 + q + 1 = 3p+1
4 , то 32p ≡

1(modD(q)), поэтому по лемме 3.2(b) 32p равно q3 или q6. Тогда q ≡ 0(mod 3);
противоречие. Если q2+q+1 = 3p−1+1

2 , то 32p−2 ≡ 1(modD(q)), и по лемме 3.2(b)
имеем 32p−2 = q3 или q6. Поэтому q ≡ 0(mod 3); противоречие.

Случай 18: P ∼= 2Dn(3), где 5 ≤ p 6= 2m + 1. Из табл. 1 имеем q2 + q + 1 =
3n−1+1

2 . Получаем, что 32n−2 ≡ 1(modD(q)). Тогда по лемме 3.2(b) 32n−2 равно
q3 или q6, поэтому q ≡ 0(mod 3); противоречие.

Случай 19: P ∼= 3D4(q′). Из табл. 1 имеем q2 + q + 1 = q′4 − q′2 + 1;
тогда q(q + 1) = q′2(q′2 − 1). Значит, q = q′2 или q = q′2 − 1. Если q = q′2, то
q(q+1) = q′2(q′2 +1) > q′2(q′2−1); противоречие. Если q = q′2−1, то q′2 = q+1,
откуда |P | > |G|; противоречие.

Случай 20: P ∼= 2B2(q′), где q′ = 22m+1 > 2. В силу табл. 3 компоненты
нечетного порядка группы 2B2(q′) суть q′− 1, q′−

√
2q′ +1 и q′ +

√
2q′ +1. Если

q2 + q + 1 = q′ − 1, то q′ ≡ 1(modD(q)). Значит, по лемме 3.2(b) q′ = q3 или
q′ = q6. Если q′ = q6, то q′2 = q12 > q6, что невозможно по лемме 3.2(a). Если
q′ = q3, то |P | > |G|; противоречие.

Если q2+q+1 = q′±
√

2q′+1, то q(q+1) = 2m+1(2m±1). Поэтому 2m+1 | q или
2m+1 | (q+ 1). Если 2m+1 | q, то q = 2m+1 и потому q(q+ 1) = 2m+1(2m+1 + 1) >
2m+1(2m − 1); противоречие. Если 2m+1 | (q + 1), то q + 1 = 2m+1 = 3k, что
невозможно.

Случай 21: P ∼= 2F4(q′), где q′ = 22m+1 > 2. Согласно табл. 2 компоненты
нечетного порядка группы 2F4(q′) суть q′±

√
2q′3+q′±

√
2q′+1. Тогда q2+q+1 =

q′ ±
√

2q′3 + q′ ±
√

2q′ + 1, значит, q(q + 1) = 2m+1(23m+1 ± 22m+1 + 2m ± 1). Из
этого уравнения получаем, что 2m+1 | q или 2m+1 | (q + 1). Если 2m+1 | q, то
q = 2m+1, откуда 2m+1(2m+1+1) = 2m+1(23m+1±22m+1+2m±1), что невозможно.
Аналогично случаю, рассмотренному выше, выводим, что 2m+1 | (q + 1) также
невозможно.

Случай 22: P ∼= 2Dn(q′), n = 2m ≥ 4; P ∼= Cn(q′), n = 2m ≥ 4 или
P ∼= Bn(q′), n = 2m ≥ 4, q′ нечетно. В упомянутых выше случаях компоненты
нечетного порядка суть q′n+1

(2,q′+1) ,
q′n+1

(2,q′−1) или q′n+1
2 соответственно. Так как q′

нечетно, во всех этих случаях компонентой нечетного порядка во всех этих
группах является q′n+1

2 . Если q2 + q + 1 = q′n+1
2 , то q2 + q + 1 = q′n+1

2 < q′n,
n ≥ 4, значит, (q2 + q + 1)3 < q′n(n−1), откуда q′n(n−1) > q6; противоречие.

Случай 23: P ∼= 2Dn(q′), n = 2m ≥ 4 и q′ четно. В силу табл. 1 компонента
нечетного порядка группы 2Dn(q′) есть q′n + 1. Поэтому q2 + q + 1 = q′n + 1 и
q(q + 1) = q′n, что невозможно.

Случай 24: P ∼= C2(q′), q′ нечетно. В силу табл. 1 компонента нечетного
порядка группы C2(q′) есть q′2+1

2 . Поэтому q2 +q+1 = q′2+1
2 и q′2 = 2q2 +2q+1.

Отсюда |C2(q′)| = q′4(q′2 − 1)2(q′2 + 1)/2 = 4q2(q + 1)2(q2 + q + 1)(2q2 + 2q + 1)2.
Так как |P | | |G|, то (2q2 + 2q + 1) | q6(q − 1)2(q + 1)2(q2 − q + 1). Поскольку
(2q2+2q+1, q−1) = (5, q−1), (2q2+2q+1, q2−q+1) = 1, (2q2+2q+1, q+1) = 1,

(3)
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имеем (2q2 + 2q + 1) | 52, что невозможно.

Случай 25: P ∼= A1(q′), где q′ — степень 2. В силу табл. 2 компоненты
нечетного порядка группы A1(q′) суть q′ + 1 и q′ − 1. Поэтому если q2 + q+ 1 =
q′+1, то q(q+1) = q′, что невозможно. Если q2+q+1 = q′−1, то q′ ≡ 1(modD(q)).
Следовательно, по лемме 3.2(b) имеем q′ = q3 или q′ = q6. Если q′ = q3, то
q2+q+1 = q′−1 = q3−1 = (q−1)(q2+q+1), значит, (q−1) = 1, что невозможно,
потому что q ≥ 5. Аналогично вышеизложенному можно показать, что q′ 6= q6.
Поэтому P � A1(q′), где q′ — степень 2.

Случай 26: P ∼= A1(q′), q′ не является степенью 2. В силу табл. 2 компо-
ненты нечетного порядка группы A1(q′) суть q′, (q′ + 1)/2 и (q′− 1)/2. Поэтому
если q2+q+1 = q′, то |A1(q′)| = q′(q′+1)(q′−1)/2 = (q2+q+1)(q2+q+2)q(q+1)/2.
Так как |P | | |G|, получаем (q2+q+2)

2 | q6(q − 1)2(q + 1)2(q2 − q + 1). Простое вы-
числение показывает, что

(q2 + q + 2, q + 1) = (2, q + 1), (q2 + q + 2, q − 1) = (4, q − 1),

(q2 + q + 2, q2 − q + 1) = (7, q2 + 5).
(4)

Поэтому (q2 + q + 2)/2 | 26.7, откуда (q2 + q + 2)/2 = 24.7. Следовательно, для
этого уравнения имеем q = 10, что невозможно (q = 3k − 1). Имеем также
(q2 + q + 2)/2 | 26. Отсюда q2 + q + 2 = 25, значит, q(q + 1) = 6.5. Поэтому
q = 5 и q′ = 31. Таким образом, P ∼= A1(31). Согласно [3] |Out(P )| = 2, и
по лемме 2.3(b) имеем |G/K| | |Out(P )|. Полагая |G/K| = t, получаем t = 1
или t = 2 и t|H||P | = |G|, откуда t|H|(25.3.5.31) = 26.33.56.7.31. Поэтому |H| =
2.32.55.7/t, где t = 1 или t = 2. Пусть S ∈ Syl7(H). Тогда |S| = 7. Так как H
нильпотентна, S E G и лемма 2.2 влечет, что m2 | |S| − 1, т. е. 31 | 7 − 1, что
невозможно.

Если 4 | q′ + 1, то q2 + q + 1 = q′ − 1/2, и тогда q′ = 2q2 + 2q + 3. Отсюда
|A1(q′)| = 2(q2 + q+ 1)(q2 + q+ 2)(2q2 + 2q+ 3). Так как |P | | |G|, то (q2 + q+ 2) |
q6(q−1)2(q+1)2(q2−q+1). В силу (4) (q2+q+2) | 26.7, откуда (q2+q+2) = 25.7.
Из этого уравнения имеем q = 10, что невозможно (q = 3k − 1). Также имеем
(q2 + q + 2) | 26. Отсюда q2 + q + 2 = 25, значит, q(q + 1) = 6.5. Поэтому q = 5 и
q′ = 63 = 32.7, что невозможно, так как q′ — степень простого числа.

Если 4 | q′ − 1, то q2 + q + 1 = q′ + 1/2, и тогда q′ = 2q2 + 2q + 1. Отсюда
|A1(q′)| = 2q(q + 1)(q2 + q + 1)(2q2 + 2q + 1). Так как |P | | |G|, то (2q2 + 2q + 1) |
q6(q − 1)2(q + 1)2(q2 − q + 1). Поэтому в силу (3) имеем 2q2 + 2q + 1 | 52. Тогда
2q2 + 2q + 1 = 25, откуда 2q(q + 1) = 24, что дает q = 3 (противоречие) или
2q2 + 2q + 1 = 5. Из последнего вытекает, что 2q(q + 1) = 4, откуда q = 1;
противоречие.

Случай 27: P ∼= 2Dp+1(2), где n ≥ 2 и p = 2n − 1. В силу табл. 2
компоненты нечетного порядка группы 2Dp+1(2) суть 2p + 1 и 2p+1 + 1. Если
q2 + q+ 1 = 2p + 1, то q(q+ 1) = 2p, что невозможно. Если q2 + q+ 1 = 2p+1 + 1,
то q(q + 1) = 2p+1, что невозможно.

Случай 28: P ∼= Ap−1(q′), (p, q′) 6= (3, 2), (3, 4). В силу табл. 1 q2 + q + 1 =
q′p−1

(p,q′−1)(q′−1) . Тогда q′p ≡ 1(modD(q)). Поэтому из леммы 3.2(b) получаем, что

q′p равно q3 или q6. Если q′p = q6 и p ≥ 5, то q′
p(p−1)

2 > q6, что невозможно
по лемме 3.2(a). Если q′p = q3 и p ≥ 5, то q′

p(p−1)
2 > q6, что невозможно по

лемме 3.2(a).
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Для q′5 = q3 имеем q2 + q + 1 = q3−1
q−1 = q′5−1

(q′−1)(5,q′−1) , и тогда q − 1 =
(q′ − 1)(5, q′ − 1). Рассмотрим два случая. Если (5, q′ − 1) = 1, то q − 1 = q′ − 1,
поэтому q = q′; противоречие. Если (5, q′ − 1) = 5, то q = 5q′ − 4. Так как
q = 3k − 1, то 5q′ = 3k + 3 = 3(k + 1). Отсюда 3 | q′; противоречие.

Пусть p = 3. Если q′3 = q6, то q′ = q2. Отсюда следует, что |P | > |G|;
противоречие. Если q′3 = q3, то q = q′ и P ∼= A2(q). Из табл. 1 имеем q2+q+1 =

q3−1
(q−1)(3,q−1) , откуда (3, q − 1) = 1. Пусть q = rf , где r — простое число. Так как
3 - q, то 3 - r и r ≡ −1(mod 3). Поэтому r2 ≡ 1(mod 3). Покажем, что f нечетно.
Предположим, что f четно. Тогда f = 2α для некоторого натурального α,
откуда следует, что q = rf = r2α ≡ 1α = 1(mod 3). Значит, q ≡ 1(mod 3);
противоречие. Следовательно, (f, 2) = 1. Согласно [3] имеем |Out(P )| = 2f , а
по лемме 2.3(b) получаем, что |G/K| | |Out(P )|. Положим |G/K| = t и получим,
что t|H||P | = |G| и t | 2f . Поскольку доказали, что (f, 2) = 1, то (t, 2) = 1 или
t = 2. Используя табл. 1 и подставляя порядки P и G в равенство t|H||P | = |G|,
получим

t|H|q3(q − 1)2(q + 1)(q2 + q + 1) = q6(q − 1)2(q + 1)2(q2 + q + 1)(q2 − q + 1)

⇒ t|H| = q3(q + 1)(q2 − q + 1).

Так как q = 3k − 1, имеем q + 1 = 3k и q2 − q + 1 нечетно. Если t = 2, q
четно и S ∈ Syl2(H), то q + 1 нечетно. Поэтому t|S| = q3 или |S| = q3/2.
Но H нильпотентна, значит, S E G. Из леммы 2.2 следует, что m2 | |S| − 1,
т. е. q2 + q + 1 | q3/2 − 1, что невозможно. Если q нечетно, то q + 1 четно и
t|S| = (q + 1)2. Поэтому |S| = (q + 1)2/2. Так как H нильпотентна, то S E G
и из леммы 2.2 следует, что m2 | |S| − 1, т. е. q2 + q + 1 | (q + 1)2/2 − 1, что
невозможно.

Если t = 1, то |H| = q3(q + 1)(q2 − q + 1). Имеем (q + 1, q2 − q + 1) = 3, и
потому если S ∈ Syl3(H), то |S| = 3(q+ 1)3. Так как H нильпотентна, то S E G
и из леммы 2.2 следует, что m2 | |S| − 1, т. е. q2 + q + 1 | 3(q + 1)3 − 1, что
невозможно.

Так как мы рассмотрели все простые группы из табл. 1–3, основная теорема
доказана.
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