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О СЛАБО S–ВЛОЖЕННЫХ И СЛАБО

τ–ВЛОЖЕННЫХ ПОДГРУППАХ

С. Чен, В. Го

Аннотация. Пусть G — конечная группа. Подгруппа H группы G называется
слабо S-вложенной в G, если в G существует нормальная подгруппа K такая, что
HK S-квазинормальна в G и H ∩ K ≤ HseG, где HseG — подгруппа, порожден-
ная всеми подгруппами группы H, которые S-квазинормально вложены в G. Бу-
дем говорить, что подгруппа H группы G слабо τ-вложена в G, если существу-
ет нормальная подгруппа K группы G такая, что HK S-квазинормальна в G и
H ∩K ≤ HτG, где HτG — подгруппа, порожденная всеми подгруппами группы H,
которые τ -квазинормальны в G. В настоящей работе исследуются свойства слабо
S-вложенных и слабо τ -вложенных подгрупп. Также эти понятия используются для
изучения строения конечных групп.

Ключевые слова: конечная группа, слабо S-вложенная подгруппа, слабо τ -вло-
женная подгруппа.

1. Введение

Все группы, рассматриваемые в статье, конечны, и G всегда означает ко-
нечную группу. Обозначения и термины, не введенные в тексте, стандартны, и
их можно найти в [1–3].

Напомним, что подгруппа H группы G называется S-квазинормальной (S-
перестановочной или π-квазинормальной) в G, если H перестановочна с любой
силовской подгруппой группы G. Это понятие было введено Кегелем [4] в 1962
г. и впоследствии изучалось многими авторами. В 1998 г. Баллестер-Болинше и
Педраса-Агилера [5] рассмотрели более общее понятие S-квазинормальной вло-
женности: подгруппа H группы G называется S-квазинормально вложенной в
G, если любая силовская подгруппа группы H является силовской подгруппой
некоторой S-квазинормальной подгруппы группы G. Также рассматривались
и другие обобщения. Например, в 2008 г. Ли и др. [6] ввели понятие SS-
квазинормальности: подгруппа H группы G называется SS-квазинормальной
в G, если в G существует добавление B к H такое, что H перестановочна с
любой силовской подгруппой группы B. В 1987 г. Чен [7] ввел понятие S-
полуперестановочности: подгруппа H группы G называется S-полуперестано-
вочной в G, если H перестановочна с любой силовской p-подгруппой группы G
такой, что (p, |H|) = 1. Кроме того, в 2008 г. В. О. Лукьяненко и А. Н. Скиба
[8] предложили понятие τ -квазинормальности: подгруппа H группы G назы-
вается τ -квазинормальной в G, если H перестановочна со всеми силовскими
q-подгруппами Q группы G такими, что (q, |H|) = 1 и (|H|, |QG|) 6= 1.
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Несложно заметить, что любая SS-квазинормальная или S-полуперестано-
вочная подгруппа группы G будет τ -квазинормальной в G. Действительно, из
S-полуперестановочности τ -квазинормальность очевидно следует по определе-
нию. Предположим, что подгруппа H группы G SS-квазинормальна в G. Тогда
в G есть подгруппа B такая, что G = HB и H перестановочна с любой си-
ловской подгруппой группы B. Пусть P — силовская p-подгруппа группы G
такая, что (p, |H|) = 1. Существует элемент h ∈ H такой, что Ph ≤ B. Тогда
HPh = PhH и, значит, HP = PH. Таким образом, H S-полуперестановочна и,
как следствие, τ -квазинормальна в G.

В 2009 г. Го, Шум и А. Н. Скиба [9] предложили определение S-вложенной
подгруппы: подгруппа H группы G называется S-вложенной в G, если суще-
ствует нормальная подгруппа K группы G такая, что HK S-квазинормальна
в G и H ∩ K ≤ HsG, где HsG — подгруппа, порожденная всеми подгруппами
группы H, которые S-квазинормальны в G.

В продолжение исследований S-квазинормально вложенных подгрупп в
2011 г. Ли и др. [10] ввели следующее понятие слабой S-вложенности.

Определение 1.1. ПодгруппаH группы G называется слабо S-вложенной
в G, если существует нормальная подгруппа K группы G такая, что HK S-
квазинормальна в G и H ∩ K ≤ HseG, где HseG — подгруппа, порожденная
всеми подгруппами группы H, которые S-квазинормально вложены в G.

Определение 1.2. ПодгруппаH группы G называется слабо τ -вложенной
в G, если существует нормальная подгруппа K группы G такая, что HK S-
квазинормальна в G и H ∩K ≤ HτG, где HτG — подгруппа, порожденная всеми
подгруппами группы H, которые τ -квазинормальны в G.

Очевидно, любая τ -квазинормальная подгруппа и любая S-вложенная под-
группа группы G будут слабо τ -вложенными в G. Следовательно, любая S-
квазинормальная, SS-квазинормальная или S-полуперестановочная подгруппа
группы G также слабо τ -вложена в G. Однако, как показывают следующие два
примера, в общем случае обратное неверно.

Пример 1.3. Пусть G = S4 — симметрическая группа степени 4 и H =
〈(14)〉. Возьмем Q = 〈(123)〉 ∈ Syl3(G). Тогда, очевидно, QG = A4, где A4 —
знакопеременная группа степени 4. Поскольку HQ 6= QH, группа H не τ -
квазинормальна в G. Однако в силу того, что G = HA4 и H ∩ A4 = 1, группа
H слабо τ -вложена в G.

Пример 1.4. Пусть G = A5 — знакопеременная группа степени 5 иH = A4.
В силу простоты группы A5 единственные нормальные подгруппы группы G —
это 1 и G. Пусть P — силовская 2-подгруппа группы G, содержащая 〈(15)〉.
Поскольку PH 6= HP , группа H не S-квазинормальна в G и, значит, H не
S-вложена в G. Однако G = H〈(12345)〉, поэтому H τ -квазинормальна в G,
следовательно, она слабо τ -вложена в G.

Более того, следующие два примера демонстрируют, что слабая S-вложен-
ность и слабая τ -вложенность не зависят друг от друга.

Пример 1.5. Пусть G = A5 — знакопеременная группа степени 5 и H =
〈(123)〉 ∈ Syl3(G). Поскольку любая холлова подгруппа S-квазинормально вло-
жена в G, группа H слабо S-вложена в G. С другой стороны, пусть Q =
〈(12345)〉 ∈ Syl5(G). Тогда QG = G. Ясно, что HQ не подгруппа в G. Зна-
чит, H не τ -квазинормальна в G. В силу того, что HτG τ -квазинормальна в G
(см. лемму 2.7(1) ниже), получаем, что H не является слабо τ -вложенной в G.
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Пример 1.6. Пусть A = A5 — знакопеременная группа степени 5 и B =
Inn(A5) ∼= A5. Положим G = A o B и H = A o 〈(12)(34)〉. Поскольку π(G) =
π(H), группа H будет τ -квазинормальной в G и, значит, слабо τ -вложенной
в G. С другой стороны, Z(A5) = 1, поэтому B 5 G. Очевидно, что субнор-
мальные подгруппы группы G — это в точности 1, A и G. Предположим, что
H слабо S-вложена в G. Тогда существует нормальная подгруппа K группы
G такая, что HK S-квазинормальна в G и H ∩ K ≤ HseG. Поскольку H не
S-квазинормальна в G (см. лемму 2.1(1) ниже), единственная возможность —
это K = G. Следовательно, H = HseG. Для любой неединичной подгруппы L
группы H, S-квазинормально вложенной в G, и любой неединичной силовской
подгруппы D группы L существует S-квазинормальная подгруппа U группы G
такая, что D ∈ Syl(U). Из того, что π(L) ⊆ π(|G : L|), и леммы 2.1(1) вы-
текает равенство U = A и, значит, L ≤ A. Следовательно, H = HseG ≤ A;
противоречие. Таким образом, H не является слабо S-вложенной в G.

Цель настоящей работы — изучение строения конечных групп с использо-
ванием понятий слабо S-вложенности и слабо τ -вложенности. Для краткости
будем говорить, что подгруппа H группы G удовлетворяет условию (4) в G,
если H слабо S-вложена или слабо τ -вложена в G.

2. Предварительные леммы

В статье N, Np и U обозначают классы конечных нильпотентных, p-ниль-
потентных и сверхразрешимых групп соответственно. Для непустого клас-
са групп F через ZF(G) (и, как правило, через Z∞(G) вместо ZN(G)) обо-
значается F-гиперцентр группы G, т. е. произведение всех нормальных под-
групп L группы G, G-главные факторы H/K которых удовлетворяют условию
(H/K) o (G/CG(H/K)) ∈ F. Также через |G|p обозначается порядок силовской
p-подгруппы группы G.

Лемма 2.1 [4, 11]. Предположим, что H S-квазинормальна в G, U ≤ G и
N E G. Тогда выполнены следующие утверждения.

(1) H субнормальна в G.
(2) H/HG нильпотентна.
(3) H ∩ U S-квазинормальна в U .
(4) HN/N S-квазинормальна в G/N .
(5) Если H — p-подгруппа группы G, то Op(G) ≤ NG(H).

Лемма 2.2 [12, следствие 1]. Предположим, что A и B — S-квазинормаль-
ные подгруппы в G. Тогда 〈A,B〉 и A ∩B также S-квазинормальны в G.

Лемма 2.3. Предположим, что H — S-квазинормальная подгруппа в G и
P — силовская p-подгруппа в H, где p — простой делитель числа |H|. Если
HG = 1, то P S-квазинормальна в G.

Доказательство. Это утверждение легко выводится из леммы 2.1(2) и
[12, предложение B].

Лемма 2.4 [5, лемма 1]. Предположим, что H — S-квазинормально вло-
женная подгруппа в G, U ≤ G и N E G. Тогда выполнены следующие утвер-
ждения.

(1) Если H ≤ U , то H — S-квазинормально вложенная подгруппа в U .
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(2) HN — S-квазинормально вложенная подгруппа G, и HN/N — S-квази-
нормально вложенная подгруппа G/N .

Следующая лемма является прямым следствием леммы 2.4.

Лемма 2.5. Предположим, что H ≤ U ≤ G и N E G. Тогда
(1) HseG ≤ HseU ;
(2) HseGN/N ≤ (HN/N)se(G/N).

Лемма 2.6. Предположим, что H — τ -квазинормальная подгруппа в G,
U ≤ G и N E G. Тогда выполнены следующие утверждения.

(1) Если H ≤ U , то H τ -квазинормальна в U .
(2) Если π(HN/N) = π(H), то HN/N τ -квазинормальна в G/N .
(3) Если (|H|, |N |) = 1, то HN/N τ -квазинормальна G/N .
Доказательство. См. [13, лемма 2.2] для (1) и (3). Докажем (2). Пусть

Q/N ∈ Sylq(G/N), причем (|HN/N |, |(Q/N)(G/N)|) 6= 1 и q /∈ π(HN/N) = π(H).
Тогда для некоторой силовской q-подгруппы Gq группы G имеем Q = GqN .
Поскольку (Q/N)(G/N) = QG/N = (GqN)G/N = GG

q N/N ∼= GG
q /G

G
q ∩ N , по-

лучаем, что
(
|H|,

∣∣GG
q

∣∣) 6= 1. Следовательно, по условию леммы выполнено
(HN/N)(Q/N) = HGqN/N = GqHN/N = (Q/N)(HN/N).

Из леммы 2.6 непосредственно следует

Лемма 2.7. Предположим, что H ≤ U ≤ G и N E G. Тогда выполнены
следующие утверждения.

(1) [13, лемма 2.3(1)]. Если H — p-подгруппа, то HτG τ -квазинормальна в
G и HG ≤ HτG.

(2) [13, лемма 2.3(2)]. HτG ≤ HτU .
(3) Если H — p-подгруппа, то HτGN/N ≤ (HN/N)τ(G/N).
(4) Если (|H|, |N |) = 1, то HτGN/N ≤ (HN/N)τ(G/N).

Лемма 2.8. Пусть P — p-подгруппа в G. Тогда следующие утверждения
эквивалентны.

(1) P S-квазинормальна в G.
(2) [14, лемма 2.4]. P ≤ Op(G) и P S-квазинормально вложена в G.
(3) [13, лемма 2.2(4)]. P ≤ Op(G) и P τ -квазинормальна в G.

Лемма 2.9 [10, лемма 2.4]. Предположим, что H слабо S-вложена в G,
U ≤ G и N E G.

(1) Если H ≤ U , то H слабо S-вложена в U .
(2) Если N ≤ H, то H/N слабо S-вложена в G/N .
(3) Если (|H|, |N |) = 1, то HN/N слабо S-вложена в G/N .
Сформулируем некоторые основные свойства слабо τ -вложенных подгрупп.

Лемма 2.10. Предположим, что H слабо τ -вложена в G, U ≤ G и N E G.
(1) Если H ≤ U , то H слабо τ -вложена в U .
(2) Если H — p-подгруппа и N ≤ H, то H/N слабо τ -вложена в G/N .
(3) Если (|H|, |N |) = 1, то HN/N слабо τ -вложена в G/N .
Доказательство. По условию существует нормальная подгруппа K

группы G такая, что HK S-квазинормальна в G и H ∩K ≤ HτG.
(1) K∩U E U и группа H(K∩U) = HK∩U S-квазинормальна в U по лемме

2.1(3). В силу леммы 2.7(2) получаем, что H ∩ (K ∩ U) = H ∩K ≤ HτG ≤ HτU .
Следовательно, H слабо τ -вложена в U .
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(2) KN/N E G/N и группа (H/N)(KN/N) = HKN/N S-квазинормальна
в G/N по лемме 2.1(4). Поскольку (H/N) ∩ (KN/N) = (H ∩K)N/N , по лемме
2.7(3) выполнено (H/N) ∩ (KN/N) ≤ HτGN/N ≤ (H/N)τ(G/N). Значит, H/N
слабо τ -вложена в G/N .

(3) KN/N E G/N и группа (HN/N)(KN/N) = HKN/N S-квазинормальна
в G/N по лемме 2.1(4). Несложно заметить, что (|N ∩HK : N ∩H|, |N ∩HK :
N ∩K|) = 1. Тогда N ∩HK = (N ∩H)(N ∩K) и, значит, HN ∩KN = (H ∩K)N
по [15, гл. A, лемма 1.2]. Из леммы 2.7(4) следует, что (HN/N) ∩ (KN/N) =
(H ∩ K)N/N ≤ HτGN/N ≤ (HN/N)τ(G/N). Таким образом, HN/N слабо τ -
вложена в G/N .

Лемма 2.11 [3, лемма 3.4.7]. Пусть F — насыщенная формация. Пред-
положим, что G 6∈ F, но любая собственная подгруппа группы G лежит в F и,
кроме того, в G есть нормальная силовская p-подгруппа Gp 6= 1, где p — простой
делитель числа |G|. Тогда

(1) Gp = GF;
(2) F (G) = Fp(G) = Gp�(G).

Лемма 2.12. Пусть p — простой делитель числа |G| такой, что

(|G|, (p− 1)(p2 − 1) . . . (pn − 1)) = 1.

Если H E G, pn+1 - |H| для некоторого числа n ≥ 1 и G/H p-нильпотентна, то
G также p-нильпотентна. В частности, если pn+1 - |G|, то G p-нильпотентна.

Доказательство. Предположим, что заключение неверно, и пусть (G,H)
— контрпример с наименьшей суммой |G|+ |H|. Для любой нетривиальной под-
группы F группы G пара (F,H ∩ F ) удовлетворяет условию теоремы. Тогда
в силу выбора пары (G,H) группа F p-нильпотентна. Отсюда следует, что
G — минимальная не p-нильпотентная группа, а значит, минимальная нениль-
потентная группа ввиду [1, гл. IV, теорема 5.4]. По [3, теорема 3.4.11] и лем-
ме 2.11 имеем G = P o Q, где P = GN = GNp ∈ Sylp(G). Если N — ми-
нимальная нормальная подгруппа группы G, то (G/N,HN/N) удовлетворяет
условию теоремы. Значит, G/N p-нильпотентна в силу выбора пары (G,H).
Следовательно, P = GNp = N — элементарная абелева группа. Ясно, что
P ≤ H, поэтому |P | ≤ pn. Поскольку NG(P )/CG(P ) . Aut(P ), выполнено
|NG(P )/CG(P )||(p − 1)(p2 − 1) . . . (pn − 1). Значит, NG(P ) = CG(P ). Таким
образом, по тереме Бернсайда группа G p-нильпотентна; противоречие.

Лемма 2.13 [1, гл. VI, лемма 4.10]. Пусть A и B — подгруппы группы G
такие, что G 6= AB. Если AgB = BAg для всех g ∈ G, то существует нетриви-
альная нормальная подгруппа N группы G, содержащая A или B.

Лемма 2.14. Пусть p — простой делитель числа |G| такой, что (|G|, p− 1)
= 1. Если в G есть холлова p′-подгруппа, то любые две холловы p′-подгруппы
группы G сопряжены в G.

Доказательство. Если p = 2, то по [16, теорема A] любые две холловы
p′-подгруппы сопряжены в G. Если p — нечетное простое число, то 2 - |G|. По
теореме Фейта — Томпсона группа G разрешима. Следовательно, любые две
холловы p′-подгруппы сопряжены в G.

Подгруппа Mn группы G называется n-максимальной (n ≥ 1) в G, если в
G есть цепочка подгрупп Mn < Mn−1 < · · · < M1 < M0 = G такая, что Mi —
максимальная подгруппа в Mi−1 (1 ≤ i ≤ n). Следующая лемма очевидна.
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Лемма 2.15. Пусть p — простой делитель числа |G|, H ≤ G и N E G.
Если |HN/N |p ≥ pn+1 для некоторого целого числа n ≥ 1, то для любой T/N ∈
Sylp(HN/N) существует силовская p-подгруппа P группы H такая, что T/N =
PN/N ; для любой n-максимальной подгруппы Tn/N группы T/N существует
n-максимальная подгруппа Pn группы P такая, что Tn/N = PnN/N и Pn ∩N =
P ∩N .

Лемма 2.16 [17, лемма 2.8]. Пусть M — максимальная подгруппа группы
G и P — нормальная p-подгруппа группы G такая, что G = PM , где p— простой
делитель числа |G|. Тогда P ∩M нормальна в G.

Лемма 2.17 [18]. Пусть P — силовская p-подгруппа группы G, где p —
простой делитель числа |G|. Если N E G и N ∩P ⊆ �(P ), то N p-нильпотентна.

Лемма 2.18 [15, гл. A, предложение 4.13(b)]. Пусть G = G1 × · · · × Gr,
где каждая Gi — неабелева простая группа. Тогда подгруппа S субнормальна
в G тогда и только тогда, когда S — (прямое) произведение некоторого числа
факторов Gi.

Лемма 2.19 [19, лемма 2.1]. Пусть F — непустая насыщенная формация.
Предположим, что A ≤ G.

(1) Если A E G, то AZF(G)/A ≤ ZF(G/A).
(2) Если F S-замкнута, то ZF(G) ∩A ≤ ZF(A).
(3) Если G ∈ F, то ZF(G) = G.

Лемма 2.20 [1, гл. III, теорема 7.2]. Пусть G — p-группа. Предположим,
что H1 и H2 — (нормальные) подгруппы группы G такие, что H1 ≤ H2 и |H2 :
H1| = ps. Тогда для любого целого числа 1 ≤ t ≤ s существует (нормальная)
подгруппа H3 группы G такая, что H1 ≤ H3 ≤ H2 и |H3 : H1| = pt.

Лемма 2.21 [14, лемма 2.8]. Пусть p — простое число, делящее |G|, G A4-
свободная и (|G|, p − 1) = 1. Предположим, что N — нормальная подгруппа
в G такая, что G/N p-нильпотентна и |N | не делится на p3. Тогда G тоже
p-нильпотентна.

Лемма 2.22. Пусть p — простой делитель числа |G| такой, что (|G|, p− 1)
= 1. Если в G есть циклическая силовская p-подгруппа, то G p-нильпотентна.

Доказательство. См. доказательство в [2, (10.1.9)].

Лемма 2.23 [20, лемма 2.9]. Пусть F — насыщенная формация, содержа-
щая U (содержащая N), и G — группа с нормальной подгруппой E такой, что
G/E ∈ F. Если E циклическая (E содержится в Z(G) соответственно), то G ∈ F.

Лемма 2.24 [10, основная теорема]. Пусть F — насыщенная формация,
содержащая U. Тогда G ∈ F в том и только в том случае, когда G содержит
нормальную подгруппу E такую, что G/E ∈ F и для любой нециклической си-
ловской подгруппы P обобщенной подгруппы Фиттинга F ∗(E) выполнено сле-
дующее: любая максимальная подгруппа группы P , не имеющая сверхразреши-
мого добавления в G, или любая циклическая подгруппа H группы P простого
порядка или порядка 4 (если P — неабелева 2-группа и H * Z∞(G)), не имею-
щая сверхразрешимого добавления в G, слабо S-замкнута в G.
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3. Основные результаты

Теорема 3.1. Пусть p — простой делитель числа |G| такой, что

(|G|, (p− 1)(p2 − 1) . . . (pn − 1)) = 1

для некоторого целого числа n ≥ 1. Тогда G p-нильпотентна в том и только
в том случае, когда существует нормальная подгруппа H группы G такая, что
G/H p-нильпотентна и для любой силовской p-подгруппы P группы H любая
n-максимальная подгруппа P , не содержащая P ∩GNp , если такая существует,
имеет p-нильпотентное добавление в G или удовлетворяет условию (4) в G.

Доказательство. Необходимость очевидна, поэтому нужно доказать до-
статочность. Предположим, что утверждение неверно, и пусть (G,H) — контр-
пример с наименьшей суммой |G|+ |H|. Дальнейшее доказательство состоит из
следующих шагов.

(1) |H|p ≥ pn+1.
По лемме 2.12 если |H|p ≤ pn, то G p-нильпотентна; противоречие.

(2) G не является неабелевой простой группой.
Если G — неабелева простая группа, то GNp = H = G, так как GNp 6= 1.

Поскольку |G|p ≥ pn+1, можно взять n-максимальную подгруппу Pn силовской
p-подгруппы P группы G. По условию Pn удовлетворяет (4) или имеет p-
нильпотентное добавление в G.

(i) Случай 1: Pn удовлетворяет условию (4) в G. В этом случае существу-
ет нормальная подгруппа K группы G такая, что PnK S-квазинормальна в G
и Pn ∩K ≤ (Pn)seG или Pn ∩K ≤ (Pn)τG. Группа G проста, поэтому K = 1 или
G. Допустим, что K = 1. Тогда Pn S-квазинормальна, а значит, субнормаль-
на в G по лемме 2.1(1). Следовательно, Pn = 1, так как G 6= Pn. Получаем,
что |G|p = pn, а это противоречит (1). Пусть K = G. Тогда Pn = (Pn)seG
или Pn = (Pn)τG. В первом случае для любой подгруппы D группы Pn, S-
квазинормально вложенной в G, существует S-квазинормальная подгруппа U
группы G такая, что D ∈ Sylp(U). Поскольку G 6= U , получаем, что D = U = 1.
Следовательно, Pn = (Pn)seG = 1, и, значит, |G|p = pn; противоречие. Во вто-
ром случае Pn τ -квазинормальна в G по лемме 2.7(1). Так как G не p-группа,
можно выбрать простое число q 6= p, делящее |G|, и силовскую q-подгруппу
Q группы G. Предположим, что Pn 6= 1. В силу равенства QG = G имеем
(p, |QG|) 6= 1. Значит, QgPn = PnQg для всех g ∈ G. Если G = PnQ, то G разре-
шима по paqb-теореме Бернсайда; противоречие. Следовательно, G 6= PnQ. По
лемме 2.13 найдется нетривиальная нормальная подгруппа X группы G такая,
что Pn ≤ X или Q ≤ X, а это невозможно. Таким образом, получаем, что
Pn = 1 и |G|p = pn; снова противоречие.

(ii) Случай 2: Pn имеет p-нильпотентное добавление T в G. Пусть Tp′ —
нормальное p-дополнение группы T . Тогда G = PnT = PnNG(Tp′). Если
NG(Tp′) = G, то Tp′ E G и, значит, Tp′ = 1 или G. Отсюда следует, что
G p-нильпотентна; противоречие. Таким образом, NG(Tp′) < G. Ясно, что
P ∩ NG(Tp′) ∈ Sylp(NG(Tp′)) и P ∩ NG(Tp′) < P . Пусть P2 — максимальная
подгруппа группы P , содержащая P ∩ NG(Tp′), и Pn2 — n-максимальная под-
группа группы P , содержащаяся в P2. Если Pn2 удовлетворяет условию (4) в
G, то рассуждение, подобное приведенному выше, приводит к противоречию.
Значит, Pn2 имеет p-нильпотентное добавление E в G. Пусть Ep′ — нормальное
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p-дополнение группы E. Тогда также выполнено G = Pn2NG(Ep′) = P2NG(Ep′).
Поскольку Tp′ и Ep′ — холловы p′-подгруппы в G, по лемме 2.14 существует
элемент g ∈ P2 такой, что Tp′ = (Ep′)g. Следовательно, G = (P2NG(Ep′))g =
P2NG(Tp′), и тем самым P = P2(P ∩NG(Tp′)) = P2; противоречие. Утверждение
(2) доказано.

(3) Если 1 6= L E G такова, что L ≤ H или (|L|, p) = 1, то G/L p-
нильпотентна.

Если |HL/L|p ≤ pn, то G/L p-нильпотентна по лемме 2.12, поэтому можно
считать, что |HL/L|p ≥ pn+1. Пусть PL/L — силовская p-подгруппа группы
HL/L, причем P ∈ Sylp(H), и PnL/L — n-максимальная подгруппа в PL/L,
не содержащая (PL/L) ∩ (G/L)Np , такая, что Pn — n-максимальная подгруп-
па в P и Pn ∩ L = P ∩ L (см. лемму 2.15). Поскольку GNp ≤ H, имеем
(|PGNp ∩L : P ∩L|, |PGNp ∩L : GNp ∩L|) = 1. Значит, PL∩GNpL = (P ∩GNp)L
по [15, гл. A, лемма 1.2]. Если P ∩GNp ≤ Pn, то (PL/L)∩ (G/L)Np = (PL/L)∩
(GNpL/L) = (P ∩ GNp)L ≤ PnL/L; противоречие. Следовательно, по условию
Pn имеет p-нильпотентное добавление T или удовлетворяет (4) в G. В пер-
вом случае PnL/L имеет p-нильпотентное добавление TL/L в G/L. Во вто-
ром случае существует нормальная подгруппа K группы G такая, что PnK
S-квазинормальна в G и Pn ∩K ≤ (Pn)seG или Pn ∩K ≤ (Pn)τG. Отметим, что
|L ∩ PnK : L ∩ K| = |K(L ∩ PnK) : K| | |PnK : K| и |L ∩ PnK : L ∩ Pn| | |L :
L ∩ Pn| = |L : L ∩ P | = |PL : P |. Поскольку L ≤ H или (|L|, p) = 1, получаем,
что p - |PL : P |. Отсюда следует, что (|L∩PnK : L∩K|, |L∩PnK : L∩Pn|) = 1.
Значит, PnL ∩KL = (Pn ∩K)L, как и выше. В силу лемм 2.5(2) и 2.7(3) име-
ем (PnL/L) ∩ (KL/L) ≤ (Pn)seGL/L ≤ (PnL/L)seG или (PnL/L) ∩ (KL/L) ≤
(Pn)τGL/L ≤ (PnL/L)τG. Это означает, что PnL/L удовлетворяет (4) в G/L.
Следовательно, (G/L,HL/L) удовлетворяет условию теоремы. В силу выбора
пары (G,H) группа G/L p-нильпотентна.

(4) Если P ≤ F < G, то F p-нильпотентна. В частности, если H < G, то H
p-нильпотентна.

Очевидно, что P ∈ Sylp(H ∩ F ). Пусть Pn — n-максимальная подгруппа
группы P , не содержащая P ∩ FNp . Предположим, что P ∩ GNp ≤ Pn. Тогда
P ∩ FNp ≤ P ∩ (GNp ∩ F ) ≤ Pn, что невозможно. Значит, по условию Pn
имеет p-нильпотентное добавление T или удовлетворяет (4) в G. Из леммы
2.9(1) и леммы 2.10(1) следует, что Pn имеет p-нильпотентное добавление T ∩F
или удовлетворяет (4) в F . Силовские p-подгруппы сопряжены, поэтому пара
(F,H ∩ F ) удовлетворяет условию теоремы и, значит, F p-нильпотентна в силу
выбора пары (G,H).

(5) В G есть единственная минимальная нормальная подгруппа N = GNp ,
содержащаяся в H и такая, что N � �(G) и |N |p ≥ pn+1.

Это прямо следует из (3) и леммы 2.12.
(6) Op′(G) = 1.
Если это не так, то по (3) группа G/Op′(G) p-нильпотентна. Следовательно,

G тоже p-нильпотентна; противоречие.

(7) Op(H) = 1.
Предположим, что это не так.
(i) N = Op(H) ≤ Op(G) и G = N o M для некоторой максимальной под-

группы M группы G.
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Поскольку Op(H) charH E G, получаем, что N ≤ Op(H) и тем самым N
абелева. В силу того, что N � �(G), существует максимальная подгруппа M
группы G такая, что G = N o M = Op(H)M . Из леммы 2.16 следует, что
Op(H) ∩M E G. Из единственности группы N получаем, что Op(H) ∩M = 1,
откуда Op(H) = N(Op(H) ∩M) = N ≤ Op(G).

(ii) Пусть Gp — силовская p-подгруппа группы G такая, что P = Gp ∩ H.
Тогда в P существуют максимальная подгруппа P1 и n-максимальная подгруппа
Pn, содержащаяся в P1, такие, что P1 E Gp и P = NPn = NP1. Кроме того,
N � P1 и N ∩ Pn — n-максимальная подгруппа группы N .

Ясно, что Gp = N(Gp ∩M). Поскольку |Gp : Gp ∩M | = |GpM : M | = |G :
M | = |N | ≥ pn+1, существуют n-максимальная подгруппа (Gp)n и максималь-
ная подгруппа (Gp)1 группы Gp такие, что Gp∩M ≤ (Gp)n ≤ (Gp)1. Отсюда сле-
дует, что Gp = N(Gp)n = N(Gp)1. Пусть Pn = (Gp)n∩H и P1 = (Gp)1∩H. Оче-
видно, что P1 E Gp и P ∩M ≤ Pn ≤ P1. Таким образом, P = N(P ∩M) = NPn =
NP1. Более того, так как |P : Pn| = |Gp ∩H : (Gp)n ∩H| = |Gp : (Gp)n| = pn и
|P : P1| = |Gp ∩H : (Gp)1 ∩H| = |Gp : (Gp)1| = p, группа Pn — n-максимальная
подгруппа в P и P1 — максимальная подгруппа в P . Ясно, что N � P1. В си-
лу равенств |N : N ∩ Pn| = |P : Pn| = pn группа N ∩ Pn — n-максимальная
подгруппа в N .

(iii) Pn удовлетворяет условию (4) в G, т. е. существует нормальная под-
группа K группы G такая, что PnK S-квазинормальна в G и Pn ∩K ≤ (Pn)seG
или Pn ∩K ≤ (Pn)τG.

Допустим, что Pn не удовлетворяет (4) в G. Тогда Pn имеет p-нильпотент-
ное добавление T в G по условию теоремы. Пусть Tp′ — нормальное p-дополне-
ние группы T . Тогда G = PnT = PnNG(Tp′). Поскольку M ∼= G/N p-нильпо-
тентна, M имеет нормальное p-дополнение Mp′ такое, что M ≤ NG(Mp′) ≤ G.
Если NG(Mp′) = G, то Mp′ E G, откуда Mp′ = 1 по (6). Это означает, что
G — p-группа; противоречие. Следовательно, NG(Mp′) = M . По лемме 2.14
существует элемент g ∈ Pn такой, что Mp′ = (Tp′)g. Тогда G = (PnNG(Tp′))g =
PnNG(Mp′) = PnM и, значит, P = Pn(P ∩ M) = Pn; противоречие. Таким
образом, (iii) выполнено.

(iv) Pn ∩K = 1.
Предположим сначала, что Pn ∩K ≤ (Pn)seG. Пусть D1, D2, . . . , Ds — все

подгруппы группы Pn, S-квазинормально вложенные в G. Тогда (Pn)seG =
〈D1, D2, . . . , Ds〉. По определению существуют S-квазинормальные подгруппы
U1, U2, . . . , Us группы G такие, что Di ∈ Sylp(Ui) (1 ≤ i ≤ s). Допустим, что
(Ui)G 6= 1. Пусть N1 — минимальная нормальная подгруппа группы G, со-
держащаяся в (Ui)G. Если N1 � H, то N1 ∩ H = 1. Пусть N2/H — нор-
мальная подгруппа группы G/H, содержащаяся в HN1/H. Тогда N2 E G и,
значит, N1 ∩ N2 = 1 или N1. Следовательно, N2 = H(N1 ∩ N2) = H или
HN1. Поэтому HN1/H — минимальная нормальная подгруппа в G/H. По-
скольку G/H p-нильпотентна, она также p-разрешима. Из (6) следует, что
N1 ∼= HN1/H — p-подгруппа. Значит, N1 ≤ Di ≤ H; противоречие. Следо-
вательно, N1 ≤ H. Тогда по (5) выполнено N1 = N ≤ Ui ≤ Pn; это опять
дает противоречие. Таким образом, (Ui)G = 1 (1 ≤ i ≤ s). По леммам 2.2
и 2.3 группы Di S-квазинормальны в G, а значит, группа (Pn)seG тоже S-
квазинормальна. Тогда (Pn)seG ≤ Op(H) = N и Op(G) ≤ NG((Pn)seG) в силу
лемм 2.1(1) и 2.1(5). Если (Pn)seG 6= 1, то N ≤ ((Pn)seG)G = ((Pn)seG)O

p(G)Gp =
((Pn)seG)Gp ≤ (Pn ∩ N)Gp ≤ (P1 ∩ N)Gp = P1 ∩ N ≤ N . Отсюда следует, что
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N = P1 ∩ N и тем самым N ≤ P1; противоречие. Таким образом, (Pn)seG = 1
и Pn ∩ K = 1. Теперь рассмотрим случай, когда Pn ∩ K ≤ (Pn)τG. Если
H ∩K 6= 1, то N ≤ H ∩K ≤ K. Вследствие этого имеем N ∩ Pn ≤ Pn ∩K ≤
(Pn)τG, и, значит, N ∩ Pn = N ∩ (Pn)τG. Выберем произвольное простое чис-
ло q 6= p, делящее |G|, и силовскую q-подгруппу Q группы G. Предполо-
жим, что (p, |QG|) = 1. Тогда QG ≤ Op′(G), что противоречит (6). По лем-
ме 2.7(1) группа (Pn)τG τ -квазинормальна в G, поэтому (Pn)τGQ — подгруппа
в G. Заметим, что N ∩ Pn — n-максимальная подгруппа группы N . Посколь-
ку |N : N ∩ (Pn)τGQ| = |N(Pn)τGQ : (Pn)τGQ| = |N(Pn)τG : (Pn)τG| = |N :
N ∩ Pn| = pn, выполнено равенство N ∩ (Pn)τGQ = N ∩ Pn. Следовательно,
Q ≤ NG(N ∩ (Pn)τGQ) = NG(N ∩ Pn), и, значит, Op(G) ≤ NG(N ∩ Pn). Если
N ∩ Pn 6= 1, то N ≤ (N ∩ Pn)G = (N ∩ Pn)Gp ≤ (N ∩ P1)Gp = N ∩ P1. Отсюда
следует, что N ≤ P1; противоречие. Значит, N ∩ Pn = 1. Тогда |N | = pn; снова
противоречие. Таким образом, H ∩ K = 1 и Pn ∩ K = 1. Утверждение (iv)
доказано.

(v) H = G.
Если H < G, то H p-нильпотентна в силу (4). Пусть Hp′ — нормальное

p-дополнение группы H. Тогда Hp′ E G. Значит, Hp′ = 1 по (6), откуда H =
N = P . Поскольку Pn(H ∩ K) = PnK ∩ H S-квазинормальна в G по лемме
2.2, получаем, что Op(G) ≤ NG(Pn(H ∩ K)). Если Pn(H ∩ K) 6= 1, то H =
(Pn(H ∩K))G = (Pn(H ∩K))Gp ≤ (P1(H ∩K))Gp = P1(H ∩K). Следовательно,
H = P1(H ∩ K) и H ∩ K 6= 1. Из этого вытекает, что H ∩ K = H, так как
H — минимальная нормальная подгруппа в G. Тогда H ≤ K и, значит, Pn =
Pn ∩ K = 1 по (iv). Следовательно, |H| = pn, что противоречит (1). Таким
образом, Pn(H ∩ K) = 1. Также получаем, что Pn = 1; противоречие, как и
выше.

(vi) Завершение доказательства утверждения (7).
В силу (iv) и (v) выполнено |K|p = |K : Pn ∩K|p = |PnK : Pn|p ≤ pn. Если

K 6= 1, то N ≤ K, поэтому G/K p-нильпотентна. Из леммы 2.12 следует,
что G тоже p-нильпотентна; противоречие. Таким образом, можно считать,
что K = 1. Тогда Pn S-квазинормальна в G. Если Pn 6= 1, то, как и выше,
N ≤ Pn

G ≤ P1; противоречие. Значит, Pn = 1 и |G|p = pn. Это противоречие
завершает доказательство утверждения (7).

(8) H = G.
Если это не так, то H p-нильпотентна по (4). Пусть Hp′ — нормальное p-

дополнение в группе H. Тогда Hp′ E G, откуда следует, что H = Op(H) = 1 в
силу (6) и (7). Тем самым G p-нильпотентна; противоречие.

(9) Op(G) = 1.
Непосредственно следует из (7) и (8).

(10) N не p-разрешима.
Если N p-разрешима, то Op′(N) 6= 1 или Op(N) 6= 1, что противоречит (6)

или (9).

(11) Пусть P — силовская p-подгруппа группы G. Тогда G = PN и P ∩N �
�(P ). Кроме того, N = Op(G).

Если PN < G, то PN p-нильпотентна по (4) и, значит, N тоже p-нильпо-
тентна, что противоречит (10). Следовательно, G = PN . Если P ∩N ≤ �(P ),
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то N p-нильпотентна по лемме 2.17, что также противоречит (10). Очевидно,
1 6= Op(G) ≤ N , откуда N = Op(G).

(12) Завершение доказательства.
По (11) существует максимальная подгруппа P1 группы P такая, что P =

(P ∩ N)P1. Очевидно, P ∩ GNp = P ∩ N � P1. Пусть Pn — n-максимальная
подгруппа группы P , содержащаяся в P1. По условию Pn удовлетворяет (4)
или имеет p-нильпотентное добавление T в G.

(i) Случай 1: Pn удовлетворяет (4) в G. В этом случае существует
нормальная подгруппа K группы G такая, что PnK S-квазинормальна в G и
Pn ∩K ≤ (Pn)seG или Pn ∩K ≤ (Pn)τG. Если K = 1, то Pn S-квазинормальна в
G. Из леммы 2.1(1) и (9) вытекает, что Pn ≤ Op(G) = 1 и, значит, |G|p ≤ pn, что
противоречит (1). Следовательно, можно считать, что K 6= 1. Тогда N ≤ K,
откуда Pn ∩ N ≤ (Pn)seG или Pn ∩ N ≤ (Pn)τG. Сначала предположим, что
Pn ∩ N ≤ (Pn)seG. Так же, как и выше, пусть D1, D2, . . . , Ds — все подгруппы
группы Pn, которые S-квазинормально вложены в G. Тогда существуют S-
квазинормальные подгруппы U1, U2, . . . , Us группы G такие, что Di ∈ Sylp(Ui)
(1 ≤ i ≤ s). Если (Ui)G 6= 1, то N ≤ (Ui)G ≤ Ui. Значит, Di ∩N ∈ Sylp(N). По-
скольку P ∩N ∈ Sylp(N), выполнено равенство Di∩N = P ∩N . Следовательно,
P ∩ N ≤ Di ≤ Pn ≤ P1; противоречие. Таким образом, (Ui)G = 1, и Di S-
квазинормальна в G по лемме 2.3. В силу того, что (Pn)seG = 〈D1, D2, . . . , Ds〉,
имеем (Pn)seG ≤ Op(G) = 1, откуда вытекает равенство Pn ∩ N = 1. Значит,
|N |p = |P ∩ N | = |P ∩ N : Pn ∩ N | = |Pn(P ∩ N) : Pn| ≤ |P : Pn| = pn. Из
леммы 2.12 следует, что G p-нильпотентна; противоречие.

Рассмотрим случай, когда Pn ∩ N ≤ (Pn)τG. Пусть q 6= p — произволь-
ный простой делитель числа |G| и Q ∈ Sylq(G). Ясно, что Q ≤ Op(G) = N

и (p, |QG|) 6= 1. Тогда по лемме 2.7(1) имеем (Pn)τGQ = Q(Pn)τG. Следо-
вательно, (Pn ∩ N)Q = ((Pn)τG ∩ N)Q = (Pn)τGQ ∩ N = Q(Pn)τG ∩ N =
Q((Pn)τG ∩N) = Q(Pn ∩N). Значит, (Pn ∩N)Qn = Qn(Pn ∩N) для всех n ∈ N .
Если N = (Pn ∩ N)Q, то N разрешима по paqb-теореме Бернсайда, что про-
тиворечит (10). Поэтому по лемме 2.13 существует нетривиальная нормальная
подгруппа X группы N такая, что Pn ≤ X или Q ≤ X. Группа N характеристи-
чески проста в G, следовательно, N ∼= A1×A2×· · ·×At, где Ai

∼= A (1 ≤ i ≤ t) —
простая группа. Очевидно, что A неабелева в силу (10). По лемме 2.18 без по-
тери общности можно считать, что X ∼= A1 × A2 × · · · × Ak (k < t). Поскольку
Q ∈ Sylq(N), выполнено |Q| = |N |q = (|A|q)t > (|A|q)k = |X|q. Отсюда вытекает,
что Pn∩N ≤ X. Заметим, что |P ∩N : Pn∩N | = |Pn(P ∩N) : Pn| ≤ |P : Pn| = pn.
Тогда |N |p/|X|p = (|A|p)t−k ≤ pn. Так как t− k ≥ 1, имеем |A|p ≤ pn. Значит, A
p-нильпотентна по лемме 2.12. Следовательно, N p-разрешима; противоречие.

(ii) Случай 2: Pn имеет p-нильпотентное добавление T в G. Пусть Tp′ —
нормальное p-дополнение группы T . Тогда G = PnT = PnNG(Tp′) и NG(Tp′) <
G. Поскольку P = Pn(P ∩NG(Tp′)) и P ∩NG(Tp′) < P , существует максималь-
ная подгруппа P2 группы P такая, что P ∩ NG(Tp′) ≤ P2. В силу того, что
N = Op(G) по (11), любая холлова p′-подгруппа группы G содержится в N .
Используя лемму 2.14 и аргумент Фраттини, получаем, что G = NNG(Tp′) =
PNG(Tp′). Тогда |P | = |G|p ≤ |N |p|NG(Tp′)|p = |P ∩ N ||P ∩ NG(Tp′)|. Значит,
P = (P ∩N)(P ∩NG(Tp′)) ≤ (P ∩N)P2. Отсюда вытекает, что P = (P ∩N)P2
и P ∩ GNp = P ∩ N � P2. Пусть Pn2 — n-максимальная подгруппа группы P ,
содержащаяся в P2. Тогда по условию Pn2 имеет p-нильпотентное добавление E
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или удовлетворяет (4) в G. Если Pn2 имеет p-нильпотентное добавление E в G,
то, рассуждая так же, как в доказательстве утверждения (2)(ii), можно прийти
к противоречию. Таким образом, Pn2 удовлетворяет (4) в G. Тогда, повторяя
рассуждение из (i), снова приходим к противоречию. Теорема доказана.

Теорема 3.2. Пусть p — простой делитель числа |G| такой, что

(|G|, (p− 1)(p2 − 1) . . . (pn − 1)) = 1

для некоторого целого числа n ≥ 1. Тогда G p-нильпотентна в том и только
в том случае, когда существует нормальная подгруппа H группы G такая, что
G/H p-нильпотентна и для любой силовской p-подгруппы P группы H любая
подгруппа L группы P ∩GNp порядка pn или 4 (когда p = 2, n = 1, P неабелева
и L циклическая), не содержащаяся в Z∞(G), если такая существует, имеет
p-нильпотентное добавление в G или удовлетворяет условию (4) в G.

Доказательство. Нам нужно установить только достаточность. Пред-
положим, что это не так, и пусть (G,H) — контрпример с наименьшей суммой
|G|+ |H|.

(1) |H|p ≥ pn+1.
Это следует из леммы 2.12.
(2) Если 1 6= N E G и (|N |, p) = 1, то G/N p-нильпотентна.
Если |(HN/N) ∩ (G/N)Np |p = |GNpN/N |p ≤ pn, то G/N p-нильпотентна

по лемме 2.12. Поэтому можно считать, что |GNpN/N |p ≥ pn+1. Пусть L/N —
подгруппа группы PN/N∩GNpN/N порядка pn или 4 (когда p = 2, n = 1, PN/N
неабелева и L/N циклическая), не содержащаяся в Z∞(G/N), где PN/N ∈
Sylp(HN/N) и P ∈ Sylp(H). Поскольку L = (P ∩ L)N и (|N |, p) = 1, получаем,
что |L/N | = |(P ∩ L)N/N | = |P ∩ L| равен pn или 4. В силу того, что P ∩
L ≤ GNpN и (|P ∩ L|, |GNpN : GNp |) = 1, выполнено P ∩ L ≤ P ∩ GNp . Из
леммы 2.19(1) следует, что P ∩ L * Z∞(G). Предположим, что |P ∩ L| = 4.
Тогда P неабелева и P ∩ L циклическая в силу G-изоморфизма L/N ∼= P ∩ L.
Рассуждая так же, как на шаге (3) доказательства теоремы 3.1, выводим, что
L/N имеет p-нильпотентное добавление или удовлетворяет (4). Это означает,
что пара (G/N,HN/N) удовлетворяет условию теоремы. Выбор пары (G,H)
приводит к тому, что G/N p-нильпотентна.

(3) Любая нетривиальная подгруппа F группы G p-нильпотентна.
Рассматривая пару (F,H ∩ F ), можно считать, что |(H ∩ F ) ∩ FNp |p =

|FNp |p ≥ pn+1. Если это не так, то F p-нильпотентна по лемме 2.12. Пусть
L — подгруппа группы (P ∩ F ) ∩ FNp = P ∩ FNp порядка pn или 4 (когда
p = 2, n = 1, P ∩ F неабелева и L циклическая), не содержащаяся в Z∞(F ),
где P ∩ F ∈ Sylp(H ∩ F ) и P ∈ Sylp(H). По лемме 2.19(2) имеем L * Z∞(G).
В силу того, что P ∩FNp ≤ P ∩ (F ∩GNp) ≤ P ∩GNp , по леммам 2.9(1) и 2.10(1)
группа L имеет p-нильпотентное добавление или удовлетворяет условию (4) в
F . Следовательно, пара (F,H ∩ F ) удовлетворяет условию теоремы. Тогда F
p-нильпотентна ввиду выбора пары (G,H).

(4) Op′(G) = 1.
Если это не так, то G/Op′(G) p-нильпотентна по (2) и тогда G тоже p-

нильпотентна; противоречие.
(5) G — минимальная ненильпотентная группа.
В силу (3) группа G — минимальная не p-нильпотентная группа. Тогда

G — минимальная ненильпотентная группа по теореме Ито (см. [1, гл. IV,
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теорема 5.4]). Из [3, теорема 3.4.11] и леммы 2.11 следует, что G = P o Q, где
P — нормальная силовская p-подгруппа группы G и Q— циклическая силовская
q-подгруппа группы G (p 6= q). Кроме того,

(i) P/�(P ) — G-главный фактор;
(ii) P = GN = GNp ;
(iii) exp(P ) = p или 4 (когда p = 2 и P неабелева);
(iv) �(G) = Z∞(G);
(v) F (G) = Fp(G) = P�(G).
(6) P ≤ H.
Это следует из того, что P = GNp и G/H p-нильпотентна.
(7) F (G) = P и �(G) = �(P ).
Поскольку Fp(G)/Op′(G) = Op(G/Op′(G)), из (4) и (5) получаем, что F (G) =

Fp(G) = P�(G) = Op(G) = P . Значит, �(P ) ≤ �(G) ≤ P . Так как P/�(P ) —
G-главный фактор, если �(G) = P , то G = Q; противоречие. Таким образом,
�(G) = �(P ).

(8) В P есть собственная подгруппа L порядка pn или 4 такая, что L � �(P )
и L имеет p-нильпотентное добавление или удовлетворяет условию (4) в G.

Выберем x ∈ P\�(P ) и положим E = 〈x〉. Тогда |E| равен p или 4 (когда
p = 2 и P неабелева). Ясно, что E * Z∞(G) = �(G) = �(P ). Из леммы 2.20
следует, что существует подгруппа L группы P порядка pn или 4 (если p = 2
и n = 1, то можно взять L = E) такая, что E ≤ L и L � �(P ). По условию L
имеет p-нильпотентное добавление T или удовлетворяет (4) в G. Более того,
если L = P , то, поскольку |P | ≥ pn+1 по (1), выполнено равенство |P | = 4. Но
тогда P абелева; противоречие.

(9) Завершение доказательства.
(i) Случай 1: L имеет p-нильпотентное добавление T в G. Из равенств G =

LT = PT следует, что P ∩ T E T и T�(P )/�(P ) ≤ NG/�(P )((P ∩ T )�(P )/�(P )).
Очевидно, (P ∩ T )�(P )/�(P ) E P/�(P ), так как P/�(P ) абелева. Значит,
(P ∩ T )�(P )/�(P ) E G/�(P ). Группа P/�(P ) является G-главным фактором,
поэтому (P ∩ T )�(P ) = �(P ) или P . В первом случае P ∩ T ≤ �(P ). Следова-
тельно, P = L(P ∩ T ) = L, что противоречит (8). Во втором случае P ∩ T = P .
Тогда P ≤ T и, значит, G = T p-нильпотентна; противоречие.

(ii) Случай 2: L удовлетворяет условию (4) в G. По предположению суще-
ствует нормальная подгруппа K группы G такая, что LK S-квазинормальна в
G и L∩K ≤ LseG или L∩K ≤ LτG. Поскольку L ≤ P = Op(G), из лемм 2.8 и 2.2
получаем, что LseG = LτG = LsG, где LsG — наибольшая S-квазинормальная
подгруппа группы G, содержащаяся в L.

По лемме 2.1(5) имеем Op(G) ≤ NG(LsG). Значит, Op(G)�(P )/�(P ) ≤
NG(LsG)�(P )/�(P ) ≤ NG/�(P )(LsG�(P )/�(P )). Группа P/�(P ) абелева, по-
этому P/�(P ) ≤ NG/�(P )(LsG�(P )/�(P )). Следовательно, LsG�(P )/�(P ) E
G/�(P ), откуда LsG�(P ) E G. Таким образом, LsG�(P ) = P или �(P ).

Если LsG�(P ) = P , то LsG = P = L, что противоречит (8). Теперь
предположим, что LsG�(P ) = �(P ). Тогда LsG ≤ �(P ). Если K = G, то
L = LsG ≤ �(P ); противоречие. Следовательно, K < G. Группа K нильпотент-
на, поэтому K ≤ F (G) = P . Это говорит о том, что LK — S-квазинормальная
подгруппа группы G, содержащаяся в P . Рассуждения, аналогичные вышеиз-
ложенным, показывают, что LK�(P ) E G и, значит, LK�(P ) совпадает с P или
�(P ). Если LK�(P ) = �(P ), то L ≤ LK ≤ �(P ); противоречие.
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Таким образом, LK�(P ) = P , поэтому LK = P . Поскольку K�(P ) E G,
то K�(P ) совпадает с P или �(P ). В первом случае K = P и тем самым
L = LsG ≤ �(P ); противоречие. Во втором случае K ≤ �(P ), откуда L = P ;
снова противоречие. Теорема доказана.

Теорема 3.3. Пусть G — A4-свободная группа и p — простой делитель
числа |G| такой, что (|G|, p − 1) = 1. Тогда G p-нильпотентна в том и толь-
ко в том случае, когда существует нормальная подгруппа H группы G такая,
что G/H p-нильпотентна и для любой силовской p-подгруппы P группы H лю-
бая 2-максимальная подгруппа группы P , не содержащая P ∩GNp , или любая
подгруппа порядка p2 группы P ∩ GNp , не содержащаяся в Z∞(G), если такая
существует, имеет p-нильпотентное добавление в G или удовлетворяет условию
(4) в G.

Доказательство. Ввиду леммы 2.21 теорема доказывается аналогично
теоремам 3.1 и 3.2.

Теорема 3.4. Пусть F — насыщенная формация, содержащая U. Тогда
G ∈ F в том и только в том случае, когда существует нормальная подгруппа H
группы G такая, что G/H ∈ F и для любой нециклической силовской подгруппы
P группы H любая максимальная подгруппа группы P имеет сверхразрешимое
добавление в G или удовлетворяет условию (4) в G.

Доказательство. Нужно доказать только достаточность. Предположим,
что утверждение неверно, и пусть (G,H) — контрпример с наименьшей суммой
|G|+ |H|.

(1) Если r — максимальный простой делитель числа |H|, то силовская r-
подгруппа R группы H нормальна в G.

Пусть p — наименьший простой делитель числа |H| и P — силовская p-
подгруппа группы H. Если P циклическая, то H p-нильпотентна по лемме
2.22. Заметим, что сверхразрешимая группа p-нильпотентна, если p — наи-
меньший простой делитель ее порядка. Если P нециклическая, то в силу того,
что пара (H,H) удовлетворяет условию теоремы, группа H p-нильпотентна по
теореме 3.1. Следовательно, H имеет нормальное p-дополнение Hp′ такое, что
Hp′ charH E G. Ясно, что пара (Hp′ ,Hp′) тоже удовлетворяет условию. Пусть
q — наименьший простой делитель числа |Hp′ |. Тогда, как выше, получаем,
что Hp′ q-нильпотентна. Дальнейшее рассуждение ведется аналогично. Таким
образом, если r — максимальный простой делитель числа |H| и R — силовская
r-подгруппа в H, то R E G.

(2) Существует единственная минимальная нормальная подгруппа N груп-
пы G, содержащаяся в R, такая, что G/N ∈ F и N � �(G).

В самом деле, несложно понять, что пара (G/N,H/N) удовлетворяет усло-
вию теоремы для любой минимальной нормальной подгруппы N группы G,
содержащейся в R. Из выбора пары (G,H) следует, что G/N ∈ F. Посколь-
ку F — насыщенная формация, N — единственная минимальная нормальная
подгруппа группы G, содержащаяся в R, и N � �(G).

(3) N = R ≤ Or(G).
Поскольку N � �(G), существует максимальная подгруппа M группы G

такая, что G = NM = RM . По лемме 2.16 группа R∩M нормальна в G. Тогда
R ∩M = 1, так как N � R ∩M . Значит, R = N(R ∩M) = N ≤ Or(G).

(4) Завершение доказательства.
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Если R циклическая, то G ∈ F по лемме 2.23; противоречие. Значит, R
нециклическая. Пусть R′ — силовская r-подгруппа группы G. Тогда R′ =
R(M ∩ R′). Можно выбрать максимальную подгруппу R′1 группы R′ так, что
M ∩ R′ ≤ R′1. Ясно, что R1 = R ∩ R′1 — максимальная подгруппа группы R,
причем R1 E R′. По условию R1 имеет сверхразрешимое добавление T или
удовлетворяет (4) в G.

Предположим сначала, что G = R1T = RT , где T — сверхразрешимая
подгруппа группы G. Поскольку R = N абелева, R ∩ T E G. Следовательно,
R∩T совпадает с 1 или R. В первом случае R = R1(R∩T ) = R1; противоречие.
Во втором случае R ≤ T и тем самым G = T ∈ F; снова противоречие.

Предположим, что R1 удовлетворяет условию (4) в G. Тогда существу-
ет нормальная подгруппа K группы G такая, что R1K S-квазинормальна в G
и R1 ∩ K ≤ (R1)seG или R1 ∩ K ≤ (R1)τG. Поскольку R1 ≤ Or(G), группы
(R1)seG и (R1)τG S-квазинормальны в G по леммам 2.8 и 2.2. Следовательно,
(R1)seG = (R1)τG = (R1)sG, где (R1)sG — наибольшая S-квазинормальная под-
группа группы G, содержащаяся в R1. Очевидно, R ∩K совпадает с 1 или R.
В первом случае R1 = R ∩ R1K S-квазинормальна в G по лемме 2.2. Во вто-
ром случае R ≤ K, поэтому R1 = R1 ∩ K = (R1)sG также S-квазинормальна
в G. Однако поскольку R1 E R′ и Or(G) ≤ NG(R1), получаем, что R1 E G.
Таким образом, R1 = 1. Отсюда следует, что R циклическая и, значит, G ∈ F
по лемме 2.23. Это противоречие завершает доказательство теоремы.

Теорема 3.5. Пусть F — насыщенная формация, содержащая U. Тогда
G ∈ F в том и только в том случае, когда существует нормальная подгруппа H
группы G такая, что G/H ∈ F и для любой нециклической силовской подгруп-
пы P группы H любая циклическая подгруппа L группы P простого порядка
или порядка 4 (когда p = 2 и P неабелева), не содержащаяся в Z∞(G), имеет
сверхразрешимое добавление в G или удовлетворяет условию (4) в G.

Доказательство. Нужно доказать только достаточность. Предположим,
что утверждение неверно, и пусть (G,H) — контрпример с наименьшей суммой
|G|+ |H|.

(1) Силовская q-подгруппа Q группы H нормальна в G, где q — наибольший
простой делитель числа |H|.

Ввиду леммы 2.22 и теоремы 3.2 утверждение доказывается так же, как в
шаге (1) доказательства теоремы 3.4.

(2) GF = Q = H.
Из лемм 2.9(3) и 2.10(3) несложно вывести, что пара (G/Q,H/Q) удовлетво-

ряет условию теоремы. Из выбора пары (G,H) следует, что G/Q ∈ F. Значит,
GF ≤ Q ≤ H. Поскольку 1 6= GF — q-подгруппа в H, пара (G,GF) также
удовлетворяет условию. Отсюда вытекает, что GF = Q = H.

(3) Если M — максимальная подгруппа группы G, не содержащая GF = Q,
то M ∈ F.

Действительно, G = MQ и M/M ∩ Q ∼= MQ/Q = G/Q ∈ F. По лем-
мам 2.9(1) и 2.10(1) пара (M,M ∩ Q) удовлетворяет условию теоремы. Таким
образом, M ∈ F в силу выбора пары (G,H).

(4) Q/�(Q) — G-главный фактор и exp(Q) равна q или 4 (когда q = 2, Q
неабелева).

Это непосредственно вытекает из (3) и [3, теорема 3.4.2].
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(5) В Q есть подгруппа L порядка q или 4 такая, что L � �(Q) и L имеет
сверхразрешимое добавление или удовлетворяет условию (4) в G.

Выберем x ∈ Q\�(Q) и положим L = 〈x〉. Тогда |L| равен q или 4 (когда q =
2, Q неабелева). Допустим, что L ⊆ Z∞(G). Из (4) следует, что (Q∩Z∞(G))�(Q)
совпадает с �(Q) или Q. В первом случае L ≤ Q∩Z∞(G) ≤ �(Q); противоречие.
Во втором случае Q ≤ Z∞(G) ≤ ZU(G), где ZU(G) — произведение всех нор-
мальных подгрупп E группы G, G-главные факторы которых имеют простой
порядок. Значит, |Q/�(Q)| = q. Отсюда следует, что Q циклическая и G ∈ F
по лемме 2.23; противоречие. Таким образом, L * Z∞(G). Тогда по условию L
имеет сверхразрешимое добавление T или удовлетворяет (4) в G.

(6) L 6= Q.
Если это не так, то Q = GF — циклическая группа. По лемме 2.23 имеем

G ∈ F; противоречие.

(7) Завершение доказательства.
Предположим сначала, что L удовлетворяет условию (4) в G. Рассуждая

так же, как на шаге (9) доказательства теоремы 3.2, можно показать, что это
невозможно. Теперь предположим, что G = LT и T сверхразрешима. Пусть
r — наибольший простой делитель числа |T | и R — силовская r-подгруппа в T .
Мы показали, что L 6= Q, поэтому r ≥ q. Поскольку R E T , имеем G = LNG(R)
и |G : NG(R)| равен 1, q или 4.

(i) Случай 1: |G : NG(R)| = 1. В этом случае R E G. Если r > q, то
R — силовская r-подгруппа группы G. Поскольку (G/R,QR/R) удовлетворяет
условию теоремы, G/R ∈ F в силу выбора пары (G,H). Следовательно, GF =
Q ≤ R; противоречие. Теперь предположим, что r = q. Тогда (R ∩ Q)�(Q)
совпадает с �(Q) или Q, так как Q/�(Q) — G-главный фактор. В первом
случае R ∩ Q ≤ �(Q). Поскольку Q ∩ T ≤ R, имеем Q = L(Q ∩ T ) ≤ LR.
Тогда Q = LR ∩ Q = L(R ∩ Q) и, значит, Q = L, что противоречит (6). Во
втором случае L ≤ Q ≤ R ≤ T . Тогда G = T ∈ F; снова противоречие.

(ii) Случай 2: |G : NG(R)| = 2. В этом случае NG(R) E G. Это означает,
что Q = GF ≤ NG(R) и тем самым G = NG(R); противоречие.

(iii) Случай 3: |G : NG(R)| = q, где q — нечетное простое число. В этом
случае L ∩ NG(R) = 1, поэтому NG(R) = (L ∩ NG(R))T = T . Если r > q,
то R — силовская r-подгруппа группы G. Так как |G : NG(R)| = q, число
силовских r-подгрупп группы G равно q. Тогда по теореме Силова q ≡ 1 (mod
r), что невозможно. Теперь пусть r = q. Тогда T ≤ NG(Q ∩ R). Поскольку
T — максимальная подгруппа группы G, то NG(Q ∩ R) совпадает с G или T .
В первом случае Q ∩ R E G, и рассуждение, аналогичное проведенному в (i),
приводит к противоречию. Во втором случае ясно, что Q∩R < Q. Это означает,
что Q ∩ R < NQ(Q ∩ R) = Q ∩ NG(Q ∩ R) = Q ∩ T . Однако Q ∩ T ≤ R; снова
противоречие.

(iv) Случай 4: |G : NG(R)| = 4. В этом случае q = 2 и T = NG(R). Если
r > q = 2, то 4 ≡ 1 (mod r), поскольку R — силовская r-подгруппа группы
G. Следовательно, r = 3, и, таким образом, π(G) = {2, 3}. Так как |L| = 4,
группа Q не циклическая в силу (4). Отметим, что G/Q = QT/Q ∼= T/Q ∩ T
сверхразрешима и, значит, 2-нильпотентна. Тогда получается, что пара (G,Q)
удовлетворяет условию теоремы 3.2 (при p = 2, n = 1). Следовательно, G 2-
нильпотентна. Это означает, что G2′ = R E G и тем самым T = NG(R) = G;
противоречие. Теперь предположим, что r = q = 2. Тогда T ≤ NG(Q ∩ R).
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Значит, |G : NG(Q ∩ R)| равен 1, 2 или 4. Если |G : NG(Q ∩ R)| равен 1 или
4, то NG(Q ∩ R) = G или T , и противоречие может быть достигнуто так же,
как в (iii). Таким образом, |G : NG(Q ∩ R)| = 2. Тогда NG(Q ∩ R) E G и
Q = GF ≤ NG(Q ∩ R). Значит, NG(Q ∩ R) = G, и это противоречие завершает
доказательство.

Теорема 3.6. Пусть F — насыщенная формация, содержащая U. Тогда
G ∈ F в том и только в том случае, когда существует нормальная подгруппа H
группы G такая, что G/H ∈ F и для любой нециклической силовской подгруппы
P группы F ∗(H) выполнено хотя бы одно из следующих утверждений.

(i) Любая максимальная подгруппа группы P , не имеющая сверхразреши-
мого добавления, удовлетворяет условию (4) в G.

(ii) Любая циклическая подгруппа L группы P простого порядка или по-
рядка 4 (когда p = 2, P неабелева и L * Z∞(G)), не имеющая сверхразрешимого
добавления, удовлетворяет условию (4) в G.

Доказательство. Нужно доказать только достаточность.
(1) Случай 1: F = U.
Очевидно, пара (F ∗(H), F ∗(H)) удовлетворяет условию теоремы 3.4 или

теоремы 3.5. Следовательно, группа F ∗(H) сверхразрешима и, в частности,
разрешима. Из [21, гл. X, следствие 13.7(d)] вытекает, что F ∗(H) = F (H) ≤
F (G). В этом случае слабая τ -вложенность эквивалентна слабой S-вложенности
по лемме 2.8. Значит, пара (G,H) удовлетворяет условию леммы 2.24. Таким
образом, G ∈ F.

(2) Случай 2: F 6= U.
Очевидно, пара (H,H) удовлетворяет условию из п. (1). Поэтому H сверх-

разрешима, а значит, и разрешима. Следовательно, F ∗(H) = F (H) ≤ F (G).
Таким образом, снова по лемме 2.24 получаем, что G ∈ F.

4. Приложения

Как видно в § 1, любая S-квазинормальная, SS-квазинормальная, S-полупе-
рестановочная, τ -квазинормальная или S-вложенная подгруппа группы G слабо
τ -вложена в G. С другой стороны, ясно, что любая S-квазинормально вложен-
ная подгруппа группы G слабо S-вложена в G.

Кроме понятий, упомянутых в § 1, есть еще несколько, которые стоит вве-
сти. Напомним, что подгруппа H группы G называется c-нормальной в G [22],
если существует нормальная подгруппа K группы G такая, что G = HK и
H ∩ K ≤ HG, где HG — наибольшая нормальная подгруппа группы G, со-
держащаяся в H; подгруппа H группы G называется c∗-нормальной [23] в G,
если существует нормальная подгруппа K группы G такая, что G = HK и
H ∩ K S-квазинормально вложена в G; подгруппа H группы G называется n-
вложенной в G [20], если существует нормальная подгруппа K группы G такая,
что HK = HG и H ∩ K ≤ HsG. Несложно понять, что все такие подгруппы
группы G также слабо S-вложены или слабо τ -вложены в G.

Таким образом, из полученных теорем непосредственно вытекает много
следствий. Приведем некоторые из них.

Следствие 4.1 [24, теорема 3.3]. Пусть p — наименьшее простое число,
делящее |G|, и P — силовская p-подгруппа группыG. Если любая максимальная
подгруппа группы P S-полуперестановочна в G, то G p-нильпотентна.
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Следствие 4.2 [23, теорема 3.1]. Пусть H — нормальная подгруппа груп-
пы G такая, что G/H p-нильпотентна, и P — силовская p-подгруппа группы H,
где p — простой делитель числа |G| и (|G|, p − 1) = 1. Если все максимальные
подгруппы группы P c∗-нормальны в G, то G p-нильпотентна. В частности, G
p-сверхразрешима.

Следствие 4.3 [25, теорема 2.3]. Пусть P — силовская p-подгруппа группы
G, где p — простой делитель числа |G| и (|G|, p − 1) = 1. Если любая макси-
мальная подгруппа группы P , не имеющая p-нильпотентного добавления в G,
S-вложена в G, то G p-нильпотентна.

Следствие 4.4 [6, теорема 1.7]. Пусть p — наименьшее простое число, де-
лящее |G|, и P — силовская p-подгруппа группы G. Если любая 2-максимальная
подгруппа группы P SS-квазинормальна в G и G A4-свободна, то G p-нильпо-
тентна.

Следствие 4.5 [24, теорема 3.5]. Пусть p — наименьшее простое число, де-
лящее |G|, и P — силовская p-подгруппа группы G. Если любая 2-максимальная
подгруппа группы P S-полуперестановочна в G и G A4-свободна, то G p-ниль-
потентна.

Следствие 4.6 [6, теорема 1.5]. Пусть F — насыщенная формация, содер-
жащая U. Тогда G ∈ F в том и только в том случае, когда существует нормаль-
ная подгруппа H группы G такая, что G/H ∈ F и для любого простого числа
p, делящего |H|, и любой P ∈ Sylp(H) любая максимальная подгруппа группы
P SS-квазинормальна в G.

Следствие 4.7 [26, теорема 2]. Пусть F — насыщенная формация, содер-
жащая U. Тогда G ∈ F в том и только в том случае, когда существует нормаль-
ная подгруппа H группы G такая, что G/H ∈ F и все максимальные подгруппы
любой силовской подгруппы группы H S-полуперестановочны в G.

Следствие 4.8 [23, теорема 4.1]. Пусть F — насыщенная формация, содер-
жащая U. Предположим, что G — группа с нормальной подгруппой H такой,
что G/H ∈ F. Если все максимальные подгруппы любой силовской подгруппы
группы H c∗-нормальны в G, то G ∈ F.

Следствие 4.9 [27, теорема 3.4]. Если все циклические подгруппы просто-
го порядка или порядка 4 группы G SS-квазинормальны в G, то G сверхразре-
шима.

Следствие 4.10 [26, теорема 3]. Пусть F — насыщенная формация, со-
держащая U. Тогда G ∈ F в том и только в том случае, когда существует
нормальная подгруппа H группы G такая, что G/H ∈ F и все циклические
подгруппы простого порядка или порядка 4 группы H S-полуперестановочны
в G.

Следствие 4.11 [20, теорема D]. Пусть F — насыщенная формация, со-
держащая U, и G — группа с нормальной подгруппой E такой, что G/E ∈ F.
Если для любой нециклической силовской подгруппы P группы E любая мак-
симальная подгруппа группы P или любая циклическая подгруппа H группы P
простого порядка или порядка 4 (когда P — неабелева 2-группа и H * Z∞(G))
n-вложена в G, то G ∈ F.
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Следствие 4.12 [9, теорема C]. Пусть F — насыщенная формация, со-
держащая U, и G — группа с нормальной подгруппой E такой, что G/E ∈ F.
Предположим, что для любой нециклической силовской подгруппы P группы E
любая максимальная подгруппа P или любая циклическая подгруппа H группы
P простого порядка или порядка 4

(
когда P — неабелева 2-группа иH * Z∞(G)

)
S-вложена в G. Тогда G ∈ F.

Следствие 4.13 [27, теорема 3.3]. Пусть F — насыщенная формация, со-
держащая U. Тогда G ∈ F в том и только в том случае, когда существует
нормальная подгруппа H группы G такая, что G/H ∈ F и все максимальные
подгруппы любой силовской подгруппы группы F ∗(H) SS-квазинормальны в G.

Следствие 4.14 [27, теорема 3.7]. Пусть F — насыщенная формация, со-
держащая U. Тогда G ∈ F в том и только в том случае, когда существует
нормальная подгруппа H группы G такая, что G/H ∈ F и все циклические под-
группы простого порядка или порядка 4 группы F ∗(H) SS-квазинормальны в
G.

Следствие 4.15 [26, теорема 2]. Пусть F — насыщенная формация, содер-
жащая U. Тогда G ∈ F в том и только в том случае, когда существует разреши-
мая нормальная подгруппаH группыG такая, чтоG/H ∈ F и все максимальные
подгруппы любой силовской подгруппы группы F (H) S-полуперестановочны в
G.

Следствие 4.16 [26, теорема 4]. Пусть F — насыщенная формация, со-
держащая U. Тогда G ∈ F в том и только в том случае, когда существу-
ет разрешимая нормальная подгруппа H группы G такая, что G/H ∈ F и
все циклические подгруппы простого порядка или порядка 4 группы F (H) S-
полуперестановочны в G.

Следствие 4.17 [23, теорема 4.3]. Пусть F — насыщенная формация, со-
держащая U. Предположим, что G — группа с нормальной подгруппой H такой,
что G/H ∈ F. Если все максимальные подгруппы любой силовской подгруппы
группы F ∗(H) c∗-нормальны в G, то G ∈ F.

Следствие 4.18 [20, теорема E]. Пусть F — насыщенная формация, содер-
жащая U, и G — группа с нормальной подгруппой E такой, что G/E ∈ F. Если
для любой нециклической силовской подгруппы P группы F ∗(E) любая макси-
мальная подгруппа группы P или любая циклическая подгруппа H группы P
простого порядка или порядка 4 (когда P — неабелева 2-группа и H * Z∞(G))
n-вложена в G, то G ∈ F.

Следствие 4.19 [9, теорема D]. Пусть F — насыщенная формация, содер-
жащая U, и G — группа с нормальной подгруппой E такой, что G/E ∈ F. Пред-
положим, что для любой нециклической силовской подгруппы P группы F ∗(E)
любая максимальная подгруппа группы P или любая циклическая подгруппа
H группы P простого порядка или порядка 4 (когда P — неабелева 2-группа и
H * Z∞(G)) S-вложена в G. Тогда G ∈ F.
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