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ГЛОБАЛЬНАЯ РАЗМЕРНОСТЬ

L–R–СКРУЧЕННЫХ СМЭШ–ПРОИЗВЕДЕНИЙ

П. Чжан, Ц. Ли, Л. Чжан

Аннотация. По H-бимодульной алгебре A построена новая алгебра A]H, назы-
ваемая L-R-скрученным смэш-произведением, и доказана теорема двойственности
для L-R-скрученных смэш-произведений, которая обобщает теорему двойственно-
сти Блаттнера и Монтгомери для смэш-произведений. С использованием теоремы
двойственности для L-R-скрученных смэш-произведений установлена взаимосвязь
между глобальной размерностью H-бимодульной алгебры A и ее L-R-скрученным
смэш-произведением A]H.
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§ 1. Введение и предварительные сведения

Понятие смэш-произведения оказалось чрезвычайно полезным в теории
градуированных колец. Обобщением смэш-произведения являются L-R-смэш-
произведение и скрученное смэш-произведение.

L-R-смэш-произведения введены и изучены в [1–4] с мотивацией и приме-
рами, идущими из теории деформационного квантования. Такое произведение
определяется следующим образом: если A — H-бимодульная алгебра, то L-
R-смэш-произведение A\H — это ассоциативная алгебра, заданная на A ⊗ H
следующей операцией:

(a\h)(b\g) = �(a ↼ g2)(h1 ⇀ b)\h2g1

для любых a, b ∈ A, g, h ∈ H.
Если правое H-действие A тривиально, то A\H совпадает с обычным смэш-

произведением A#H.
Скрученные смэш-произведения введены и изучены в [5] с мотивацией и

примерами, исходящими из теории дублей Дринфельда. Они определяются
следующим образом: если H — алгебра Хопфа с антиподом S, а A — H-
бимодульная алгебра, то крученное смэш-произведение A ?H — ассоциативная
алгебра, определенная на A⊗H при помощи следующего умножения:

(a ? h)(b ? g) = �a(h1 ↼ b ↼ S(h3)) ? h2g

для любых a, b ∈ A, g, h ∈ H.
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Заметим, что при участии H-бимодульных алгебр возникают две ассоциа-
тивные алгебры, которые имеют похожие алгебраические структуры, а потому
дают понятие L-R-скрученного смэш-произведения.

Цель настоящей статьи — построить L-R-скрученное смэш-произведение
для бимодульных алгебр и изучить глобальную размерность L-R-скрученного
смэш-произведения.

В 1995 г. Аусландер установил взаимосвязь между гомологической раз-
мерностью косой групповой алгебры �G и �. В последнее время повысился
интерес к изучению гомологической размерности алгебр смэш-произведения
или, более общо, смешанного произведения. К примеру, в [6] доказано, что
gl.dim(A#H) ≤ gl.dim(A), если H полупроста, где gl.dim(A) — левая глобаль-
ная размерность алгебры A; в [7] доказано, что gl.dim(A#H) = gl.dim(A), если
H и H∗ полупросты.

Статья организована следующим образом. В § 2 введено понятие L-R-
скрученного смэш-произведения и дано необходимое и достаточное условие то-
го, чтобы L-R-скрученное смэш-произведение было алгеброй. В § 3 приведена
теорема двойственности для L-R-скрученных смэш-произведений, обобщающая
теорему двойственности Блаттнера и Монтгомери для смэш-произведений. В § 4
изучается глобальная размерность L-R-скрученных смэш-произведений и обоб-
щается следующий результат: если H и H∗ полупросты, то gl.dim(A#H) =
gl.dim(A).

В данной статье все пространства являются k-пространствами над фик-
сированным полем k. В терминологии по коалгебрам, биалгебрам и алгебрам
Хопфа мы следуем книге Монтгомери [8]. Пусть C — коалгебра с коумножени-
ем �. Используем обозначение �(c) =

∑
c1 ⊗ c2 для любого c ∈ C. Антипод в

алгебре Хопфа H обозначается через S, а его обратный — через S−1.

§ 2. L-R-скрученные смэш-произведения

Определение. Пусть H — алгебра Хопфа с антиподом S, A — H-бимо-
дульная алгебра с левым H-модульным действием ⇀ и правым H-модульным
действием ↼. L-R-скрученное смэш-произведение A]H алгебры A с H — это
векторное пространство A⊗H с произведением

(a⊗ h)(b⊗ g) =
∑

(a ↼ g2)(h1 ⇀ b ↼ S(h3))⊗ h2g1 (2.1)

для любых a, b ∈ A, g, h ∈ H.

Далее предполагаем, что H — алгебра Хопфа с антиподом S, а A — H-
бимодульная алгебра со следующим условием:

∑
a ↼ h1 ⊗ h2 =

∑
a ↼ h2 ⊗ h1 для любых a ∈ A, h ∈ H. (†)

Предложение 1. L-R-скрученное смэш-произведение A\H является ал-
геброй с единицей 1A]1H тогда и только тогда, когда для любых a ∈ A, h, g ∈ H
выполняется равенство

a ↼ (S(h)g) = a ↼ (gS(h)). (‡)
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Доказательство. Легко видеть, что 1A]1H — единица в A]H. Если (‡)
выполняется, то для любых a, b, c ∈ A, h, l, k ∈ H имеем

[(a⊗ h)(b⊗ l)](c⊗ k) =
∑

[(a ↼ l2)(h1 ⇀ b ↼ S(h3))⊗ h2l1](c⊗ k)

=
∑

{[(a ↼ l4)(h1 ⇀ b ↼ S(h5))] ↼ k2}(h2l1 ⇀ c ↼ S(h4l3))⊗ h3l2k1

=
∑

(a ↼ l4k2)(h1 ⇀ b ↼ S(h5)k3)(h2l1 ⇀ c ↼ S(l3)S(h4))⊗ h3l2k1

(†)
=

∑
(a ↼ l3k2)(h1 ⇀ b ↼ S(h5)k3)(h2l1 ⇀ c ↼ S(l4)S(h4))⊗ h3l2k1,

(a⊗ h)[(b⊗ l)(c⊗ k)] =
∑

(a⊗ h)[(b ↼ k2)(l1 ⇀ c ↼ S(l3))⊗ l3k2]

=
∑

(a ↼ l3k2)(h1 ⇀ [(b ↼ k3)(l1 ⇀ c ↼ S(l4))] ↼ S(h3))⊗ h2l2k1

=
∑

(a ↼ l3k2)(h1 ⇀ (b ↼ k3) ↼ S(h5))(h2l1 ⇀ c ↼ S(l4)S(h4))⊗ h3l2k1

=
∑

(a ↼ l3k2)(h1 ⇀ b ↼ k3S(h5))(h2l1 ⇀ c ↼ S(l4)S(h4))⊗ h3l2k1

(‡)
=

∑
(a ↼ l3k2)(h1 ⇀ b ↼ S(h5)k3)(h2l1 ⇀ c ↼ S(l4)S(h4))⊗ h3l2k1,

а потому A\H — алгебра. Обратно, если A\H является алгеброй, то из ассоци-
ативности A\H для любых a, b, c ∈ A, h, l, k ∈ H имеем∑

(a ↼ l4k2)(h1 ⇀ b ↼ S(h5)k3)(h2l1 ⇀ c ↼ S(l3)S(h4))⊗ h3l2k1

=
∑

(a ↼ l3k2)(h1 ⇀ b ↼ k3S(h5))(h2l1 ⇀ c ↼ S(l4)S(h4))⊗ h3l2k1.

Положив в равенстве выше a = c = 1A, l = 1H , получаем∑
h1 ⇀ b ↼ S(h3)k2 ⊗ h2k1 =

∑
h1 ⇀ b ↼ k2S(h3)⊗ h2k1.

Таким образом,

b ↼ (S(h)k) =
∑

b ↼ (S(h2)k2)ε(h1k1) =
∑

S(h1)h2 ⇀ b ↼ S(h4)k2ε(h3k1)

=
∑

S(h1)h2 ⇀ b ↼ k2S(h4)ε(h3k1) = b ↼ (kS(h)).

Легко показать, что A и H являются подалгебрами в A]H с отображениями
включения i : A → A]H, a 7→ a]1H , и j : H → A]H, h 7→ 1A]h, соответственно.
Кроме того, i и j — гомоморфизмы алгебр.

Пример. Пусть (H,σ) — коквазитреугольная алгебра Хопфа, как в [8].
Определим два действия на H:

x ⇀ h =
∑

σ(x, h1)h2; h ↼ x =
∑

σ(h2, S(x))h1.

Ввиду [4] (H,σ,⇀,↼) является H-бимодульной алгеброй. Предположим,
что H кокоммутативна. Тогда H коммутативна, поскольку для любых x, y ∈ H
имеем

xy =
∑

x1y1ε(x2y2) =
∑

x1y1σ(x2, y2)︸ ︷︷ ︸σ−1(x3, y3)

=
∑

σ(x1, y1)y2x2σ
−1(x3, y3) =

∑
y1x1σ(x2, y2)σ−1(x3, y3) = yx.

Таким образом, условия (†) и (‡) выполняются. Следовательно, имеем L-
R-скрученное смэш-произведение H]H с умножением, заданным правилом

(h]x)(g]y) =
∑

σ(h2, S(y2))σ(x1, g1)σ(g3, x3)h1g2]x2y1.
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§ 3. Теорема двойственности
для L-R-скрученных смэш-произведений

В данном параграфе H — конечномерная алгебра Хопфа с биективным
антиподом S, A — H-бимодульная алгебра, удовлетворяющая условиям (†) и
(‡), а A]H — L-R-скрученное смэш-произведение. Покажем, что (A]H)#H∗ ∼=
End(A]H)A, где A]H — правыйA-модуль посредством умножения, а End(A]H)A
обозначает алгебру правых A-модульных эндоморфизмов.

Лемма 1. A]H является левой H∗-модульной алгеброй, заданной прави-
лами:

f ⇀ (a]h) = a](f ⇀ h) =
∑

a]h1〈f, h2〉
для любых f ∈ H∗, a ∈ A, h ∈ H.

Доказательство. Во-первых, покажем, что A]H является левым H∗-
модулем: для любых f, g ∈ H∗, h ∈ H имеем

1H∗ ⇀ (a]h) =
∑

a]h1〈ε, h2〉 = a]h,

(fg) ⇀ (a]h) =
∑

a]h1〈fg, h2〉 =
∑

a]h1〈f, h2〉〈g, h3〉 = f ⇀ (g ⇀ (a]h)).

Более того, следующие вычисления показывают, что A]H является левой
H∗-модульной алгеброй. Действительно, для любых f ∈ H∗, a, b ∈ A, h, l ∈ H
имеем∑

(f1 ⇀ (a]h))(f2 ⇀ (b]l)) =
∑

(a]h1)〈f1, h2〉(b]l1)〈f2, l2〉

=
∑

(a]h1)(b]l1)〈f1, h2〉〈f2, l2〉 =
∑

(a ↼ l2)(h1 ⇀ b ↼ S(h3))]h2l1〈f1, h4〉〈f2, l3〉

=
∑

(a ↼ l2)(h1 ⇀ b ↼ S(h3))]h2l1〈f, h4l3〉
(†)
=

∑
(a ↼ l3)(h1 ⇀ b ↼ S(h4))]h2l1〈f, h3l2〉

=
∑

f ⇀ ((a ↼ l2)(h1 ⇀ b ↼ S(h3))]h2l1) = f ⇀ ((a]h)(b]l)),

f ⇀ (1A]1H) = εH∗(f)(1A]1H).

Лемма 2. Отображение α : (A]H)#H∗ → End(A]H)A является гомомор-
физмом алгебр, определенным правилом:

α((x]h)#f)(y]g) = (x]h)(y](f ⇀ g))

для любых f ∈ H∗, x, y ∈ A, h, g ∈ H.
Доказательство. Во-первых, для любых h, g ∈ H, a, b, w ∈ A и f ∈ H∗

имеем

α((a]h)#f)((b]g) ↼ w) = α((a]h)#f)((b]g)(w]1H))

=
∑

α((a]h)#f)(b(g1 ⇀ w ↼ S(g3))]g2)=
∑

(a]h)(b(g1 ⇀ w ↼ S(g4))]g2〈f, g3〉)

=
∑

(a ↼ g3)(h1 ⇀ (b(g1 ⇀ w ↼ S(g5))) ↼ S(h3))]h2g2〈f, g4〉

=
∑

(a ↼ g3)(h1 ⇀ b ↼ S(h5))(h2g1 ⇀ w ↼ S(g5)S(h4))]h3g2〈f, g4〉

=
∑

(a ↼ g3)(h1 ⇀ b ↼ S(h5))(h2g1 ⇀ w ↼ S(h4g5))]h3g2〈f, g4〉
(†)
=

∑
(a ↼ g4)(h1 ⇀ b ↼ S(h5))(h2g1 ⇀ w ↼ S(h4g3))]h3g2〈f, g5〉

= α((a]h)#f)((b]g)) ↼ w,
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поэтому Imα ∈ End(A]H)A.
Проверим, что α является гомоморфизмом алгебр. Действительно, для

любых a, b, x ∈ A, h, l, y ∈ H и f, g ∈ H∗ имеем

α((a]h)#f)((b]l)#g))(x]y) =
∑

α((a]h)(f1 ⇀ (b]l))#f2g)(x]y)

=
∑

α((a]h)(b]l1)〈f1, l2〉#f2g)(x]y)

=
∑

α((a ↼ l2)(h1 ⇀ b ↼ S(h3)]h2l1)#f2g)(x]y)〈f1, l3〉

=
∑

((a ↼ l2)(h1 ⇀ b ↼ S(h3))]h2l1)(x](f2g ⇀ y))〈f1, l3〉

=
∑

((a ↼ l2)(h1 ⇀ b ↼ S(h3)]h2l1))(x]y1)〈f2g, y2〉〈f1, l3〉

=
∑

(((a ↼ l4)(h1 ⇀ b ↼ S(h5))) ↼ y2)(h2l1 ⇀ x ↼ S(h4l3))]h3l2y1

× 〈f2g, y3〉〈f1, l5〉

=
∑

((a ↼ l4y2)(h1 ⇀ b ↼ S(h5)y3)(h2l1 ⇀ x ↼ S(h4l3)))]h3l2y1

× 〈f2g, y4〉〈f1, l5〉

=
∑

((a ↼ l4y2)(h1 ⇀ b ↼ S(h5)y3)(h2l1 ⇀ x ↼ S(l3)S(h4)))]h3l2y1

× 〈f2, y4〉〈f1, l5〉〈g, y5〉,

α((a]h)#f)α((b]l)#g)(x]y) = α((a]h)#f)((b]l)(x](g ⇀ y)))
= α((a]h)#f)((b]l)(x]y1))〈g, y2〉

= α((a]h)#f)((b ↼ y2)(l1 ⇀ x ↼ S(l3))]l2y1)〈g, y3〉

=
∑

(a]h)(((b ↼ y2)(l1 ⇀ x ↼ S(l3)))](f ⇀ (l2y1)))〈g, y3〉

=
∑

(a]h)(((b ↼ y3)(l1 ⇀ x ↼ S(l4)))]l2y1)〈f, l3y2〉〈g, y4〉

=
∑

(a ↼ l3y2)(h1 ⇀ ((b ↼ y4)(l1 ⇀ x ↼ S(l5))) ⇀ S(h3))]h2l2y1

× 〈f, l4y3〉〈g, y5〉

=
∑

(a ↼ l3y2)(h1 ⇀ b ↼ y4S(h5))(h2l1 ⇀ x ↼ S(l5)S(h4))]h3l2y1

× 〈f, l4y3〉〈g, y5〉
(†)
=

∑
((a ↼ l4y2)(h1 ⇀ b ↼ y3S(h5))(h2l1 ⇀ x ↼ S(l3)S(h4)))]h3l2y1

× 〈f1, l5〉〈f2, y4〉〈g, y5〉
(‡)
=

∑
((a ↼ l4y2)(h1 ⇀ b ↼ S(h5)y3)(h2l1 ⇀ x ↼ S(l3)S(h4)))]h3l2y1

× 〈f1, l5〉〈f2, y4〉〈g, y5〉.

Пусть fi — базис H, а ψi — дуальный базис в H∗ такой, что 〈fi, ψj〉 = δij для
всех i, j. Тогда ∑

fi〈ψi, h〉 = h,
∑

〈φ, fi〉ψi = φ

для любых h ∈ H,φ ∈ H∗.
Определим линейное отображение β : End(A]H)A → (A]H)#H∗ при помо-

щи
β : T 7→

∑
(T (1]fi(2))(1]S−1(fi(1)))#ψi.
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Лемма 3. Отображения α и β взаимно обратные.
Доказательство. Нам необходимо проверить, что

β ◦ α = id(A]H)#H∗ , α ◦ β = idEnd(A]H)A .

Действительно, для любых x ∈ A, h ∈ H и φ ∈ H∗ имеем

β ◦ α((x]h)#φ) =
∑

α((x]h)#φ)(1]fi(2))(1]S−1(fi(1)))#ψi

=
∑

((x]h)(1]fi(2))(1]S−1(fi(1))))#ψi〈φ, fi(3)〉

=
∑

((x ↼ fi(3))]hfi(2))(1]S−1(fi(1))))#ψi〈φ, fi(4)〉

=
∑

((x ↼ fi(4)S
−1(fi(1)))]hfi(3)S−1(fi(2)))#ψi〈φ, fi(5)〉

=
∑

(x]h)#ψi〈φ, fi〉 = (x]h)#φ

и для любого T ∈ End(A]H)A

α ◦ β(T )(x]h) =
∑

α(T (1]fi(2))(1]S−1(fi(1)))#ψi)(x]h)

=
∑

(T (1]fi(2))(1]S−1(fi(1))))(x](ψi ⇀ h))

=
∑

T (1]fi(2))(1]S−1(fi(1)))(x]h1)〈ψi, h2〉

=
∑

T (1]fi(4))((S−1(fi(3)) ⇀ x ↼ fi(1))]S−1(fi(2))h1)〈ψi, h2〉

=
∑

T (1]h5)(S−1(h4) ⇀ x ↼ h2]S
−1(h3)h1)

(†)
=

∑
T (1]h5)(S−1(h4) ⇀ x ↼ h3]S

−1(h2)h1)

=
∑

T (1]h3)(S−1(h2) ⇀ x ↼ h1]1) =
∑

T ((1]h3)(S−1(h2) ⇀ x ↼ h1]1))

=
∑

T (h3S
−1(h2) ⇀ x ↼ h1S(h5)]h4) =

∑
T ((y ↼ h1S(h3))]h2) = T (y]h),

где использован тот факт, что T является правым A-модульным морфизмом.
В соответствии с доказанными выше леммами получается

Теорема 1 (теорема двойственности для L-R-скрученных смэш-произведе-
ний). Пусть H — конечномерная алгебра Хопфа, A — H-бимодульная алгебра,
а A]H — L-R-скрученное смэш-произведение. Тогда существует канонический
изоморфизм между алгебрами (A]H)#H∗ и End(A]H)A:

(A]H)#H∗ ∼= End(A]H)A.

Предложение 2. Существует следующий изоморфизм правых A-моду-
лей:

ϕ : A]H → H ⊗A, a]h 7→
∑

h2 ⊗ S−1(h1) ⇀ a ↼ h3

для любых a ∈ A, h ∈ H.
Доказательство. Очевидно, L-R-скрученное смэш-произведение A]H —

это правый A-модуль по умножению, и легко показать, что тензорное произве-
дение A⊗H является правым A-модулем, определенным правилом

(h⊗ a) ↼ b = h⊗ ab.

Пусть θ : H ⊗A→ A]H, h⊗ a 7→
∑

(h1 ⇀ a ↼ S(h3))]h2. Легко доказать, что θ
— правый A-модульный морфизм такой, что θ ◦ ϕ = idA]H , ϕ ◦ θ = idH⊗A.

По теореме 1 и предложению 2 получаем следствие, которое будет очень
полезно в § 4.
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Следствие 1. Пусть H — конечномерная алгебра Хопфа, A — H-бимо-
дульная алгебра и A]H — L-R-скрученное смэш-произведение. Тогда существу-
ет канонический изоморфизм между алгебрами (A]H)#H∗ и Mn(A):

(A]H)#H∗ ∼= Mn(A),
где Mn(A) обозначает алгебру n× n-матриц над A.

Если правое действие тривиально, то L-R-скрученное смэш-произведение
является обычным смэш-произведением, поэтому получаем теорему Блаттнера
и Монтгомери.

Следствие 2. Пусть H — конечномерная алгебра Хопфа, A — левая H-
модульная алгебра и A#H — смэш-произведение. Тогда

(A#H)#H∗ ∼= Mn(A).

§ 4. Глобальная размерность
L-R-скрученных смэш-произведений

В данном параграфе H обозначает конечномерную алгебру Хопфа, A — H-
бимодульную алгебру, а A]H — L-R-скрученное смэш-произведение. Прямыми
вычислениями получаем следующую формулу:

a]h =
∑

(a ↼ S−1(h2)]1)(1]h1).

Пусть аналогично предложению 2 из [9] V , W — левые A]H-модули. Если
λ : V → W — A-модульный морфизм, то легко доказать, что отображение
λ̃ : V → W , определенное правилом v 7→

∑
S(t1) · λ(t2 · v), является A]H-

модульным морфизмом, где t — ненулевой правый интеграл.

Предложение 3. Пусть H — конечномерная полупростая алгебра Хопфа
и P — левый A]H-модуль. Тогда P — проективный левый A]H-модуль тогда и
только тогда, когда P — проективный левый A-модуль.

Доказательство. Предположим, что P является проективным левым
A]H-модулем. Поскольку A]H — свободный левый A-модуль, P — проективный
левый A-модуль.

Обратно, для любых A]H-модулей M,N пусть g : M → N и h : P → N
— два A]H-модульных морфизма таких, что g сюръективен. Чтобы доказать
проективность P как левого A]H-модуля, достаточно найти отображение f̃ ∈
HomA]H(P,M), удовлетворяющее h = g ◦ f̃ .

Так как A иH — подалгебры в A]H, тоM,N являются левыми A-модулями,
а h, g — A-модульный и H-модульный морфизмы. Поскольку P проективен как
левый A-модуль, существует отображение f ∈ HomA(P,M) такое, что h = g ◦ f .
Определим f̃(p) =

∑
S(t1) ·f(t2 ·p) для любого p ∈ P , где t — ненулевой правый

интеграл и ε(t) = 1. Тогда f̃ является A]H-гомоморфизмом таким, что

gf̃(p) =
∑

g(S(t1) · f(t2 · p)) =
∑

S(t1) · gf(t2 · p)

=
∑

S(t1) · h(t2 · p) =
∑

h(S(t1)t2 · p) = h(ε(t)p) = h(p).
Следовательно, P — проективный левый A]H-модуль, что завершает дока-

зательство.

Из доказательства достаточности в предложении 3 получаем
Замечание. ПустьH — конечномерная полупростая алгебра Хопфа иQ—

левый A]H-модуль. Если Q инъективен как A-модуль, то он также инъективен
как A]H-модуль.
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Лемма 4. Пусть H — конечномерная полупростая алгебра Хопфа и M —
правый A]H-модуль. Тогда M является плоским правым A]H-модулем тогда и
только тогда, когда M является плоским правым A-модулем.

Доказательство. Пусть M — плоский правый A]H-модуль. Рассмотрим
точную последовательность правых A]H-модулей

0 → K −→ F −→M → 0,

где F свободен как правый A]H-модуль. Так как A]H является свободным
правым A-модулем, то и F свободен как правый A-модуль. Из теоремы 3.62
в [10] легко получается, что M — плоский правый A-модуль.

Обратно, предположим, что M — плоский правый A-модуль. Мы рассмат-
риваем Q (поле рациональных чисел) и Z (кольцо целых чисел) как Z-модули.
Модуль M∗ = HomZ(M,Q/Z) определяется естественным образом как левый
A]H-модуль и левый A-модуль, что индуцируется правым A-модулем M (см.
[10]). Таким образом, M∗ инъективен как левый A-модуль (см. предложение
3.54 из [10]). По замечанию вышеM∗ также инъективен как левый A]H-модуль.
Отсюда следует, что M является плоским как правый A]H-модуль.

Лемма 5 [6, следствие 4.1]. Пусть H — конечномерная полупростая алгеб-
ра Хопфа. Тогда gl.dim(A#H) ≤ gl.dim(A).

Лемма 6 [11, лемма 2]. Пусть A — левая H-модульная алгебра и M — пра-
вый A#H-модуль. Предположим, что H∗ унимодулярна, t ∈

∫
H (пространство

левых интегралов в H) такой, что t · c = 1A для некоторого c ∈ Z(A) (центр A).
Тогда M является плоским правым A#H-модулем тогда и только тогда, когда
M плоский как правый A-модуль.

Теорема 2. Предположим, что H и H∗ полупросты. Тогда
(i) gl.dim(A]H) = gl.dim(A),
(ii) w.dim(A]H) = w.dim(A).
Доказательство. (i) Если левая глобальная размерность A бесконечна,

то результат очевиден. Предположим, что левая глобальная размерность A
конечна: gl.dimA = n. Для любого A]H-модуля N рассмотрим любую его
проективную резольвенту

PN : . . . Pn
dn−→ Pn−1 −→ · · · −→ P0

d0−→ N → 0.

По предложению 3 PN также является проективной резольвентой для N как
A-модуля. Следовательно, его n-я сизигия проективна как A-модуль, а потому
и проективна как A]H-модуль. Отсюда p.dim(N) ≤ n, а значит, gl.dim(A]H) ≤
gl.dim(A).

Заметим, что A]H является левой H∗-модульной алгеброй по лемме 1. По
лемме 5 gl.dim(A#H) ≤ gl.dim(A), поэтому gl.dim((A]H)#H∗) ≤ gl.dim(A]H).
Так как (A]H)#H∗ ∼= Mn(A) по следствию 1, а Mn(A) Морита-эквивалентна A,
по лемме 5

gl.dim(A) = gl.dim((A]H)#H∗) ≤ gl.dim(A]H) ≤ gl.dim(A).

Последнее влечет gl.dim(A]H) = gl.dim(A).
(ii) Аналогично можно доказать, что w.dim(A]H) ≤ w.dim(A).
Обратно, поскольку H полупроста, существует t ∈

∫
H такой, что ε(t) 6= 0.

Выберем t ∈
∫
H с условием ε(t) = 1, тогда существует c ∈ Z(A) такой, что t · c =
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1A. Поэтому по лемме 6 w.dim(A#H) ≤ w.dim(A), откуда w.dim((A]H)#H∗) ≤
w.dim(A]H). Следствие 1 влечет равенство w.dim(A) = w.dim((A]H)#H∗),
стало быть,

w.dim(A) = w.dim((A]H)#H∗) ≤ w.dim(A]H) ≤ w.dim(A)

и w.dim(A]H) = w.dim(A).

Следствие 3. Предположим, что H и H∗ полупросты. Тогда
(i) A]H полупроста (наследственна) тогда и только тогда, когда A полу-

проста (наследственна);
(ii) A]H является алгеброй фон Неймана тогда и только тогда, когда A

является алгеброй фон Неймана.
Замечание. (1) Напомним, что H и H∗ полупросты тогда и только тогда,

когда S2 = id и dimH 6= 0 над k по [12, следствие 3.2]. Поэтому при S2 = id и
dim(H) 6= 0 над k алгебры H и H∗ полупросты, а значит, имеет место теорема 2.

(2) Если правое действие бимодульной алгебры A тривиально, то L-R-
скрученное смэш-произведение является обычным смэш-произведением A#H,
откуда

(i) gl.dim(A#H) = gl.dim(A),
(ii) w.dim(A#H) = w.dim(A).
В этом случае A#H полупроста (наследственна) тогда и только тогда, ко-

гда A полупроста (наследственна), а A#H является алгеброй фон Неймана
тогда и только тогда, когда A является алгеброй фон Неймана.

(3) Для L-R-скрученного смэш-произведения A]H получаем теорему Маш-
ке в следующем виде: предположим, что H и H∗ полупросты; если A полупро-
ста, то A]H также полупроста.

(4) Предположим, что (H,σ) — кокоммутативная коквазитреугольная ал-
гебра Хопфа. Тогда из приведенного примера имеем L-R-скрученное смэш-
произведение H]H, а потому снова по (1) и (3) H]H полупроста.
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