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О ПОДОБИИ ЛИНЕЙНЫХ

ОПЕРАТОРОВ В Lp ИНТЕГРАЛЬНЫМ

ОПЕРАТОРАМ 1–ГО ИЛИ 2–ГО РОДА

В. Б. Коротков

Аннотация. Построен пример компактного оператора 3-го рода в Lp (p 6= 2), не
подобного никаким интегральным операторам 1-го или 2-го рода. Этот пример по-
казывает, что не каждое линейное интегральное уравнение 3-го рода в Lp (p 6= 2)
может быть сведено линейной непрерывной обратимой заменой к эквивалентному
интегральному уравнению 1-го или 2-го рода. Пример доказывает также невозмож-
ность характеризации интегральных и карлемановских интегральных операторов в
Lp (p 6= 2) в терминах спектра и его компонент.

Ключевые слова: почти компактный оператор, интегральный оператор 1-го, 2-го
и 3-го родов в Lp, интегральное уравнение 1-го, 2-го и 3-го родов в Lp, подобные
операторы, предельный спектр.

Пусть (X,µ) — пространство с положительной σ-конечной мерой µ,Lp =
Lp(X,µ), ‖ · ‖ — норма в Lp. Через B(Lp) обозначим совокупность всех линей-
ных непрерывных операторов, действующих из Lp в Lp, через T ∗ — оператор,
сопряженный к оператору T ∈ B(Lp), через 1 — тождественный оператор.

Определение 1. Оператор T ∈ B(Lp) называется интегральным, если
существует определенная на X × X (µ × µ)-измеримая (µ × µ)-почти всюду
конечная функция K(s, t) такая, что для всех f ∈ Lp

Tf(s) =
∫
X

K(s, t)f(t) dµ(t)

при почти всех s ∈ X (интеграл здесь и далее понимается в лебеговом смысле).
Если для почти всех s ∈ X∫

X

|K(s, t)|q dµ(t) <∞,
1
p

+
1
q

= 1,

то T называется карлемановским интегральным оператором.
Определение 2 [1, с. 5]. Оператор Mf(s) = a(s)f(s) +Df(s), f ∈ Lp, где

a(s) ∈ L∞(X,µ), D ∈ B(Lp) — интегральный оператор, называется интеграль-
ным оператором 3-го рода. В случае, когда a(s) = α 6= 0 для почти всех s ∈ X,
оператор M называется интегральным оператором 2-го рода; в случае, когда
a(s) = 0 для почти всех s ∈ X, — интегральным оператором 1-го рода.

Порожденные линейными интегральными уравнениями 1-го, 2-го и 3-го ро-
дов, интегральные операторы 1-го, 2-го и 3-го родов играют важную роль в
теории этих уравнений, а также в теории операторов и ее приложениях.
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Определение 3. Оператор W ∈ B(Lp) называется изоморфизмом, ес-
ли существует обратный W−1 ∈ B(Lp). Изоморфизм U ∈ B(L2) такой, что
U−1 = U∗, называется унитарным оператором. Замкнутые подпространстваG,
F пространства Lp называются изоморфными, если найдется линейный непре-
рывный взаимно однозначный оператор, отображающий G на F .

Определение 4. Говорят, что 1) T1 ∈ B(Lp) подобен T2 ∈ B(Lp), если
имеется изоморфизм W ∈ B(Lp) такой, что WT1W−1 = T2; 2) R1 ∈ B(L2)
унитарно эквивалентен R2 ∈ B(L2), если UR1U−1 = R2 для некоторого уни-
тарного оператора U ∈ B(L2).

Напомним еще, что по определению 0 принадлежит предельному спектру
σc(Q) оператора Q ∈ B(Lr), если в Lr существует ограниченная некомпактная
последовательность, которую Q отображает в последовательность, сходящуюся
к 0 по норме Lr.

В [2] Нейман доказал, что самосопряженный оператор S в L2(a, b) уни-
тарно эквивалентен карлемановскому интегральному оператору тогда и только
тогда, когда 0 ∈ σc(S). В [3, теорема 1; 4, теорема IV.3.6; 5, теорема 7.3] пока-
зано, что если L2 сепарабельно, мера µ не является чисто атомической (т. е.
в X имеется множество положительной меры, не содержащее атомов меры µ),
то T ∈ B(L2) унитарно эквивалентен карлемановскому интегральному опера-
тору в том и только в том случае, когда 0 ∈ σc(T ∗). Отсюда следует вывод
[6, с. 61, теорема 11]: если L2 — комплексное сепарабельное пространство, то лю-
бой оператор из B(L2) унитарно эквивалентен оператору вида λ1 +C, где C —
карлемановский интегральный оператор. Из [7, с. 754; 4, теорема I. 2.12] вытека-
ет, что всякий интегральный оператор из B(L2) унитарно эквивалентен карле-
мановскому интегральному оператору. В [8, следствие 1; 9, теорема 8] установ-
лено, что каждый интегральный оператор 3-го рода Mf(s) = a(s)f(s) + Df(s)
из B(L2) унитарно эквивалентен оператору α1 + L, где L — карлемановский
интегральный оператор, α — любое существенное значение функции a(s).

В связи с перечисленными результатами возникают следующие вопросы.
1. Будет ли каждый интегральный оператор 3-го рода из B(Lp) при p 6= 2

подобен карлемановскому интегральному (или хотя бы интегральному) опера-
тору 1-го или 2-го рода?

2. Можно ли всякое линейное интегральное уравнение 3-го рода в Lp (p 6= 2)
привести линейной непрерывной обратимой заменой к эквивалентному линей-
ному интегральному уравнению 1-го или 2-го рода в Lp?

3. Возможна ли характеризация интегральных и карлемановских инте-
гральных операторов в Lp, p 6= 2, в терминах спектра и его компонент?

Следующие теоремы 1, 2 и их следствия дают отрицательные ответы на
эти вопросы.

Определение 5 [10]. Оператор K ∈ B(Lp) называется почти компакт-
ным, если существует разбиение множества X на попарно не пересекающие-
ся измеримые множества Xn, n = 1, 2, . . . , такое, что PnK : Lp → Lp, n =
1, 2, . . . , — компактные операторы; здесь Pnf = χXnf , f ∈ Lp, χE — характери-
стическая функция множества E.

Теорема 1. Пусть 1 < p < ∞, p 6= 2, множество e, 0 < µe < ∞, не со-
держит атомов меры µ и в X \ e есть подмножество положительной меры без
атомов меры µ. Пусть Af = χef , f ∈ Lp, Z ∈ B(Lp) — произвольный компакт-
ный оператор. Тогда оператор τ = A+ Z не подобен никакому оператору вида
α1 +K, где K ∈ B(Lp) — почти компактный оператор, α — число.
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Доказательство. Предположим противное: найдется изоморфизм V ∈
B(Lp) такой, что V τV −1 = α1 + K. Рассмотрим всевозможные случаи: (1)
α = 0; (2) α = 1; (3) α 6= 0, α 6= 1.

(1) Пусть α = 0. Тогда V A = KV − V Z. Положим B = KV − V Z.
Имеем BLp(e) = V ALp(e) = V Lp(e). Так как V ∈ B(Lp) — изоморфизм,
H := V Lp(e) = BLp(e) — замкнутое подпространство Lp, изоморфное Lp(e).
Поскольку B — почти компактный оператор, найдется разбиение множества X
на попарно не пересекающиеся измеримые множества Xn, n = 1, 2, . . . , такое,
что PnB : Lp → Lp — компактный оператор для любого n; здесь Pnf = χXnf ,
f ∈ Lp. Из замкнутости Lp(Xn) = PnLp и принципа открытости отображе-
ния [11, теорема II.2.1] следует, что Hn := PnH — замкнутые подпространства
Lp. Далее, Hn = PnBLp(e), так что компактные операторы PnB отображают
замкнутое подпространство Lp(e) на замкнутые подпространства Hn. Зафик-
сируем n. Пусть Se — открытый шар в Lp(e).

В силу принципа открытости отображения PnBSe содержит шар. Так как
этот шар относительно компактен, по теореме Ф. Рисса Hn конечномерно. Име-
ем H = lp(Hn), где lp(Hn) — подпространство Lp, состоящее из всех f ∈ Lp,
представимых в виде

f =
∞∑
n=1

fn, fn ∈ Hn, n = 1, 2, . . . .

Итак, V Lp(e) = H = lp(Hn), dimHn < ∞, n = 1, 2, . . . , носители всех
функций из Hn содержатся в Xn, n = 1, 2, . . . . Отсюда получим противоречие.

Рассмотрим сначала случай p > 2. Пользуясь тем, что в e нет атомов ме-
ры µ, выберем равномерно ограниченную ортонормированную последователь-
ность функций {ym} с носителями в e (в качестве {ym} можно взять систему
обобщенных функций Радемахера {rm,e} с носителями в e (определение {rm,e}
см., например, в [4, с. 11, 12]). По теореме Римана — Лебега {ym} → 0 слабо в
Lp. Положим xm = V ym, m = 1, 2, . . . . Для любой подпоследовательности {yik}
и всех n имеем

n1/2 =

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

yik

∥∥∥∥∥
2

≤ (µe)γ‖V −1‖

∥∥∥∥∥
n∑

k=1

xik

∥∥∥∥∥, (1)

где γ = p−2
2p , ‖ · ‖2 — норма в L2. Так как для любого n оператор PnV : Lp(e) →

Hn конечномерный, он представим в виде

PnV f =
mn∑
j=1

(f, vj,n)wj,n, mn <∞,

где vj,n ∈ Lq, 1/p + 1/q = 1, wj,n ∈ Lp(Xn), j = 1, . . . ,mn. Покажем, что {xm}
сходится к 0 почти всюду. Из слабой сходимости {ym} к 0 получим для любого
n = 1, 2, . . .

Pnxm(s) = PnV ym(s) =
mn∑
j=1

(ym, , vj,n)wj,n(s) → 0

для почти всех s ∈ Xn.
Докажем, что из {xm} можно выделить подпоследовательность {xik} так,

чтобы ∥∥∥∥∥
n∑

k=1

xik

∥∥∥∥∥ ≤ C1/pn1/p, n = 1, 2, . . . . (2)
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Поскольку {xm} → 0 почти всюду, по теореме Егорова найдется возрастающая
к X последовательность множеств Fj , j = 1, 2, . . . , с конечными положитель-
ными мерами такая, что {xm} → 0 равномерно на каждом Fj . Построим под-
последовательность {xik}, удовлетворяющую (2), по аналогии с построениями
в доказательстве теоремы 3 в [12, гл. XII, с. 201]. Положим xi1 = x1, s1 = xi1 .
Пусть номер j1 такой, что ∫

X\Fj1

|s1|p dµ ≤ 1.

Пользуясь равномерной сходимостью {xm} к 0 на Fj1 , выберем xi2 так, чтобы∫
Fj1

|s1 + xi2 |p dµ ≤
∫
Fj1

|s1|p dµ+ 1.

Пусть xi1 , . . . , xin−1 , Fj1 , . . . , Fjn−1 найдены так, что∫
X\Fjm−1

|sm−1|p dµ ≤ 1, m = 2, . . . , n, (3)

∫
Fjm−2

|sm−2 + xim−1 |p dµ ≤
∫

Fjm−2

|sm−2|p dµ+ 1, m = 3, . . . , n,

где sm =
m∑
k=1

xik . Снова, пользуясь равномерной сходимостью {xm} к 0 на Fjn−1 ,

выберем xin так, чтобы∫
Fjn−1

|sn−1 + xin |p dµ ≤
∫

Fjn−1

|sn−1|p dµ+ 1. (4)

В силу (4), неравенства Гёльдера и (3)

‖sn‖p = ‖sn−1 + xin‖p =
∫

Fjn−1

|sn−1 + xin |p dµ+
∫

X\Fjn−1

|sn−1 + xin |p dµ

≤
∫

Fjn−1

|sn−1|p dµ+ 1 +

[( ∫
X\Fjn−1

|sn−1|p dµ

)1/p

+

( ∫
X\Fjn−1

|xin |p dµ

)1/p]p
≤ ‖sn−1‖p + 1 + [1 +M ]p,

где M = sup
m=1,2,...

‖xm‖. Пусть C = 1 + [1 + M ]p, тогда ‖sn‖p ≤ ‖sn−1‖p +

C. Отсюда ‖sn‖p ≤ Cn, n = 1, 2, . . . , и неравенство (2) доказано. Так как
неравенства (1) и (2) несовместимы при p > 2, получаем противоречие.

Пусть 1 < p < 2. Как показано выше, Lp(e) изоморфно lp(Hn), dimHn <∞,
n = 1, 2, . . . , и носители всех функций из Hn содержатся в Xn, n = 1, 2, . . . .
В силу предложения С.4.2 из из [13, с. 30]

(lp(Hn))∗ = lq
(
H∗
n

)
,

1
p

+
1
q

= 1,
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при этом dimH∗
n = dimHn < ∞, n = 1, 2, . . . , и носители всех функций из H∗

n

содержатся в Xn, n = 1, 2, . . . . Следовательно, Lq(e) = (Lp(e))∗ изоморфно
lq
(
H∗
n

)
, q > 2, что по доказанному невозможно.

(2). Пусть α = 1. Имеем V A = V +B и V (1−A) = −B.
Положив

A1f = (1−A)f = χX\ef, f ∈ Lp,

получим V A1 = −B. Пусть g ⊂ X \ e, 0 < µg < ∞, и в g нет атомов меры µ.
Тогда

V Lp(g) = V A1Lp(g) = −BLp(g),

и доказательство завершается повторением доказательства в случае (1).
(3). Имеем V τ = αV +KV . Отсюда V A+ V Z = αV +KV и V (A − α1) =

KV − V Z = B. Спектр A = {0; 1} и α 6= 0, α 6= 1, поэтому A − α1 — изо-
морфизм, следовательно, V (A− α1) — изоморфизм. Значит, B — изоморфизм.
Поскольку B — почти компактный оператор, все операторы PnB компактны.
Выберем номер j и множество E ⊂ Xj так, чтобы 0 < µE <∞ и E не содержало
атомов меры µ. Рассмотрим равномерно ограниченную ортонормированную си-
стему обобщенных функций Радемахера {rm,E}, носители которых совпадают
с E (определение {rm,E} см., например, в [4, с. 11, 12]). По теореме Римана —
Лебега {rm,E} → 0 слабо в Lq. Так как PjB : Lp → Lp — компактный оператор,
‖B∗rm,E‖q = ‖B∗Pjrm,E‖q → 0 при m → ∞; здесь ‖ · ‖q — норма в Lq. Но
‖rm,E‖q = (µE)1/q−1/2, m = 1, 2, . . . , поэтому B∗ и B не являются изоморфиз-
мами. Полученное противоречие завершает доказательство теоремы.

Теорема 2. Пусть 1 < p <∞, p 6= 2, множество e удовлетворяет условиям
теоремы 1, Af = χef , f ∈ Lp, Y ∈ B(Lp) — произвольный почти компактный
оператор, τ̃ = A+ Y . Тогда для любого изоморфизма W ∈ B(Lp) оператор τ̃W
не может быть представлен в виде α1+K, где K — почти компактный оператор.

Доказательство. Допустим, что существует изоморфизм W ∈ B(Lp) та-
кой, что τ̃W = α1+K. Тогда AW = α1+K−YW . Положим V = W−1. Имеем
A = αV +KV −Y . Пусть B̃ = KV −Y . Оператор B̃ почти компактен, следова-
тельно, найдется разбиение {Xn} множества X на попарно не пересекающиеся
измеримые множества такое, что все операторы PnB̃ : Lp → Lp компактны;
здесь Pnf = χXnf , f ∈ Lp. Рассмотрим случаи α = 0, α 6= 0. В первом случае
Lp(e) = ALp(e) = B̃Lp(e). Выберем номер j так, чтобы µ(e∩Xj) > 0. Положим
E = e ∩ Xj и рассмотрим систему обобщенных функций Радемахера {rm,E},
носители которых совпадают с E. Имеем

‖rm,E‖ = (µE)1/p−1/2, m = 1, 2, . . . .

С другой стороны,

rm,E = Pjrm,E = PjArm,E = PjB̃rm,E → 0

по норме Lp при m → ∞, так как PjB̃ : Lp → Lp — компактный оператор и
{rm,E} → 0 слабо в Lp по теореме Римана — Лебега. Перейдем ко второму
случаю. Пусть g ⊂ X \ e, 0 < µg <∞ и в g нет атомов меры µ. Тогда

V Lp(g) =
1
α

(A− B̃)Lp(g) = − 1
α
B̃Lp(g),

что также невозможно (это следует из доказательства теоремы 1, случай (2)).
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Следствие 1. Пусть 1 < p < ∞, p 6= 2. Тогда для любого изоморфизма
W ∈ B(Lp) оператор WτW−1 не представим в виде α1 +R, где R — интеграль-
ный оператор.

Следствие 1 непосредственно вытекает из теоремы 1, так как любой инте-
гральный оператор из B(Lp) почти компактен [14; 15].

Аналогично из теоремы 2 получаем

Следствие 2. Пусть 1 < p < ∞, p 6= 2. Тогда для любого изоморфизма
W ∈ B(Lp) оператор τ̃W не представим в виде α1 + R, где R — интегральный
оператор.

Из следствий 2 и 1 вытекает

Следствие 3. Пусть 1 < p <∞, p 6= 2, и τ̃ = A+Q, где Q ∈ B(Lp) — инте-
гральный оператор. Тогда интегральное уравнение 3-го рода (A+Q)x = f ∈ Lp
не может быть сведено заменой y = Wx, где W ∈ B(Lp) — изоморфизм, к
эквивалентному линейному интегральному уравнению в Lp 1-го или 2-го ро-
да. Если Q — компактный интегральный оператор, аналогичное утверждение
справедливо для замены y = Wx, h = Wf .

Следствие 4. При p 6= 2 невозможна характеризация интегральных и
карлемановских интегральных операторов из B(Lp) в терминах спектра и его
компонент.

В самом деле, положив в теореме 1 Z = 0, получим в силу следствия 1,
что A не подобен никакому интегральному оператору, хотя KerA = Lp(X \e, µ),
KerA∗ = Lq(X \ e, µ).

Замечание 1. Условие неатомичности меры µ в статье существенно: каж-
дый оператор из B(lp) является карлемановским интегральным оператором
[16, с. 400].

Замечание 2. Если X не имеет атомов меры µ (например, X — измеримое
по Лебегу множество евклидова пространства, µ — мера Лебега), в качестве e
в теоремах 1, 2 и следствиях 1–4 можно выбрать любое множество ненулевой
меры с дополнением ненулевой меры.

Замечание 3. Из следствия 3 заключаем, что следствие 1.6.12 в [4, с. 56]
неверно при p 6= 2.
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