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ОБОБЩЕННОЕ ФУНКЦИОНАЛЬНОЕ

ИСЧИСЛЕНИЕ ТИПА ХИЛЛЕ ––– ФИЛЛИПСА

ДЛЯ МНОГОПАРАМЕТРИЧЕСКИХ ПОЛУГРУПП

О. В. Лопушанский, С. В. Шарин

Аннотация. Для генераторов n-параметрических сильно непрерывных полугрупп
операторов, действующих в банаховом пространстве, построено функциональное
исчисление типа Хилле — Филлипса, использующее в качестве символов аналити-
ческие функции из образа преобразования Лапласа сверточной алгебры медленно
растущих обобщенных функций с носителями в положительном конусе Rn+. Об-
раз такого исчисления описан с помощью коммутанта полугруппы сдвигов вдоль
конуса. Рассмотрены дифференциальные свойства исчисления и примеры.

Ключевые слова: исчисление Хиллe — Филлипса, обобщенные функции медлен-
ного роста, преобразование Лапласа.

1. Введение

Функциональное исчисление Хилле — Филлипса, построенное в [1], придает
содержание символу f(A) в случае, если A — генератор C0-полугруппы 0 ≤
t 7−→ T (t) в некотором банаховом пространстве E, а f принадлежит алгебре Aω

комплекснозначных аналитических функций вида f(z) =
∞∫
0
etz dσ(t), Re z ≤ ω,

где σ принадлежит сверточной алгебре мер на [0,∞). При этом функциональное
исчисление рассматривается как отображение �A : f 7−→ f(A), где f(A)x =
∞∫
0
T (t)x dσ(t), x ∈ E, осуществляющее алгебраический гомоморфизм из алгебры

символов Aω в алгебру L (E) линейных непрерывных операторов.
Нельсон [2] и Балакришнан [3] распространили такое исчисление на более

широкие классы аналитических функций. А. Р. Миротин в серии работ [4–6]
построил функциональное исчисление для функций Бернштейна и исследовал
его свойства. Приложение исчисления Хиллe — Филлипса к гидрологии, в част-
ности, к моделированию движения приповерхностных вод рассмотрено в [7].

Мы строим обобщение функционального исчисления Хилле — Филлипса
для генераторов A = (A1, . . . , An) n-параметрических равномерно ограничен-
ных C0-полугрупп etA = et1A1+···+tnAn , действующих в некотором банаховом
пространстве E. Вместо алгебры мер на [0,∞) (рассмотренной в классическом
случае) используем сверточную алгебру Владимирова S′+ медленно растущих
обобщенных функций Шварца с носителями в Rn

+. В этом случае алгебра симво-
лов исчисления типа Хилле — Филлипса состоит из аналитических в трубчатой
комплексной области Cn

+ =
{
z = x + iy ∈ Cn : y ∈ int Rn

+
}

функций f̂ , яв-
ляющихся преобразованиями Лапласа распределений из S′+. Функциональное
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исчисление �A : f̂ 7−→ f̂(A) (теорема 2) определяем по формулам

f̂(A)x̂A =
∫

Rn+

etA(f ? x)(t) dt, x̂A =
∫

Rn+

etAx(t) dt,

где f ? x обозначает обобщение кросс-корреляции (см. формулу (2)) распреде-
ления f ∈ S′+ и E-значной функции x, носитель suppx которой лежит в поло-
жительном конусе Rn

+. Пространство ŜA всех элементов x̂A плотно в E (лемма
3). В отличие от классического случая оператор f̂(A) неограниченный на E и
имеет плотную область определения ŜA. Кроме того, справедливо равенство

∂̂kf(A)x̂A = (−1)|k|f̂(A)∂̂kxA, k ∈ Zn
+,

причем для нахождения выражения из правой стороны последнего равенства
можно воспользоваться теоремой 3.

Полученные результаты проиллюстрированы на примерах, в частности,
рассмотрен случай n-параметрической гауссовской полугруппы.

2. Основные понятия и обозначения

Пусть L (X) — пространство линейных непрерывных операторов над ло-
кально выпуклым пространством X, а X ′ — сопряженное к X пространство
линейных непрерывных функционалов. Далее пространства L (X) и X ′ наде-
ляем локально выпуклой топологией равномерной сходимости на ограниченных
подмножествах в X.

Для произвольных t, s ∈ Cn (или t, s ∈ Rn) и мультииндексов m, k ∈ Zn
+

используем обозначения: ts := t1s1 + · · ·+ tnsn, |t| :=
√
tt̄, |k| := k1 + · · ·+ kn,

m! := m1! . . .mn!, tm = tm1
1 . . . tmn

n и ∂k := ∂k1
1 · · · ∂knn , где ∂kjj := ∂kj

∂t
kj
j

, j = 1, . . . , n.

Для произвольных мультииндексов m, k ∈ Zn
+ запись m 4 k означает mj ≤ kj

для всех j = 1, . . . , n. Стандартный ортонормальный базис в Rn обозначаем
через e1, . . . , en.

Пусть Rn
+ := ×n

j=1[0,∞) — неотрицательный замкнутый конус в Rn. Сле-
дуя [1, 8], n-параметрическое семейство

{
U(t) : t ∈ Rn

+
}

ограниченных ли-
нейных операторов, действующих в банаховом пространстве (E, ‖ · ‖), назы-
ваем n-параметрической полугруппой операторов, если U(·) — отображение
U(·) : Rn

+ 7−→ L (E), удовлетворяющее условиям:
а) U(t+ s) = U(t) ◦ U(s) для всех t, s ∈ Rn

+,
б) U(0) = I — единичный оператор из L (E).
Полугруппу

{
U(t) : t ∈ Rn

+
}

называют сильно непрерывной (или C0-полу-
группой), если для всех x ∈ E справедливо равенство

lim
Rn+3t→0

‖U(t)x− x‖ = 0.

Коммутантом [U(t)]c полугруппы
{
U(t) : t ∈ Rn

+
}

называют подалгебру в
L (E) вида [U(t)]c :=

{
B ∈ L (E) : U(t) ◦B = B ◦ U(t) ∀t ∈ Rn

+
}
.

Каждой n-параметрической полугруппе
{
U(t) : t ∈ Rn

+
}

поставим в со-
ответствие маргинальные однопараметрические полугруппы {V (tj) := U(tej) :
tj ∈ R+}, j = 1, . . . , n. Тогда U(t) представляется в виде композиции U(t) =
V (t1) ◦ · · · ◦ V (tn) этих полугрупп, коммутирующих между собой (см. [1]).
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Генератор Aj маргинальной полугруппы {V (tj) : tj ∈ R+}, j = 1, . . . , n,
определяем по формуле

Ajx := lim
tj→+0

V (tj)x− x

tj
= ∂1

jV (tj)x |tj=+0, x ∈ D(Aj),

где D(Aj) состоит из всех x ∈ E, для которых приведенный выше предел
существует. Генератором полугруппы

{
U(t) : t ∈ Rn

+
}

называем оператор

A := (A1, . . . , An). Обозначим D(A) :=
n⋂

j=1
D(Aj).

Пусть
{
U(t) : t ∈ Rn

+
}

— C0-полугруппа. Тогда справедливы следующие
свойства (см. [8]):

а) если x ∈ D(Aj), то U(t)x ∈ D(Aj) и AjU(t)x = U(t)Ajx, j = 1, . . . , n;
б) если x ∈ E и t ∈ Rn

+, то U(t)x ∈ D(A) и D(A) плотно в E;
в) если x ∈ D(A), то AiAjx = AjAix для всех i, j = 1, . . . , n.
Чтобы подчеркнуть тот факт, что генератором полугруппы

{
U(t) : t ∈ Rn

+
}

является оператор A = (A1, . . . , An), в дальнейшем будем использовать стан-
дартное обозначение {etA}t∈Rn+ , где etA := et1A1 ◦ · · · ◦ etnAn , а {etjAj}tj≥0 —
соответствующая маргинальная полугруппа. Отметим, что это обозначение от-
нюдь не значит, что соответствующую полугруппу понимаем как операторную
экспоненту.

Пусть Sα,β обозначает банахово пространство функций на Rn с конечной
нормой

‖ϕ‖Sα,β := max
m4α; k4β

sup
t∈Rn

|tm∂kϕ(t)|, α, β,m, k ∈ Zn
+.

Каждое вложение Sα,β # Sη,γ при η 4 α и γ 4 β компактно (см. [9, 10]). По-
этому пространство Шварца S :=

⋂
α,β∈Zn+

Sα,β бесконечно дифференцируемых

быстро убывающих функций на Rn наделим топологией проективного преде-
ла lim prα,β Sα,β относительно этих вложений. Следовательно, S — монтеле-
во ядерное FS-пространство [10, 11], а его сильно сопряженное пространство
S′ медленно растущих распределений Шварца является монтелевым ядерным
DFS-пространством. Как обычно, символ 〈f, ϕ〉 обозначает значение функцио-
нала f ∈ S′ на основной функции ϕ ∈ S.

Пусть S′+ — замкнутое подпространство в S′ тех распределений, носители
которых содержатся в Rn

+. Известно, что S′+ — алгебра относительно свертки
распределений, определяемой по формуле 〈f ∗ g, ϕ〉 = 〈f(s), 〈g(p), ϕ(p + s)〉〉,
ϕ ∈ S [9]. Единичным элементом этой алгебры является функция Дирака δ.

3. Вспомогательные утверждения

Определим пространство Sα,β+ = {ψ|Rn+ : ψ ∈ Sα,β}, наделенное нормой

‖ϕ‖Sα,β+
:= max

m4α; k4β
sup
t∈Rn+

|tm∂kϕ(t)|, α, β,m, k ∈ Zn
+.

Здесь ψ|Rn+ обозначает сужение функции ψ на конус Rn
+. Заметим, что все

производные ∂kϕ(t) в точках границы конуса Rn
+ понимаем как односторонние,

причем все они могут быть непрерывно продолжены на все пространство Rn

(см. лемму 1). Обозначим S+ =
⋂{

Sα,β+ : α, β ∈ Zn
+
}

и наделим это простран-
ство топологией проективного предела lim prα,β S

α,β
+ относительно компактных

вложений Sα,β+ # Sη,γ+ при η 4 α и γ 4 β.
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Лемма 1. Существует линейный непрерывный оператор расширения

� : S+ 3 ϕ 7−→ �ϕ ∈ S

такой, что �ϕ(t) = ϕ(t) для всех t ∈ Rn
+.

Доказательство. Пусть R 3 τ 7−→ χ(τ) — произвольная бесконечно диф-
ференцируемая функция на R, равная 1 на [0, 1] и 0 для τ ≥ 2.

В [12] показано существование последовательности действительных чисел
{ar}, удовлетворяющей для всех k ∈ Z+ следующим условиям:

(i)
∑

r∈Z+

|ar|2rk <∞;

(ii)
∑

r∈Z+

ar(−2r)k = 1.

Для произвольной функции ϕ ∈ S+ определим функцию ϕn : [0,+∞) 3
tn 7−→ ϕ(t1, . . . , tn) переменной tn с фиксированными другими переменными.
Покажем, что образ R(�n) линейного оператора

�n : ϕn(tn) 7−→

 ϕn(tn), tn ∈ [0,+∞),∑
r∈Z+

arχ(−2rtn)ϕn(−2rtn), tn ∈ (−∞, 0),

состоит из бесконечно дифференцируемых быстро убывающих на R функций.
Действительно, поскольку −2r → −∞ при r →∞, сумма в определении опера-
тора �n конечна для tn < 0. Более того, из (i) и (ii) следует равенство

lim
tn→−0

∂kn�nϕn(tn) = ∂kn�nϕn(0) = lim
tn→+0

∂knϕn(tn)

для всех k ∈ Z+, т. е. функция �nϕn бесконечно дифференцируема. Свойство
(i) влечет существование такой константы Cβn > 0, что

max
mn≤αn; kn≤βn

sup
tn∈R

∣∣tmn
n ∂knn �nϕn(tn)

∣∣ ≤ Cβn max
mn≤αn; kn≤βn

sup
tn∈[0,∞)

∣∣tmn
n ∂knn ϕn(tn)

∣∣.
Это неравенство очевидно для tn ≥ 0. Для каждого tn ∈ (−∞, 0) имеем

∣∣tmn
n ∂knn �nϕn(tn)

∣∣ ≤ ∑
r∈Z+

|ar|2rkn
kn∑
i=0

Ci
kn |χ

(i)(−2rtn)|
∣∣tmn
n ϕ(kn−i)

n (−2rtn)
∣∣

≤ Cβn max
mn≤αn; kn≤βn

sup
tn∈[0,∞)

∣∣tmn
n ∂knn ϕn(tn)

∣∣,
где константа Cβn = max

kn≤βn

∑
r∈Z+

|ar| 2rkn
kn∑
i=0

Ci
kn

sup
τ∈[0,2]

|χ(i)(τ)| зависит от {ar} и

χ, но не зависит от фиксированных переменных (здесь Ci
kn

— биномиальные
коэффициенты).

Для тех же {ar} и χ можем рекурсивно определить похожим способом опе-
раторы �n−1, . . . , �1 относительно переменных tn−1, . . . , t1, причем каждый опе-
ратор �j определен на образе R(�j+1) предыдущего оператора. Получим

�j ◦ · · · ◦ �n : S+ 3 ϕ 7−→

 ϕj(tj), tj ∈ [0,∞),∑
r∈Z+

arχ(−2rtj)ϕj(−2rtj), tj ∈ (−∞, 0),

где ϕj : [0,∞) 3 tj 7−→ (�j+1 ◦ · · · ◦ �n)ϕ(t1, . . . , tj , . . . , tn), j = n − 1, n −
2, . . . , 2, 1, — функция переменной tj с фиксированными другими переменными.
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Как и выше, существует такая не зависящая от фиксированных переменных
константа Cβj , что

max
mj≤αj ; kj≤βj

sup
tj∈R

∣∣tmj

j ∂
kj
j �jϕj(tj)

∣∣ ≤ Cβj max
mj≤αj ; kj≤βj

sup
tj∈[0,∞)

∣∣tmj

j ∂
kj
j ϕj(tj)

∣∣.
Свойство (ii) влечет бесконечную дифференцируемость функции (�j ◦· · ·◦�n)ϕ
переменных (tj , . . . , tn) ∈ Rn−j+1 для всех j = 1, . . . , n− 1.

Подставляя tmj+1
j+1 . . . tmn

n ∂
kj+1
j+1 . . . ∂knn ϕj вместо функций ϕj и используя пре-

дыдущие неравенства поочередно по j = n, . . . , 1, получим

max
m4α; k4β

sup
t∈Rn

|tm∂k�ϕ(t)| ≤ Cβ1 . . . Cβn max
m4α; k4β

sup
t∈Rn+

|tm∂kϕ(t)|, α, β ∈ Zn
+,

где � = �1 ◦ · · · ◦ �n. Таким образом, оператор расширения �— линейное непре-
рывное отображение из S+ в S. Лемма доказана.

Используя лемму 1, можем определить действие обобщенной функции f ∈
S′+ на основную ϕ ∈ S+ по правилу 〈f, ϕ〉 = 〈f, �ϕ〉. Это определение коррект-
но, поскольку оператор � изменяет основную функцию за пределами носителя
обобщенной.

Пусть (E, ‖·‖) — комплексное банахово пространство и E⊗pS+ — тензорное
произведение пространств, причем символ ⊗p обозначает пополнение алгебра-
ического тензорного произведения ⊗ в проективной тензорной топологии (см.
[13]).

Лемма 2. Каждый элемент x ∈ E ⊗p S+ можно представить (вообще го-
воря, не единственным образом) в виде суммы абсолютно сходящегося ряда

x =
∑
j∈N

λjxj ⊗ ϕj , λj ∈ C, xj ∈ E, ϕj ∈ S+, (1)

где
∑
j
|λj | < ∞, а последовательности {xj} и {ϕj} сходятся к нулю в соответ-

ствующих пространствах.

Доказательство. Выберем в S+ базу замкнутых абсолютно выпуклых
ограниченных множеств Bγ таких, что S+ =

⋃
γ

Bγ , где Bγ = C · Bγ — подпро-

странство с нормой ‖x‖γ = inf {|λ| : x ∈ λBγ}. Из полноты S+ и замкнутости
Bγ следует, что Bγ — банаховы пространства. Из ограниченности Bγ вытекает,
что каждое вложение Bγ # S+ непрерывно. Таким образом, пополненное про-
ективное тензорное произведение банаховыx пространств E ⊗p Bγ непрерывно
вложено в E ⊗p S+. Из теоремы [13, III.6.4] о представлении элементов проек-
тивного тензорного произведения банаховых пространств следует, что каждый
элемент x ∈ E ⊗p Bγ можно представить в виде (1). Непрерывность вложения
E ⊗p Bγ # E ⊗p S+ влечет абсолютную сходимость ряда (1) в E ⊗p S+. Лемма
доказана.

4. Кросс-корреляция и полугруппы сдвигов

Для произвольного s ∈ Rn
+ рассмотрим оператор сдвига Ts, который опре-

делен на пространстве S+ формулой Ts : ϕ(t) 7−→ ϕ(t + s)|Rn+ для всех ϕ ∈ S+.
Легко показать, что T =

{
Ts : s ∈ Rn

+
}

— n-параметрическая C0-полугруппа.
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Кросс-корреляцией распределения f ∈ S′+ и функции ϕ ∈ S+ назовем функцию
вида

(f ? ϕ)(t) := 〈f(s), Tsϕ(t)〉 = 〈f(s), ϕ(t+ s)〉, t ∈ Rn
+.

Каждому распределению f сопоставим оператор кросс-корреляции Kf : ϕ 7−→
f ? ϕ. Дальше (см. теорему 1) будет показано, что Kf ∈ L (S+).

Пусть Sα,β(E) — пространство бесконечно дифференцируемых векторно-
значных функций x : Rn 3 t 7−→ x(t) ∈ E с конечной нормой

‖x‖Sα,β(E) := max
m4α; k4β

sup
t∈Rn

‖tm∂kx(t)‖, α, β,m, k ∈ Zn
+.

Пространство S(E) :=
⋂

α,β∈Zn+
Sα,β(E) бесконечно дифференцируемых вектор-

нозначных быстро убывающих функций на Rn наделим топологией проектив-
ного предела lim prα,β Sα,β(E) относительно компактных вложений Sα,β(E) #
Sη,γ(E) при η 4 α и γ 4 β.

Известен [14] топологический изоморфизм S(E) ' E ⊗e S, где справа —
пополнение тензорного произведения в инъективной тензорной локально вы-
пуклой топологии. Из ядерности S следуют изоморфизмы S(E) ' E ⊗e S '
E ⊗p S.

Определим пространство Sα,β+ (E) = {x|Rn+ : x ∈ Sα,β(E)}, наделенное нор-
мой

‖x‖Sα,β+ (E) := max
m4α; k4β

sup
t∈Rn+

‖tm∂kx(t)‖, α, β,m, k ∈ Zn
+.

Заметим, что, как и выше, все производные ∂kx(t) в точках границы конуса
Rn

+ понимаем как односторонние. Пространство S+(E) =
⋂{

Sα,β+ (E) : α, β ∈
Zn

+
}

наделим топологией проективного предела lim prα,β S
α,β
+ (E) относительно

компактных вложений Sα,β+ (E) # Sη,γ+ (E) при η 4 α и γ 4 β. Очевидно, что
S+(E) — замкнутое подпространство S(E).

Поскольку замкнутые подпространства ядерных пространств также ядер-
ны, имеем S+(E) ' E ⊗e S+ ' E ⊗p S+. Поэтому каждый элемент x ∈ S+(E) '
E ⊗pS+ можно представить в виде абсолютно сходящегося ряда x =

∑
j∈N

λjxj⊗ϕj

вида (1), где ϕj ∈ S+. Следовательно, для произвольного распределения f ∈ S′+
и функции x ∈ S+(E) можем однозначно определить оператор S+(E) 3 x 7−→
〈f, x〉 ∈ E следующим образом:

〈f, x〉 =
∑
j∈N

λj〈f, ϕj〉xj .

Пусть I — единичный оператор в банаховом пространстве E. В силу лем-
мы 2 для K ∈ L (S+) равенство (I ⊗ K)x :=

∑
j∈N

λjxj ⊗ Kϕj , где x ∈ S+(E)

представлен в виде (1), однозначно определяет оператор I ⊗ K ∈ L (S+(E)).
Таким образом, определенными считаем следующие операторы:

(I ⊗ Ts)x :=
∑
j∈N

λjxj ⊗ Tsϕj , (I ⊗Kf )x :=
∑
j∈N

λjxj ⊗Kfϕj ,

где s ∈ Rn
+, x ∈ S+(E) и f ∈ S′+. Пространство S+(E) инвариантно относитель-

но действия этих операторов.
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Обобщенной кросс-корреляцией распределения f ∈ S′+ и элемента x ∈ S+(E)
назовем векторнозначную функцию из S+(E) вида

(f ? x)(t) := 〈f(s), (I ⊗ Ts)x(t)〉 = 〈f(s), x(t+ s)〉, s ∈ Rn
+. (2)

Соответствующий оператор обобщенной кросс-корреляции имеет вид

I ⊗Kf : S+(E) 3 x 7−→ (I ⊗Kf )x =: f ? x ∈ S+(E).

Рассмотрим C0-полугруппу обобщенных сдвигов I ⊗ T =
{
I ⊗ Ts : s ∈ Rn

+
}
,

определенную на пространстве S+(E).
Оператор I ⊗K, где K ∈ L (S+), называем инвариантным по отношению

к полугруппе обобщенных сдвигов I ⊗ T , если

I ⊗ (K ◦ Ts) = I ⊗ (Ts ◦K) для всех s ∈ Rn
+.

Теорема 1. (i) Отображение K : S′+ 3 f 7−→ Kf ∈ L (S+) осуществляет
изоморфизм из сверточной алгебры S′+ на коммутант [T ]c ⊂ L (S+) полугруппы
сдвигов T , при этом Kδ — единичный оператор и

Kf∗g = Kf ◦Kg, f, g ∈ S′+. (3)

(ii) Для любого распределения f ∈ S′+ оператор I ⊗Kf инвариантен отно-
сительно полугруппы обобщенных сдвигов I ⊗T . Наоборот, для произвольного
оператора K ∈ L (S+) такого, что I ⊗ K инвариантен относительно I ⊗ T ,
найдется такая единственная обобщенная функция f ∈ S′+, что K = Kf и
I ⊗K = I ⊗Kf .

Доказательство. (i) Из непрерывности f ∈ S′+ и определения обобщен-
ной производной следует, что ∂k(f ? ϕ) = f ? ∂kϕ = (−1)|k|(∂kf ? ϕ) для про-
извольного k ∈ Zn

+. Поэтому f ? ϕ — бесконечно дифференцируемая функция.
Отсюда получаем

∂k(f ? x) = f ? ∂kx = (−1)|k|(∂kf ? x), x ∈ S+(E), k ∈ Zn
+. (4)

Полугруппа T непрерывна на S+, поскольку

‖Tsϕ‖Sα,β+
= max

m4α; k4β
sup
t∈Rn+

|tm∂k(Tsϕ)(t)| ≤ max
m4α; k4β

sup
t∈Rn+

|tm∂kϕ(t)| = ‖ϕ‖Sα,β+

для произвольных α, β ∈ Zn
+, s ∈ Rn

+ и ϕ ∈ S+. Из непрерывности функционала
f следует, что для любых α, β ∈ Zn

+ существует такая константа C > 0, что
‖Kfϕ‖Sα,β+

≤ C‖ϕ‖Sα,β+
.

Найдем носитель f ? ϕ. Отметим, что

f ? ϕ 6≡ 0 ⇐⇒ supp f ∩ suppϕ(t+ s) 6= ∅ ⇐⇒ ∃s0 ∈ supp f ∩ suppϕ(t+ s).

Поскольку

s0 ∈ suppϕ(t+ s) ⇐⇒ s0 + t ∈ suppϕ⇐⇒ t ∈ suppϕ− s0

и s0 ∈ supp f , используя тот факт, что по определению t ∈ Rn
+, получим t ∈

(suppϕ − supp f) ∩ Rn
+. Следовательно, supp(f ? ϕ) ⊂ (suppϕ− supp f) ∩ Rn

+ ⊂
Rn

+. Таким образом, для любого f ∈ S′+ имеем Kf ∈ L (S+).
Для любой функции ϕ ∈ S+ и произвольных s, r ∈ Rn

+ справедливы равен-
ства

(KfTs)ϕ = 〈f(r), (TrTs)ϕ(t)〉 = Ts〈f(r), Trϕ(t)〉 = (TsKf )ϕ. (5)
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Отсюда для произвольного f ∈ S′+ получаем Kf ∈ [T ]c.
Пусть K ∈ L (S+) — любой оператор с коммутативным свойством K ◦Ts =

Ts ◦ K для всех s ∈ Rn
+. Функционал f : ϕ 7−→ (Kϕ)(0) принадлежит про-

странству S′+. Легко видеть, что (Kϕ)(0) = 〈f, ϕ〉 = (f ? ϕ)(0), т. е. (Kϕ)(0) =
(Kfϕ)(0). Подставляя в последнее равенство Tsϕ вместо ϕ и используя коммута-
тивное свойство, получим, что образ отображения K совпадает с коммутантом
[T ]c.

Поскольку S+ — монтелево пространство [13, IV.5], на пространстве L (S+)
топологии равномерной сходимости на компактах и на ограниченных множе-
ствах совпадают. Отображение S′+ × S+ 3 (f, ϕ) 7−→ (Kfϕ) ∈ S+ раздельно
непрерывно. Из теоремы Банаха — Штейнгауза и бочечности пространств S′+
и S+ [13, II.7] следует, что это отображение равностепенно непрерывно. Следо-
вательно, K — непрерывное отображение, имеющее замкнутый образ [T ]c.

С другой стороны, ядерность пространства S+ влечет L (S+) ' S+ ⊗p S′+.
Поскольку S′+ — ядерное DFS-пространство (является замкнутым подпростран-
ством ядерного DFS-пространства S′ [11]), в S′+ существует счетная база за-
мкнутых абсолютно выпуклых ограниченных множеств B′γ таких, что S′+ =⋃
γ∈N

B′
γ , где B′

γ := C · B′γ — пространство с нормой ‖x‖γ = inf{|λ| : x ∈ λB′γ}.

Из полноты S′+ и замкнутости B′γ следует, что B′
γ — банаховы пространства.

Из ограниченности B′γ вытекает, что вложения B′
γ # S′+ непрерывны. Зна-

чит, из теоремы об открытом отображении для ультраборнологических про-
странств [15] следует изоморфизм lim indγ→∞ B′

γ ' S′+ для соответствующего
индуктивного предела пространств. Пусть Bγ ⊂ S+ — банаховы простран-
ства из доказательства леммы 2. Аналогично можно доказать изоморфизм
lim indγ→∞ Bγ ' S+. Значит, S+ ⊗p S′+ ' lim indγ→∞ Bγ ⊗p B′

γ , т. е. L (S+) —
ультраборнологическое пространство. Из выше упомянутой теоремы об откры-
том отображении следует, что K — топологический изоморфизм из S′+ на [T ]c.

Проверим свойство (3). Для любых f, g ∈ S′+, ϕ ∈ S+ имеем

(KfKg)ϕ(t) = 〈f(q), Tq〈g(p), Tpϕ(t)〉〉 = 〈f(q), 〈g(p), ϕ(t+ p+ q)〉〉
= 〈f(q), 〈g(p), ϕ(t+ (p+ q))〉〉 = 〈(f ∗ g)(s), ϕ(t+ s)〉 = (Kf∗gϕ)(t).

В частности, Kf ◦Kδ = Kf∗δ = Kf = Kδ∗f = Kδ ◦Kf для всех f ∈ S′+, значит,
Kδ — единичный оператор в L (S+). Таким образом, K — изоморфизм алгебр.

(ii) Свойство (3) влечет (I ⊗ Kf ) ◦ (I ⊗ Kg) = I ⊗ (Kf ◦ Kg) = I ⊗ Kf∗g.
Из равенства (5) следует, что для произвольного f ∈ S′+ оператор обобщенной
кросс-корреляции I ⊗Kf инвариантен относительно I⊗T , т. е. [I ⊗ (KfTs)]x =
[I ⊗ (TsKf )]x для всех векторнозначных функций x ∈ S+(E).

Обратно, пусть K ∈ L (S+) — произвольный оператор такой, что I ⊗K ин-
вариантен относительно I⊗T . Определим функционал f : S+ 3 ϕ 7−→ (Kϕ)(0).
Имеем [(I ⊗K)x](0) = 〈f, x〉 = (f ? x)(0) = [(I ⊗Kf )x](0) для всех x ∈ S+(E).
Подставляя (I ⊗ Ts)x вместо x и используя инвариантность, получим

[I ⊗ (TsK)x](0) = [I ⊗ (KTs)x](0) = (f ? x)(s).

Таким образом, [(I ⊗K)x](t) = [(I ⊗Kf )x](t) для всех x, т. е. I ⊗K = I ⊗Kf .

5. Алгебра символов

Пусть Cn
+ =

{
z = x+ iy ∈ Cn : y ∈ int Rn

+
}

— трубчатая область в Cn. Пре-
образование Фурье F : f 7−→ F [f ] изоморфно преобразует S′ на себя. В част-
ности, F определено на S′+, и его образ F [S′+] — замкнутое подпространство в
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S′. Обобщенное преобразование Лапласа f̂(z) распределения f ∈ S′+, которое
можно определить по формуле

f̂(z) := F [f(t)e−ty](x) = 〈f(t), eitz〉, z = x+ iy ∈ Cn
+, (6)

является комплексной аналитической функцией в трубчатой области Cn
+. Каж-

дая аналитическая функция f̂(z) = f̂(x + iy) сходится к F [f ](x) при y → 0 в
топологии пространства S′, более того, предельная функция F [f ] принадлежит
F [S′+]. Известно, что f̂ ∗ g(z) = f̂(z) · ĝ(z) для всех z ∈ Cn

+, поэтому образ Ŝ′+
пространства S′+ при отображении (6) есть мультипликативная алгебра анали-
тических функций на Cn

+ (см. [9, § 9]). Всюду дальше пространство Ŝ′+ наделяем
топологией, индуцированной обобщенным преобразованием Лапласа.

Формулу (6) можно использовать для определения преобразования Лапла-
са ϕ̂ = L[ϕ] функций из пространства S+ ⊂ S′+, а именно положим ϕ̂(z) :=∫
Rn+

eitzϕ(t) dt для всех z ∈ Cn
+. Рассмотрим соответствующее отображение L :

ϕ 7−→ L[ϕ] из S+ на образ Ŝ+ := L[S+], который также наделяем индуциро-
ванной топологией относительно отображения L : S+ −→ Ŝ+. Тогда L — изо-
морфизм сверточной алгебры S+ на мультипликативную подалгебру Ŝ+ ⊂ Ŝ′+
аналитических функций. Используя отображение L и его обратное L−1, для
каждого f ∈ S′+ определяем оператор K̂f := L ◦Kf ◦ L−1 ∈ L (Ŝ+) и полугруп-
пу T̂ : Rn

+ 3 s 7−→ T̂s := L ◦ Ts ◦ L−1 ∈ L (Ŝ+).
Поскольку функция Tsϕ, s ∈ Rn

+, принадлежит S+, для любого f ∈ S′+
получим

K̂f ϕ̂(z) =
∫

Rn+

eitz〈f(s), Tsϕ(t)〉 dt =
〈
f(s),

∫
Rn+

eitzTsϕ(t) dt
〉

= 〈f(s), T̂sϕ̂(z)〉.

Более того, для всех f, g ∈ S′+ справедливы равенства(
K̂f K̂g

)
ϕ̂(z) =

∫
Rn+

eitz 〈f(q), 〈g(p), ϕ(t+ p+ q)〉〉 dt

=
∫

Rn+

eitz 〈(f ∗ g)(s), ϕ(t+ s)〉 dt = K̂f∗gϕ̂(z).

Таким образом, из вышесказанного и теоремы 1 получаем следующий ре-
зультат.

Следствие. Отображение � : Ŝ′+ 3 f̂ 7−→ K̂f ∈ L (Ŝ+) осуществляет изо-
морфизм из алгебры Ŝ′+ на коммутант [T̂ ]c в алгебре L (Ŝ+). В частности,
�[f̂ · ĝ] = K̂f∗g = K̂f ◦ K̂g для всех f, g ∈ S′+, и �[δ̂] = K̂δ — единичный оператор
в L (Ŝ+).

6. Функциональное исчисление

Допустим, что в комплексном банаховом пространстве E определено се-
мейство равномерно ограниченных n-параметрических C0-полугрупп {etA}t∈Rn+ ,
т. е. существует такая константа M > 0, что неравенство ‖etA‖L (E) ≤M спра-
ведливо для всех t ∈ Rn

+.



140 О. В. Лопушанский, С. В. Шарин

Сначала рассмотрим элементарное исчисление типа Хилле — Филлипса,
определенное для всех ϕ ∈ S+ по формуле

ϕ̂(A) :=
∫

Rn+

etAϕ(t) dt.

Отображение ϕ̂ 7−→ ϕ̂(A) — непрерывный изоморфизм из мультипликативной
алгебры аналитических функций Ŝ+ в алгебру L (E)-значных функций [1, тео-
рема 15.2.1]. Из свойств интеграла Бохнера следует, что

‖ϕ̂(A)‖L (E) ≤M

∫
Rn+

|ϕ(t)| dt ≤MC

∫
Rn+

dt

(1 + |t|2)k/2
,

где C = sup
t∈Rn+

(1 + |t|2)k/2|ϕ(t)| < ∞, поскольку ϕ ∈ S+. Отметим, что интеграл

в правой части сходится для всех k > n. Следовательно, ϕ̂(A) ∈ L (E) для
каждого A.

Рассмотрим линейное отображение

LA : S+(E) 3 x 7−→ x̂A ∈ ŜA, x̂A =
∫

Rn+

etAx(t) dt,

где ŜA := LA[S+(E)] — пространство функций от A. Используя лемму 2 и фор-
мулу (1), подынтегральную функцию в последнем интеграле можно записать в
виде ряда

∑
j∈N

λjetAxjϕj(t) [13, III.6.4]. Поэтому каждый элемент пространства

ŜA можно представить в виде

x̂A =
∑
j∈N

λj

∫
Rn+

etAxjϕj(t) dt =
∑
j∈N

λjϕ̂j(A)xj ,

где справа стоит сходящийся в пространстве E ряд для каждого A. На ŜA зада-
дим индуцированную отображением LA локально выпуклую топологию. Имен-
но, пусть

Ŝα,βA =
{
x̂A : x ∈ Sα,β+ (E)

}
обозначает банахово пространство, наделенное индуцированной топологией от-
носительно отображения Sα,β+ (E) 3 x 7−→ x̂A при фиксированных α, β ∈ Zn

+.
Пространство ŜA =

⋂{
Ŝα,βA : α, β ∈ Zn

+
}

наделим топологией проективного
предела limprα,β Ŝ

α,β
A относительно вложений Ŝα,βA # Ŝη,γA при η 4 α и γ 4 β.

Определим n-параметрическую полугруппу на ŜA по правилу

Î ⊗ T : Rn
+ 3 s 7−→ Î ⊗ Ts ∈ L (ŜA), (Î ⊗ Ts)x̂A =

∫
Rn+

etA(I ⊗ Ts)x(t) dt.

Очевидно, что

(Î ⊗ Ts)x̂A−x̂A =
∫

Rn+

etA(I⊗Ts)x(t) dt−
∫

Rn+

etAx(t) dt =
∫

Rn+

etA((I⊗Ts)x(t)−x(t)) dt.

Из определения индуцированной топологии на Ŝα,βA и сильной непрерывности
полугруппы I ⊗ T следует, что

lim
Rn+3s→0

‖(Î ⊗ Ts)x̂A − x̂A‖Ŝα,βA
= lim

Rn+3s→0
‖(I ⊗ Ts)x− x‖Sα,β+ (E) = 0

для всех α, β ∈ Zn
+. Таким образом, Î ⊗ T — C0-полугруппа на ŜA.
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Лемма 3. Образ R(Î ⊗ Ts) оператора Î ⊗ Ts плотен в E для каждого s ∈
Rn

+. Как следствие, подпространство ŜA плотно в E для каждого A.
Доказательство. Предположим противное, т. е. существует такое s0 ∈

Rn
+, что R( ̂I ⊗ Ts0) не плотно в E. Тогда по теореме Хана — Банаха суще-

ствует такой ненулевой функционал x′ ∈ E′, что для всех x̂A ∈ ŜA имеем
〈x′, ̂I ⊗ Ts0 x̂A〉 = 0. Из свойств интеграла Бохнера [1, 3.7] получаем〈

x′, (I ⊗ Ts0)x̂A〉 =
∫

Rn+

〈x′, etA(I ⊗ Ts0)x(t)〉 dt

для всех x ∈ S+(E). Не ограничивая общности, можем выбрать элемент x ∈
S+(E) ' E ⊗p S+ в виде y ⊗ ϕ, где y ∈ E, ϕ ∈ S+ и suppϕ ⊂ ×n[0, ε] ⊂ Rn

+.
Тогда ∫

×n[0,ε]

〈x′, etAy〉Ts0ϕ(t) dt = 0.

Поскольку ϕ можно выбирать произвольным образом, из основной леммы ва-
риационного исчисления следует, что 〈x′, etAy〉 ≡ 0 для всех t ∈ ×n[0, ε]. Поль-
зуясь C0-свойством полугруппы {etA}t∈Rn+ , при t = 0 получим 〈x′, y〉 = 0 для
всех y ∈ E, откуда x′ = 0, что приводит к противоречию.

Плотность подпространства ŜA в E вытекает из того, что R(Î ⊗ Ts) ⊂ ŜA
для каждого s ∈ Rn

+.

Теорема 2. Отображение

�A : Ŝ′+ 3 f̂ 7−→ f̂(A) ∈ L (ŜA), f̂(A)x̂A =
∫

Rn+

etA(f ? x)(t) dt,

является топологическим изоморфизмом из Ŝ′+ на коммутативную подалгебру
в L (ŜA) всех операторов вида

Î ⊗K : ŜA 3 x̂A 7−→
∫

Rn+

etA(I ⊗K)x(t) dt ∈ ŜA, где K ∈ [T ]c. (7)

Операторы из образа �A[Ŝ′+] обладают следующими свойствами:

δ̂(A) = I, f̂ ∗ g(A) = f̂(A) ◦ ĝ(A), f, g ∈ S′+, (8)

∂̂kf(A)x̂A = (−1)|k|f̂(A)∂̂kxA, k ∈ Zn
+. (9)

Доказательство. Функция Rn
+ 3 s 7−→ (I ⊗ Ts)x ∈ S+(E) при x ∈ S+(E)

непрерывна, поэтому из свойств интеграла Бохнера и определения полугруп-
пы Î ⊗ T вытекает, что для произвольного f ∈ S′+ (см. [1, 3.7]) справедливы
следующие равенства:

f̂(A)x̂A =
∫

Rn+

etA(f ? x)(t) dt =
∫

Rn+

etA〈f(s), (I ⊗ Ts)x(t)〉 dt

=
〈
f(s),

∫
Rn+

etA(I ⊗ Ts)x(t) dt
〉

= 〈f(s), (Î ⊗ Ts)x̂A〉, (10)
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откуда LA ◦ (I ⊗Kf ) = f̂(A) ◦ LA. Таким образом, диаграмма

ŜA 3 x̂A
f̂(A)−→ f̂(A)x̂A ∈ ŜA

LA

x xLA
S+(E) 3 x I⊗Kf−→ (I ⊗Kf )x ∈ S+(E)

коммутативна, т. е. оператор f̂(A) := LA ◦ (I ⊗Kf ) ◦ L−1
A корректно определен

на ŜA, где L−1
A — обратное отображение. Из непрерывности I ⊗Kf и LA и

открытости LA следует, что f̂(A) ∈ L (ŜA).
Как и в доказательстве теоремы 1, легко показать, что отображение S′+ ×

S+(E) 3 (f, x) 7−→ f ? x ∈ S+(E) раздельно непрерывно. Из непрерывности
отображений L и LA вытекает, что отображение

� : Ŝ′+ × ŜA 3 (f̂ , x̂A) 7−→ f̂(A)x̂A ∈ ŜA

также раздельно непрерывно. По теореме Банаха — Штейнгауза � равносте-
пенно непрерывно. Это эквивалентно непрерывности отображения �A из Ŝ′+ в
L (ŜA).

Из формулы (10) следует, что равенства

f̂(A)(Î ⊗ Tr)x̂A = 〈f(s), (Î ⊗ Ts)(Î ⊗ Tr)x̂A〉

=
〈
f(s),

∫
Rn+

etA(I ⊗ Ts)(I ⊗ Tr)x(t) dt
〉

=
∫

Rn+

etA(f ? x)(t+ r) dt

= Î ⊗ Tr

∫
Rn+

etA(f ? x)(t) dt = (Î ⊗ Tr)f̂(A)x̂A

выполняются для всех r ∈ Rn
+ и x̂A ∈ ŜA. Значит, для каждого f ∈ S′+ оператор

f̂(A) принадлежит подалгебре операторов вида (7).
Наоборот, для произвольного оператора K ∈ L (S+) такого, что I ⊗ K

инвариантен относительно I ⊗ T , по теореме 1(ii) найдется такая единственная
обобщенная функция f ∈ S′+, что I ⊗ K = I ⊗ Kf . Следовательно, каждый
оператор Î ⊗K можно представить в виде

f̂(A)x̂A =
∫

Rn+

etA(f ? x)(t) dt.

Поэтому образ �A совпадает с подалгеброй операторов вида (7). Для того
чтобы показать, что �A — топологический изоморфизм, достаточно применить
теорему об открытом отображении из [15] подобно тому, как это сделано в до-
казательстве теоремы 1.

Пользуясь полугрупповыми свойствами семейства операторов Î ⊗ T , лег-
ко доказать свойство (8). Именно, отображение �A является алгебраическим
гомоморфизмом, поскольку

f̂(A)ĝ(A)x̂A = 〈f(q), Î ⊗ Tq〈g(p), (Î ⊗ Tp)x̂A〉〉 = 〈f(q), 〈g(p), ( ̂I ⊗ Tp+q)x̂A〉〉

= 〈(f ∗ g)(s), (Î ⊗ Ts)x̂A〉 = f̂ ∗ g(A)x̂A.
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Оператор �A(δ̂) = δ̂(A) единичный в L (ŜA), поскольку для f = δ имеем

δ̂(A)x̂A =
∫

Rn+

etA(δ ? x)(t) dt =
∫

Rn+

etAx(t) dt = x̂A.

Осталось доказать свойство (9). Используя равенство (4), окончательно
получим

∂̂kf(A)x̂A =
∫

Rn+

etA(∂kf ? x)(t) dt

= (−1)|k|
∫

Rn+

etA(f ? ∂kx)(t) dt = (−1)|k|f̂(A)∂̂kxA.

Теорема доказана.

Обозначим D(A∞) =
⋂

α∈Zn+
D(Aα), где D(Aα) :=

n⋂
j=1

D
(
A
αj
j

)
, а D

(
A
αj
j

)
—

область определения оператора Aαj
j , α = (α1, . . . , αn) ∈ Zn

+.

Теорема 3. Для любой n-параметрической C0-полугруппы {etA}t∈Rn+ спра-
ведливо вложение ŜA ⊂ D(A∞). Кроме того,

f̂(A)∂̂kjj xA = (−1)kjAkj
j f̂(A)x̂A −

kj−1∑
l=0

(−Aj)kj−l−1 lim
tj→+0

∫
Rn−1

+

etA∂lj(f ? x)(t)ďjt

для произвольного kj ∈ Z+, где обозначено ďjt := dt1 . . . dtj−1 dtj+1 . . . dtn для
всех j = 1, . . . , n.

Доказательство. Интегрируя по частям по переменной tj ∈ [0,∞), полу-
чим

∞∫
0

etjAj∂1
j x(t) dtj = lim

tj→+∞
etjAjx(t)− lim

tj→+0
etjAjx(t)−Aj

∞∫
0

etjAjx(t) dtj

= −Aj

∞∫
0

etjAjx(t) dtj − x(t1, . . . , tj−1, 0, tj+1, . . . , tn),

поскольку функция x ∈ S+(E) равна нулю на бесконечности. Заметим, что в
последнем равенстве существование границ следует из сильной непрерывности
полугруппы {etA}t∈Rn+ и непрерывности функции x ∈ S+(E). Следовательно,

∂̂1
j xA =

∫
Rn+

etA∂1
j x(t) dt = −Aj x̂A − lim

tj→+0

∫
Rn−1

+

etAx(t) ďjt, j = 1, . . . , n.

Отсюда x̂A ∈ D(Aj). Поступая аналогично со всеми производными и индексами,
получим ŜA ⊂ D(A∞). Используя равенство (4) и интегрируя по частям kj раз
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по переменной tj ∈ [0,∞), имеем

f̂(A)∂̂kjj xA =
∫

Rn+

etA
(
f ? ∂

kj
j x

)
(t) dt =

∫
Rn+

etA∂
kj
j (f ? x)(t) dt

= (−1)kjAkj
j f̂(A)x̂A −

kj−1∑
l=0

(−Aj)kj−l−1 lim
tj→+0

∫
Rn−1

+

etA∂lj(f ? x)(t) ďjt.

Пример 1. Пусть E = Lp(Rn), 1 ≤ p ≤ ∞, и A =
(

∂
∂ξ1

, . . . , ∂
∂ξn

)
. Рассмот-

рим принадлежащую пространству S+(Lp(Rn)) ' Lp(Rn)⊗p S+ функцию вида
x : Rn 3 t 7−→ y ⊗ ϕ(t) ∈ Lp(Rn), где y ∈ Lp(Rn) и ϕ ∈ S+. Известно, что
оператор A генерирует полугруппу сдвигов, поэтому получаем

etAx = et1
∂
∂ξ1

+···+tn ∂
∂ξn y(ξ)ϕ(t) = y(ξ + t)ϕ(t), x̂A(ξ) =

∫
Rn+

y(ξ + t)ϕ(t) dt.

Для произвольного f ∈ S′+ кросс-корреляция имеет вид

(f ? x)(ξ, t) = y(ξ)(f ? ϕ)(t).

Рассмотрим произвольный элемент x ∈ Lp(Rn)⊗p S+. Используя (1), имеем

x̂A(ξ) =
∑
j∈N

λj

∫
Rn+

etAxj(ξ)ϕj(t) dt =
∑
j∈N

λj

∫
Rn+

xj(ξ + t)ϕj(t) dt

и
(f ? x)(ξ, t) =

∑
j∈N

λjxj(ξ)(f ? ϕj)(t)

для любого f ∈ S′+. Из формулы (10) следует, что на плотном подпространстве
ŜA ⊂ Lp(Rn) функциональное исчисление определено по формуле

f̂(A)x̂A(ξ) = (f ~ x̂A)(ξ), где (f ~ x̂A)(ξ) := 〈f(s), (Î ⊗ Ts)x̂A(ξ)〉,

для всех x̂A(ξ) ∈ ŜA ⊂ Lp(Rn), ξ ∈ Rn. Используя формулу (9) и теорему 3, для
произвольного j = 1, . . . , n получим

∂̂1
j f(A)x̂A(ξ) =

∂

∂ξj
(f ~ x̂A)(ξ) + lim

tj→+0

∫
Rn−1

+

etA(f ? x)(ξ, t) ďjt

=
∂

∂ξj
(f ~ x̂A)(ξ) + lim

tj→+0

〈
f(s),

∫
Rn−1

+

etAx(ξ, t+ s) ďjt
〉

=
∂

∂ξj
(f ~ x̂A)(ξ) + lim

tj→+0
(f ~ x̌)(ξ, tj),

где x̌(ξ, tj) :=
∫

Rn−1
+

etAx(ξ, t) ďjt. Рассмотрим линейный оператор ∂̂1
j f(A) на под-

пространстве Ď
[
∂̂1
j f(A)

]
⊂ Lp(Rn) функций x̂A(ξ), удовлетворяющих условию

lim
tj→+0

x̌(ξ, tj) = x̌j(ξ) ∈ Lp(Rn)



Обобщенное функциональное исчисление 145

при заданных функциях x̌j(ξ) ∈ Lp(Rn). Обозначим div :=
n∑

j=1
∂j . Тогда для

каждой функции x̂ ∈
n⋂

j=1
Ď

[
∂̂1
j f(A)

]
имеем

d̂iv f(A)x̂(ξ) = div(f ~ x̂)(ξ) +
n∑

j=1

(f ~ x̌j)(ξ).

В частности, при f = δ получим d̂iv δ(A)x̂ = div x̂+
n∑

j=1
x̌j .

Пример 2. Пусть снова E = Lp(Rn), 1 ≤ p ≤ ∞, и A =
(
∂2

∂ξ21
, . . . , ∂2

∂ξ2n

)
. Обо-

значим через gt(ζ) =
n∏

j=1

1√
4πtj

e
−

ζ2
j

4tj ядро Гаусса — Вейерштрасса. Используя

свойства гамма-функции, etAy, t ∈ int Rn
+, можно записать в виде обобщенного

преобразования Вейерштрасса

etAy(ξ) = e
t1 ∂2

∂ξ21
+···+tn ∂2

∂ξ2n y(ξ) =
∑
m∈Zn+

1
m!

∂2|m|y(ξ)
∂ξ2m1

1 . . . ∂ξ2mn
n

tm

=
∑
m∈Zn+

1
(2m)!

∂2|m|y(ξ)
∂ξ2m1

1 . . . ∂ξ2mn
n

2n(2m− 1)!
(m− 1)!

tm

=
∑
k∈Zn+

1
k!

∂|k|y(ξ)
∂ξk1

1 . . . ∂ξknn

∫
Rn

gt(ζ)(−ζ)k dζ

=
∫

Rn

gt(ζ)
∑
k∈Zn+

1
k!

∂|k|y(ξ)
∂ξk1

1 . . . ∂ξknn
(−ζ)k dζ =

∫
Rn

gt(ζ)y(ξ − ζ) dζ = (gt ∗ y)(ξ)

для каждой ограниченной целой функции y : Rn 3 ξ 7−→ y(ξ). Поскольку все
такие функции плотны в Lp(Rn), имеем etAy = gt ∗ y для всех y ∈ Lp(Rn).
В частности, если x ∈ Lp(Rn)⊗p S+, то функции вида

x̂A(ξ) =
∫

Rn+

[gt ∗ x(·, t)](ξ) dt, ξ ∈ Rn,

образуют плотное подпространство ŜA в Lp(Rn). В этом случае формула опе-
раторного исчисления приобретет вид

f̂(A)x̂ = 〈f(t), gt ∗ x̂〉, f ∈ S′+, x̂ ∈ ŜA.
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