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Аннотация. Рассматриваются подгруппы H линейной или унитарной группы G
над конечным полем такие, что Or(H) � Z(G) для некоторого нечетного простого
числа r. Для этого случая получено уточнение известной теоремы Ашбахера о
подгруппах классических групп.
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Введение

После завершения классификации конечных простых групп исключитель-
ное значение имеет изучение подгруппового строения таких групп.

Подгруппы в классических группах в значительной степени описывает тео-
рема Ашбахера [1].

Теорема Ашбахера. Пусть G — классическая группа, H ≤ G. Тогда
либо образ H в G/Z(G) является почти простой группой, либо H содержится в
элементе одного из классов Ашбахера C1–C8.

Здесь C1–C8 — естественные классы подгрупп в классических группах, вы-
деленные Ашбахером.

Точное описание элементов в классах C1–C8 получено в [2]. Следует отме-
тить, что в определении классов C1–C8 в [1, 2] имеются незначительные расхож-
дения и в дальнейшем классы Ашбахера будем понимать в смысле [2]. В табл. 1
(см. [2, табл. 1.2.A]) приведено примерное описание (тип) подгрупп, составляю-
щих тот или иной класс Ашбахера в общих линейных группах. Строгое описа-
ние классов C1–C8 см. в [2, гл. 4].

Отметим, что теорема Ашбахера не дает полного описания подгруппово-
го строения соответствующих групп хотя бы по той причине, что нет описа-
ния почти простых подгрупп в классических группах. Даже в ситуации, когда
подгруппа заведомо не является почти простой (скажем, имеет нетривиальный
разрешимый радикал и содержится в некоторой локальной подгруппе), исполь-
зование теоремы Ашбахера в качестве инструмента индуктивных рассуждений
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Таблица 1. Классы Ашбахера в GLn(q)

Ci Наименование Примерное строение в GLn(q)

C1 Стабилизаторы вполне изотропных или

невырожденных подпространств Максимальные параболические

естественного модуля

C2 Стабилизаторы разложений

естественного модуля V в прямую сумму GLa(q) o St, n = at

V = V1 ⊕ · · · ⊕ Vt, dim(Vi) = a

C3 Подгруппы, связанные с расширением поля Fq GLa(qb).b, n = ab, b простое

C4 Стабилизаторы тензорных разложений

V = V1
⊗

V2 естественного модуля V GLa(q) ◦ GLb(q), n = ab

C5 Подгруппы, соответствующие подполям

простого индекса b поля Fq GLn(q0), q = qb0, b простое

C6 Нормализаторы s-групп симплектического типа,

s простое (Zq−1 ◦ s1+2a). Sp2a(s), n = sa

C7 Стабилизаторы тензорных разложений

естественного модуля V =
t⊗

i=1
Vi, dim(Vi) = a (

t︷ ︸︸ ︷
GLa(q) ◦ · · · ◦ GLa(q)).St, n = at

Spn(q), n четно,

C8 Классические группы On(q), O±n (q), q нечетно,

GUn(q1/2), q — квадрат

может быть сопряжено со значительными трудностями. Например, если под-
группа H классической группы попадает в класс C6 (нормализаторы подгрупп
симплектического типа), то контролировать выполнение предположения индук-
ции бывает зачастую невозможно, поскольку меняется характеристика основ-
ного поля. При этом подгруппа H вовсе не обязана содержаться в локальной
максимальной подгруппе, которые полностью описаны (см. [2, следствие 1.2.4]).

Такого рода трудности возникали, например, в [3–5] при получении описа-
ния простых групп, обладающих холловым свойством Dπ. Там эти трудности
удалось преодолеть за счет использования описания нормализаторов так на-
зываемых радикальных подгрупп (см. определение в разд. 1) в классических
группах. Это описание получено Альперином и Фонгом в [6] и Аном в [7–10]
как побочный результат изучения в случае классических групп известной ги-
потезы Альперина о весах, имеющей большое значение для теории представле-
ний. В частности, оказалось, что если H — подгруппа в классической простой
группе G над полем характеристики p и H имеет нетривиальную нормальную
r-подгруппу для некоторого простого числа r, то H содержится в собствен-
ной подгруппе C группы G такой, что любой неабелев композиционный фактор
группы C изоморфен либо знакопеременной группе, либо классической группе
характеристики p или r.

Однако точная формулировка результатов Альперина, Фонга и Ана в той
части, которая характеризует радикальные подгруппы и их нормализаторы,
достаточно громоздка и хотелось бы иметь эквивалентный данному описанию
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инструмент индуктивных рассуждений, с одной стороны, напоминающий при-
вычные результаты Ашбахера, а с другой, позволяющий обходить трудности с
возникновением «чужой» характеристики.

В данной работе рассматриваются подгруппы H линейных и унитарных
групп, образ которых в фактор-группе по центру всей группы обладает нетри-
виальной нормальной r-подгруппой для некоторого нечетного простого числа r.
Для унификации формулировок и рассуждений мы вслед за [2] используем обо-
значение GLη

n(q), где η = ±1, или знак этого числа, при этом GL+
n (q) = GLn(q) —

общая линейная группа и GL−
n (q) = GUn(q) — унитарная группа. Для группы

G такой, что SLη
n(q) ≤ G ≤ GLη

n(q), определение классов Ашбахера Ci = Ci(G),
i = 1, . . . , 8, можно найти в [2]. Экстраспециальную группу порядка r2a+1 и экс-
поненты r, где r — нечетное простое число, будем обозначать через r2a+1. Через
Q8 обозначается группа кватернионов, через Zn — циклическая группа порядка
n. Некоторое центральное произведение групп A и B обозначается через A ◦B.

Основным результатом данной работы является

Теорема. Пусть G = GLη
n(q), H ≤ G, Or(H) � Z(G) для некоторого нечет-

ного простого r. Тогда либо H содержится в элементе одного из классов Аш-
бахера C1–C4, либо n = ra для некоторого a и H содержится в нормализаторе
N некоторой r-подгруппы симплектического типа (элементе класса C6) вида
N = (Zq−η ◦ r1+2a).Sp2a(r), причем Or(H) ≤ Or(N).

Следствие. Пусть G — группа такая, что SLη
n(q) ≤ G ≤ GLη

n(q) и Z ≤
Z(G). Пусть : G→ G/Z — естественный гомоморфизм и H — полный прооб-
раз в G подгруппы H ≤ G такой, что Or(H) � Z(G) для некоторого нечетного
простого r. Тогда либо H содержится в элементе одного из классов Ашбахера
C1(G)–C4(G), либо n = ra для некоторого a, H содержится в N ∈ C6(G),

N =
{ (Z(G) ◦ 31+2).Q8, если n = r = 3,

∣∣GLη
3(q) : G

∣∣
3 = 3 и

∣∣G : SLη
3(q)

∣∣
3 = 1,

(Z(G) ◦ r1+2a).Sp2a(r) в остальных случаях

и Or(H) ≤ Or(N).
В дальнейшем планируется получить подобные результаты для всех клас-

сических групп и без каких-либо ограничений на r.

1. Радикальные r-подгруппы и их использование
для изучения подгрупп с нетривиальным r-радикалом

Определение. Напомним, что согласно [6] подгруппа R группы G назы-
вается радикальной r-подгруппой для некоторого простого числа r, если R =
Or(NG(R)).

Определение. Пусть G — конечная группа, r — простое число и H1, H2 —
подгруппы группы G. Будем писать H1 ≤r H2, если H1 ≤ H2 и Or(H1) ≤
Or(H2).

Легко видеть, что отношение ≤r задает частичный порядок на множестве
подгрупп. При этом если H — максимальная относительно данного порядка
подгруппа, то NG(Or(H)) = H. Таким образом, Or(H) является радикальной
r-подгруппой. Отметим, что верно и обратное, т. е. подгруппы группы H,
максимальные относительно отношения ≤r, являются нормализаторами ради-
кальных подгрупп (см. [11, § 1]). Тем самым имеет место следующее
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Замечание. Пусть G — конечная группа, H ≤ G и Or(H) 6= 1 для неко-
торого простого числа r. Тогда существует радикальная r-подгруппа R группы
G такая, что H ≤ NG(R) и Or(H) ≤ R.

2. Описание радикальных
r-подгрупп и их нормализаторов
в линейных и унитарных группах

В данном разделе приводится описание радикальных r-подгрупп в линей-
ных и унитарных группах для нечетного r, которое получено в [6, § 4] и [7,
§ 2] соответственно. Для произвольных квадратных матриц A,B определим их
кронекерово произведение:

A⊗B =

 a11B . . . a1nB
...

. . .
...

an1B . . . annB

 .

Пусть q — некоторая степень простого числа p и η ∈ {+,−} — знак. Пусть
r — нечетное простое число, (q, r) = 1, e — порядок элемента ηq по модулю r
(т. е. наименьшее среди натуральных чисел m таких, что (ηq)m ≡ 1 (mod r)),
ε = ηe, и число a определяется равенством (q2e − 1)r = ra. Для неотрица-
тельного целого числа γ через Eγ будем обозначать экстраспециальную группу
экспоненты r и порядка r1+2γ (при этом если γ = 0, то Eγ — циклическая группа
порядка r). Для неотрицательного целого числа α через Zα будем обозначать
циклическую группу порядка ra+α. Через Rα,γ обозначается центральное про-
изведение групп Zα и Eγ такое, что Z(Eγ) = �1(Zα). Группа Rα,γ вкладывается
в группу GLε

rγ (qer
α

) (см. [2, предложение 4.6.3]), а группа GLε
rγ (qer

α

), расширен-
ная элементом порядка erα, вкладывается в группу GLη

erα+γ (q) (см. [2, § 4.3]).
При этом образ группы Rα,γ относительно композиции вложений

Rα,γ ↪→ GLε
rγ (qer

α

) ↪→ GLη
erα+γ (q) (1)

определяется однозначно с точностью до сопряженности. Следуя [7, 1C], обо-
значим через W сужение вложения Rα,γ ↪→ GLε

rγ (qer
α

) на Eγ , и пусть Lα,γ —
нормализатор W(Eγ) в GLε

rγ (qer
α

). В силу вышесказанного группа Lα,γ также
вкладывается в GLη

erα+γ (q).
Пусть Vα,γ — естественный модуль для группы Gα,γ = GLη

erα+γ (q). Далее,
для любого натурального числа m определим

Vm,α,γ = Vα,γ⊥Vα,γ⊥ . . .⊥Vα,γ︸ ︷︷ ︸
m раз

,

где ⊥ обозначает прямую сумму подпространств в случае η = + и ортогональ-
ную прямую сумму при η = −. Пусть также Gm,α,γ = GLη

merα+γ (q), при этом
Vm,α,γ можно рассматривать как естественный модуль для Gm,α,γ . Группа Gα,γ

посредством вложения g 7→ Im⊗g =

 g
. . .

g

, где Im — единичная матрица

размера m, вкладывается в группу Gm,α,γ .
Легко видеть, что группу GLε

rγ (qer
α

) можно также вложить в GLη
merα+γ (q)

посредством цепочки вложений

GLε
rγ (qer

α

) ↪→ GLε
mrγ (qer

α

) ↪→ GLη
merα+γ (q)
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таким образом, что следующая диаграмма окажется коммутативной:

GLε
rγ (qer

α

) −→ GLη
erα+γ (q)

↓ ↓
GLε

mrγ (qer
α

) −→ GLη
merα+γ (q) .

Поскольку вложение GLε
rγ (qer

α

) ↪→ GLε
mrγ (qer

α

) задается правилом g 7→
Im ⊗ g, образ группы GLε

rγ (qer
α

) в GLε
mrγ (qer

α

) совпадает с подгруппой Im ⊗
GLε

rγ (qer
α

).
Отметим также, что между подгруппами Im ⊗ GLε

rγ (qer
α

) и GLε
mrγ (qer

α

)
группы GLη

merα+γ (q) находится подгруппа GLε
m(qer

α

)⊗GLε
rγ (qer

α

), которая при
m > 1 принадлежит классу Ашбахера C4

(
GLε

mrγ (qer
α

)
)
. Кроме того, между

подгруппами GLε
mrγ (qer

α

) и GLη
merα+γ (q) находится подгруппа GLε

mrγ (qer
α

).erα,
принадлежащая при e > 1 или α > 0 классу C3

(
GLη

merα+γ (q)
)
.

Для наглядности перечисленные подгруппы группы GLη
merα+γ (q) предста-

вим на диаграмме, изображенной на рис. 1 (двойная линия соответствует нор-
мальным подгруппам).

rGLε
m(qer

α

)⊗ Irγ

r GLη
merα+γ (q)

r GLε
mrγ (qer

α

).erα

r GLε
mrγ (qer

α

)

r GLε
m(qer

α

)⊗GLε
rγ (qer

α

)

r Im ⊗GLε
rγ (qer

α

)

r
Z(GLε

mrγ (qer
α

))
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Рис. 1.

Обозначим через Rm,α,γ и Lm,α,γ образы в Gm,α,γ групп Rα,γ и Lα,γ относи-
тельно композиции этих вложений. Пусть Cm,α,γ = CGm,α,γ (Rm,α,γ), Nm,α,γ =
NGm,α,γ (Rm,α,γ) и N0

m,α,γ = {g ∈ Nm,α,γ | [g, Z(Rm,α,γ)] = 1}.

Предложение 1. Во введенных обозначениях
(1) Cm,α,γ = GLε

m(qer
α

)⊗ Irγ ;
(2) N0

m,α,γ = Lm,α,γCm,α,γ , где Rm,α,γ ≤ Lm,α,γ , Lm,α,γ ∩Cm,α,γ = Z(Lm,α,γ)
= Z(Cm,α,γ), [Lm,α,γ , Cm,α,γ ] = 1, Lm,α,γ/Z(Lm,α,γ)Rm,α,γ ' Sp2γ(r) и Lm,α,γ

содержится в подгруппе Im ⊗GLε
rγ (qer

α

);
(3)

∣∣Nm,α,γ/N0
m,α,γ

∣∣ = erα;
(4) Nm,α,γ содержится в подгруппе GLε

mrγ (qer
α

).erα.
Доказательство см. в [6, § 4; 7, § 2]. �

Добавим в предыдущую диаграмму группы из предложения 1 (рис. 2). В
частности, легко видеть, что подгруппа N0

m,α,γ = Lm,α,γCm,α,γ содержится в
подгруппе GLε

m(qer
α

)⊗GLε
rγ (qer

α

) группы GLη
merα+γ (q).

Следуя [6], будем рассматривать симметрические группы как группы мат-
риц посредством естественного подстановочного представления. Определим
сплетение X o Y матричной группы X и подстановочной матричной группы
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mrγ (qer

α

).erα
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mrγ (qer

α

)
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m(qer

α

)⊗GLε
rγ (qer

α

)

rr
rLm,α,γr

Z(GLε
mrγ (qer

α

)) = Z(Lm,α,γ) = Z(Cm,α,γ)
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Рис. 2.

Y как группу матриц, полученную заменой всех вхождений 1 и 0 в матрицах
y из Y произвольными матрицами из X и нулевыми матрицами из X соответ-
ственно (ср. [2, лемма 4.2.1]). Далее, пусть c̄ = (c1, c2, . . . , cl), где c1, c2, . . . , cl —
натуральные числа. Пусть Aci — элементарная абелева группа порядка rci для
любого i = 1, . . . , l и Ac̄ — подстановочное сплетение Ac1 o Ac2 o · · · o Acl . Тогда
Ac̄ вкладывается в симметрическую группу Su, где u = rc1+c2+···+cl . Положим
Rm,α,γ,c̄ = Rm,α,γ oAc̄, Gm,α,γ,c̄ = GLη

d(q), где d = merα+γu и

Vm,α,γ,c̄ = Vm,α,γ⊥Vm,α,γ⊥ . . .⊥Vm,α,γ︸ ︷︷ ︸
u раз

— соответствующий модуль для Gm,α,γ,c̄. Согласно [6, § 4; 7, § 2] группа Rm,α,γ,c̄

естественным образом вкладывается в группу Gm,α,γ,c̄, определяется в ней од-
нозначно с точностью до сопряжения и называется ее базисной подгруппой.

Предложение 2. Пусть G = GLη(V ) = GLη
n(q) и R — радикальная r-

подгруппа группы G. Тогда существуют соответствующие друг другу разложе-
ния

V = V0⊥V1⊥ . . .⊥Vt, (2)
R = R0 ×R1 × · · · ×Rt (3)

такие, что R0 — тривиальная подгруппа группы GLη(V0) и Ri — базисная под-
группа группы GLη(Vi) для i ≥ 1.

Доказательство см. в [6, 4A; 7, 2B]. �

Пусть в прежних обозначениях R — радикальная r-подгруппа группы G,
V — естественный модуль для G и

V = V0⊥V1⊥ . . .⊥Vt, R = R0 ×R1 × · · · ×Rt

— разложения, о которых идет речь в предложении 2. Пусть R(m,α, γ, c̄) —
произведение тех из подгрупп Ri, для которых Ri = Rm,α,γ,c̄, V (m,α, γ, c̄) —
сумма соответствующих этим Ri подпространств Vi, u(m,α, γ, c̄) — число таких
Ri и G(m,α, γ, c̄) = GLη(V (m,α, γ, c̄)).
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Предложение 3. Во введенных обозначениях

NG(R) = GLη(V0)×
∏

m,α,γ,c̄

NG(m,α,γ,c̄)(R(m,α, γ, c̄)), (4)

NG(m,α,γ,c̄)(R(m,α, γ, c̄)) = NGm,α,γ,c̄(Rm,α,γ,c̄) o Su(m,α,γ,c̄). (5)

Доказательство см. в [4, лемма 11]. �

3. Доказательство основных результатов

Доказательство теоремы. Пусть G = GLη
n(q), H ≤ G, Or(H) � Z(G)

для некоторого нечетного простого r. Согласно замечанию группа H норма-
лизует некоторую радикальную r-подгруппу R группы G, причем Or(H) ≤
Or(NG(R)), и можем предполагать, что H = NG(R).

Если (q, r) 6= 1, то NG(R) содержится в некоторой собственной параболи-
ческой подгруппе по теореме Бореля — Титса [12], т. е. в некотором элементе
класса C1. Далее предполагаем, что (q, r) = 1 и в этом случае имеют место
разложения (2)–(5). Если в разложении (4) содержится более одного сомножи-
теля, то подгруппа H снова попадает в некоторый элемент из класса C1. Таким
образом, можно считать, что V0 = 0, G = G(m,α, γ, c̄) для некоторых m,α, γ, c̄
и

NG(R) = NG(m,α,γ,c̄)(R(m,α, γ, c̄)) = NGm,α,γ,c̄(Rm,α,γ,c̄) o Su(m,α,γ,c̄).

Если u(m,α, γ, c̄) > 1, то NG(R) содержится в некотором элементе класса C2.
Далее, предполагаем, что u(m,α, γ, c̄) = 1, и поэтому G = Gm,α,γ,c̄, а

R = Rm,α,γ,c̄. Из определения группы R следует, что R является полупрямым
произведением группы R1×· · ·×Ru и группы Ac̄, где u = rc1+c2+···+cl и каждая
из групп Ri совпадает с Rm,α,γ . Поскольку Ac̄ вкладывается в группу Su, то
NG(R) ≤ NGm,α,γ (Rm,α,γ) oSu. Следовательно, если u 6= 1, то NG(R) содержится
в некотором элементе класса C2.

Таким образом, можно считать, что u = 1, R = Rm,α,γ , G = Gm,α,γ ,
и воспользоваться предложением 1. Из п. (4) предложения 1 следует, что
NG(R) = Nm,α,γ вкладывается в группу GLε

mrγ (qer
α

).erα и содержится в неко-
тором элементе класса C3, если α > 0 или e > 1.

Далее считаем, что α = 0 и e = 1. Тогда ε = η и NG(R) = Nm,0,γ = N0
m,0,γ .

Как отмечалось ранее, при m > 1 справедливо включение

NG(R) = N0
m,0,γ ≤ GLη

m(q)⊗GLη
rγ (q) ∈ C4.

Наконец, можем считать, что

e = 1, m = 1, α = 0, R = R1,0,γ = R0,γ , G = GLη
rγ (q), n = rγ .

В силу п. (3) предложения 1 имеем NG(R) = N1,0,γ = N0
1,0,γ . Из пп. (1), (2)

предложения 1 следует, что

N0
1,0,γ = L1,0,γC1,0,γ ,

где R1,0,γ ≤ L1,0,γ , C1,0,γ ' Zq−η, Z(L1,0,γ) = Z(C1,0,γ), L1,0,γ/Z(L1,0,γ)R1,0,γ '
Sp2γ(q). Поскольку Zα содержится в центре группы Zα ◦Eγ , имеем Zα ≤ C1,0,γ
и

Z(L1,0,γ)R1,0,γ = Z(C1,0,γ)R1,0,γ = C1,0,γR1,0,γ = Zq−η ◦ Eγ = Zq−η ◦ r1+2γ .
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Таким образом, NG(R) = (Zq−η◦r1+2γ).Sp2γ(r), и NG(R) совпадает с некоторым
элементом класса C6. �

Доказательство следствия. Ясно, что Or(H) ≤ Or(H). Обратно, пол-
ный прообраз Or(H) в H имеет вид S × T , где S — силовская r-подгруппа
полного прообраза и T — холлова r′-подгруппа группы Z. Отсюда S = Or(H).
Поскольку S является характеристической подгруппой группы S×T E H, име-
ем S E H и Or(H) ≤ Or(H). Таким образом, Or(H) = Or(H) и Or(H) � Z(G).
Утверждение следствия непосредственно вытекает из утверждения теоремы.
Уточнить строение группы N в случае, когда H ≤ N ∈ C6(G), позволяет [2,
предложение 4.6.5]. �
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