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Юрию Леонидовичу Ершову к 75-летнему юбилею

Работа посвящена изучению вопросов о существовании характеризации клас-
сов вычислимых моделей с заданными свойствами. В исследовании применя-
ется предложенный С. С. Гончаровым и Найт [1] подход, основанный на изу-
чении алгоритмической сложности индексных множеств классов вычислимых
моделей. В данной работе получена оценка сложности индексного множества
сильно конструктивизируемых булевых алгебр, являющихся автоустойчивыми
относительно сильных конструктивизаций.

Используемые в работе основные понятия и определения теории вычисли-
мых моделей можно найти в [2, 3]. Пусть σ — вычислимая сигнатура без функ-
циональных символов. Известно [4], что для конечной сигнатуры σ существует
универсальная вычислимая нумерация ν класса всех вычислимых моделей σ.
Для бесконечной сигнатуры σ существует универсальная вычислимая нумера-
ция ν для класса, состоящего из всех вычислимых моделей σ и всех конечных
моделей конечных частей сигнатуры σ (подробнее см. [2, § 1.4]). Далее мы фик-
сируем указанную выше нумерацию ν и через Me обозначаем вычислимую мо-
дель сигнатуры σ, имеющую номер e в нумерации ν. Кроме того, в дальнейшем
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можно считать, что мы рассматриваем модели произвольной вычислимой сиг-
натуры σ (при необходимости осуществляя стандартный переход от функций к
их графикам).

Пусть K — класс вычислимых моделей сигнатуры σ. Индексным множе-
ством класса K называется множество I(K) = {e | Me ∈ K}.

Вычислимая модель M называется разрешимой, если ее полная диаграм-
ма FD(M) вычислима. Модель M называется сильно конструктивизируемой,
если M обладает разрешимой копией.

Сильно конструктивизируемая модель M называется автоустойчивой от-
носительно сильных конструктивизаций, если для любых разрешимых копий
N0 и N1 модели M существует вычислимый изоморфизм f :N0 → N1.

Напомним, что сигнатура σ называется нетривиальной, если σ содержит
хотя бы один предикатный или функциональный символ, имеющий местность
не менее чем 2. В [5] построена вычислимая бесконечная сигнатура σ∗, со-
стоящая только из унарных и бинарных предикатов, и доказано, что индекс-
ное множество Com(SCSt)σ∗ класса вычислимых моделей сигнатуры σ∗, ав-
тоустойчивых относительно сильных конструктивизаций, является m-полным
�0
ω+2-множеством. В [6] показано, что для любой нетривиальной вычислимой

сигнатуры σ индексное множество Com(SCSt)σ класса вычислимых моделей σ,
автоустойчивых относительно сильных конструктивизаций, также является m-
полным �0

ω+2-множеством.
Будем рассматривать булевы алгебры как модели сигнатуры σBA = {∨2,∧2,

C1; 0, 1}. Данная работа является продолжением [5–7] и посвящена исследова-
нию сложности следующего индексного множества:

SCAutBA = {e ∈ ω | Me — булева алгебра, автоустойчивая
относительно сильных конструктивизаций}.

Доказано, что SCAutBA является m-полным �0
ω+2-множеством. Отметим,

что метод доказательства данного результата существенно отличается от мето-
дов, использованных в [5, 6]. В доказательстве основного результата [5] исполь-
зована техника маркеровских расширений [8, 9]. В работе применяется техника
пар вычислимых моделей [3, 10].

В § 1 приведены необходимые предварительные сведения из теории моде-
лей, теории счетных булевых алгебр и теории вычислимости, § 2 содержит нуж-
ные нам результаты о простых булевых алгебрах, § 3 посвящен исследованию
стандартных челночных отношений ≤α на простых булевых алгебрах, имеющих
конечную вторую элементарную характеристику. В § 4 приведено доказатель-
ство того, что множество SCAutBA является �0

ω+2-полным. В § 5 приводятся
следствия основного результата — показывается �0

ω+2-полнота индексного мно-
жества моделей, автоустойчивых относительно сильных конструктивизаций и
принадлежащих классу K, где K — это один из следующих классов: дистрибу-
тивные решетки, кольца, коммутативные полугруппы, частичные порядки.

§ 1. Предварительные сведения

Предварительные сведения о булевых алгебрах можно найти в [11]. Будем
кратко называть булеву алгебру алгеброй. Если L — линейный порядок, то
через B(L) обозначается интервальная алгебра, порожденная L.

Пусть B — булева алгебра, n — натуральное число. Пусть Atom(B) — мно-
жество атомов B, Als(B) — идеал безатомных элементов B, Atomic(B) — идеал
атомных элементов B, In(B) — n-й итерированный идеал Ершова — Тарского B,

Atomn(B) = {a ∈ B | a/In(B) ∈ Atom(B/In(B))},
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Alsn(B) = {a ∈ B | a/In(B) ∈ Als(B/In(B))},
Atomicn(B) = {a ∈ B | a/In(B) ∈ Atomic(B/In(B))},

Iω(B) =
⋃
m∈ω

Im(B).

Отметим, что Alsn(B), Atomicn(B) и Iω(B) являются идеалами алгебры B.
На алгебре B стандартным образом определяется порядок: a ≤ b в том

и только том случае, когда a ∧ b = a. Если a ∈ B, то через âB обозначается
алгебра вида ({b ∈ B | b ≤ a},∨,∧,Ca; 0, a), где ∨ и ∧ являются ограничениями
соответствующих операций B на носитель âB, Ca(b) = a∧C(b). Если из контек-
ста понятно, о какой алгебре B идет речь, то будем использовать обозначение
â вместо âB. Считаем, что a0 = C(a) и a1 = a. Если ā = (a1, a2, . . . , an) — набор
элементов из B и ε̄ = (ε1, ε2, . . . , εn) ∈ {0, 1}n, то положим āε̄ = aε11 ∧a

ε2
2 ∧· · ·∧aεnn .

Обозначение a− b будет использоваться для элемента a ∧ C(b).
Будем считать, что формула (x0, . . . , xn | y) является сокращенной формой

записи следующей формулы:

(y = x0 ∨ · · · ∨ xn)&
(
&

0≤i<j≤n
xi ∧ xj = 0

)
.

Если a, b0, . . . , bn — элементы алгебры B такие, что выполнено (b0, . . . , bn |
a), то будем говорить, что кортеж b0, . . . , bn является разбиением a (на n + 1
элементов). Разбиением алгебры B называем разбиение элемента 1B.

Пусть {Bn}n∈ω — последовательность булевых алгебр. Прямая сумма∑
n∈ω

{0,1}Bn определяется как подалгебра прямого произведения
∏
n∈ω

Bn, име-
ющая носитель{

f ∈
∏
n∈ω

Bn | (∃c ∈ {0, 1})(∃m)(∀k ≥ m)(f(k) = cBk)
}
.

Если M — модель сигнатуры σ, то через Th(M) обозначается элементар-
ная теория модели M. Модель M называется простой, если M элементарно
вкладывается в любую модель теории Th(M). Модель M называется почти
простой, если существует конечный набор c̄ элементов M такой, что модель
(M, c̄) простая. Простой булевой алгеброй называется булева алгебра, являю-
щаяся простой моделью.

Модель M сигнатуры σ называется атомной, если для любого набора ā =
a0, . . . , an из M существует формула ϕ(x0, . . . , xn) сигнатуры σ такая, что M |=
ϕ(ā) и для любой формулы ψ(x0, . . . , xn) выполнено: если M |= ψ(ā), то

M |= ∀x0 . . .∀xn(ϕ(x0, . . . , xn) → ψ(x0, . . . , xn)).
Формулу ϕ, удовлетворяющую таким условиям, называют полной формулой
теории Th(M). Известен следующий результат (см. [12, теорема 2.3.4]).

Теорема 1.1 (критерий Р. Л. Воота). Пусть M — модель счетной сигна-
туры σ. Тогда M простая в том и только том случае, когда модель M счетная
атомная.

Пусть T — полная теория сигнатуры σ, n — натуральное число. Определим
булеву алгебру Fn(T ). Носитель Fn(T ) состоит из классов

[ϕ(x0, . . . , xn)] = {ψ(x0, . . . , xn) | ψ — формула сигнатуры σ,

T ` ∀x0 . . .∀xn(ϕ↔ ψ)},
а операции и константы определяются по правилам [ϕ]∨ [ψ] = [ϕ∨ψ], [ϕ]∧ [ψ] =
[ϕ&ψ], C([ϕ]) = [¬ϕ], 0 = [(x0 6= x0)] и 1 = [(x0 = x0)]. Известен следующий
критерий автоустойчивости относительно сильных конструктивизаций.
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Теорема 1.2 [13, теорема 1]. Пусть M — сильно конструктивизируемая
модель. Она автоустойчива относительно сильных конструктивизаций в том
и только том случае, когда существует конечный набор c̄ из M такой, что
(M, c̄) является простой моделью и семейство множеств атомов булевых алгебр
Fn(Th(M, c̄)) вычислимо.

Если x1, x2, . . . , xn — натуральные числа, то через 〈x1, x2, . . . , xn〉 обозна-
чается номер n-ки (x1, x2, . . . , xn) в канторовской нумерации. Если A ⊆ ω, то
A = ω \A. Через ωCK1 обозначается наименьший невычислимый ординал. Обо-
значение ∃∞xϕ(x) понимается как «существует бесконечно много x таких, что
ϕ(x)».

Для работы с вычислимыми ординалами, следуя [14], вводим множество
обозначений O с порядком <O. Если a ∈ O, то через |a|O обозначается ор-
динал, соответствующий обозначению a. Если α — вычислимый ординал, то,
имея в виду равномерную вычислимость по β < α, будем считать, что зафик-
сировано некоторое a ∈ O, для которого |a|O = α, и речь идет о равномерной
вычислимости по b <O a.

Пусть α — счетный ординал. Для фиксированной счетной сигнатуры σ
определяем бесконечные �α- и �α-формулы так же, как в [3, гл. 6]. Если σ —
вычислимая сигнатура, то также определяются вычислимые бесконечные фор-
мулы сигнатуры σ. Строгое введение вычислимых бесконечных формул требует
построения специальной системы обозначений, подобной системе обозначений
для вычислимых ординалов. (Подробное изложение можно найти в [3, гл. 7].)
Для каждого вычислимого ординала α можно построить множество обозна-
чений и функцию, которая каждому обозначению сопоставляет �α-формулу.
Такие формулы образуют класс �cα вычислимых �α-формул. Аналогичным
образом строится класс �cα вычислимых �α-формул.

Если M и N — модели сигнатуры σ, то запись M ≤α N означает, что любое
�α-предложение, истинное в модели M, истинно и в N. Формула M ≡α N
означает, что M ≤α N и N ≤α M. Если N — модель σ, K — непустое семейство
моделей σ, то запись K ≤α N означает, что любое �α-предложение, истинное
во всех моделях из K, истинно и в N.

Пусть α — ненулевой вычислимый ординал. Семейство K = {Ai | i ∈ ω}
моделей вычислимой сигнатуры σ называется α-дружественным, если модели
Ai вычислимы равномерно по i и отношения

Bβ = {(i, ā, j, b̄) | i, j ∈ ω, ā ∈ Ai, b̄ ∈ Aj , (Ai, ā) ≤β (Aj , b̄)}

вычислимо перечислимы равномерно по β < α. Нам понадобится следующий
частный случай [10, теорема 4.2].

Теорема 1.3 [10]. Пусть 1 ≤ α < ωCK1 , A — модель сигнатуры σ, K = {Bi |
i ∈ ω} — семейство моделей σ, удовлетворяющие условиям: K ≤α A и семейство
{A}∪K, равное {A,B0,B1, . . . }, является α-дружественным. Тогда для любого
�0
α-множества S существует равномерно вычислимая по n последовательность

моделей {Cn}n∈ω такая, что

Cn ∼=
{

A, если n ∈ S,
Bin , где in ∈ ω, если n /∈ S.
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§ 2. Простые булевы алгебры

Данный раздел содержит необходимые нам результаты о простых булевых
алгебрах.

Элементарной характеристикой булевой алгебры B называется тройка
ch(B) = (ch1(B), ch2(B), ch3(B)), определенная следующим образом.

(1) Значение ch1(B) равно наименьшему n ∈ ω такому, что In+1(B) = B
(если такое n существует). В случае, если такого n не существует, считается,
что ch1(B) = ∞. Если ch1(B) = ∞, то ch2(B) = ch3(B) = 0.

(2) Для ch1(B) = n < ∞ значение ch2(B) равно числу атомов фактор-
алгебры B/In , если это число конечно, и ch2(B) = ∞, если B/In содержит
бесконечно много атомов.

(3) Для ch1(B) = n <∞ значение ch3(B) равно 1, если алгебра B/In содер-
жит ненулевой безатомный элемент; ch3(B) = 0 в противном случае.

Если a — элемент алгебры B, то считаем, что chB(a) = ch(âB). Если из
контекста ясно, о какой алгебре B идет речь, то значение chB(a) обозначается
через ch(a). Через CH будем обозначать множество всех допустимых элемен-
тарных характеристик, т. е. CH — это подмножество (ω∪{∞})2×{0, 1} такое,
что

(a) тройка (∞, q, r) принадлежит CH в том и только том случае, когда
q = r = 0;

(b) если p ∈ ω, то (p, q, r) ∈ CH тогда и только тогда, когда q 6= 0 или r 6= 0,
или p = q = r = 0.

Известно [11, теорема 2.5.1], что для любой характеристики x ∈ CH суще-
ствует алгебра B такая, что ch(B) = x.

Теорема 2.1 [15, 16]. Пусть A и B — булевы алгебры. Модели A и B
элементарно эквивалентны в том и только том случае, когда ch(A) = ch(B).

Предложение 2.1 [11, следствие 2.3.5]. Элементарная теория любой бу-
левой алгебры имеет простую модель.

Через Pr(p, q, r) будем обозначать простую булеву алгебру, имеющую эле-
ментарную характеристику (p, q, r). Через B∞ обозначается алгебра Pr(∞, 0, 0).
Известно следующее описание простых булевых алгебр.

Определение 2.1 [17, определение 3.16]. Пусть B — булева алгебра такая,
что ch(B) = (p, q, r).

(a) Предположим, что p < ∞. Алгебра B называется конечно-атомной,
если

(i) для любого k < p любой атомный элемент фактор-алгебры B/Ik явля-
ется конечной суммой атомов алгебры B/Ik ;

(ii) если a — это атомный элемент из B/Ip , то хотя бы для одного элемента
b ∈ {a,C(a)} выполнено следующее условие: под b лежит только конечное число
атомов B/Ip .

(b) Пусть p = ∞. Алгебра B является конечно-атомной, если она удовле-
творяет условиям (i) и

(iii) фактор-алгебра B/Iω двухэлементна.

Теорема 2.2 [18, теорема 5.1]. Булева алгебра B простая в том и только
том случае, когда B конечно-атомная.
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Следствие 2.1. Пусть B — простая булева алгебра, a — элемент B. Тогда
â также простая булева алгебра. Кроме того, если ch2(B) <∞, то ch2(a) <∞.

Доказательство. Для доказательства первого утверждения достаточно
заметить, что алгебра â также конечно-атомная.

Докажем второе утверждение. Допустим, что ch2(B) < ∞ и ch2(a) = ∞
для некоторого элемента a ∈ B. Пусть ch1(a) = p. Заметим, что единица
фактор-алгебры â/Ip разбивается на непересекающиеся безатомный и бесконеч-
ный атомный элементы. Отсюда следует, что алгебра B/Ip содержит беско-
нечный атомный элемент. В силу того, что B конечно-атомная, это возможно
только в случае, когда ch1(B) = p и ch2(B) = ∞, что противоречит условию.
Следствие 2.1 доказано. �

Известно [18], что все простые булевы алгебры сильно конструктивизируе-
мы. Более того, имеет место

Теорема 2.3 [18, теорема 4.1]. Пусть CH′ — множество CH \{(∞, 0, 0)}.
Существует вычислимая последовательность булевых алгебр {Bpr

x | x ∈ CH′},
удовлетворяющая следующим условиям:

(1) для каждого x ∈ CH′ алгебра Bpr
x изоморфна Pr(x);

(2) существует вычислимая функция EC такая, что для любых x ∈ CH′

и a ∈ Bpr
x значение EC(a, x) равно номеру тройки chBpr

x (a) в канторовской
нумерации.

В частности, все алгебры Bpr
x разрешимы.

Кроме того, известен следующий критерий автоустойчивости относительно
сильных конструктивизаций для булевых алгебр.

Теорема 2.4 [19, следствие 8]. Пусть B — счетная булева алгебра. Следу-
ющие условия эквивалентны:

(1) модель B сильно конструктивизируема и автоустойчива относительно
сильных конструктивизаций;

(2) существуют элементы x0, x1, . . . , xk ∈ CH такие, что алгебра B изо-
морфна Pr(x0)× Pr(x1)× · · · × Pr(xk).

Приведем некоторые вспомогательные свойства простых булевых алгебр.
Определение 2.2 [20, определение 4.3]. Пусть (p0, q0, r0), . . . , (pn, qn, rn) ∈

CH. Сложение элементарных характеристик задается согласно следующему
правилу:

(p0, q0, r0) + · · ·+ (pn, qn, rn) =
∑
i≤n

(pi, qi, ri) = (p, q, r),

где p = max{pi | i ≤ n}, q =
∑
{qi | i ≤ n, pi = p} и r = max{ri | i ≤ n, pi = p}.

(Здесь считаем, что ∞+q = q+∞ = ∞ для любого q ∈ ω∪{∞}.) В этом случае
говорим, что набор (p0, q0, r0), . . . , (pn, qn, rn) является разбиением элементарной
характеристики (p, q, r).

Лемма 2.1 [11, лемма 2.2.4]. Пусть a, b0, . . . , bn — элементы булевой алгеб-
ры B такие, что (b0, . . . , bn | a). Тогда набор ch(b0), . . . , ch(bn) является разбие-
нием для ch(a).

Лемма 2.2. Пусть x0 = (p0, q0, r0) и x1 = (p1, q1, r1) — элементы CH такие,
что p0, q0, q1 <∞. Предположим, что x = x0+x1. Тогда булева алгебра Pr(x0)×
Pr(x1) изоморфна алгебре Pr(x).
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Доказательство. Для i ∈ {0, 1} через Bi будем обозначать алгебру Pr(xi).
Нам достаточно показать, что алгебра A = B0 ×B1 является простой булевой
алгеброй такой, что ch(A) = x.

Нетрудно понять, что для элементов e0 = (1B0 , 0B1) и e1 = (0B0 , 1B1) ал-
гебры A выполнено ch(e0) = x0 и ch(e1) = x1. Отсюда по лемме 2.1 получаем,
что ch(A) = x. Покажем, что A является конечно-атомной булевой алгеброй.

Пусть p = ch1(A) и k < p. Легко видеть, что для любого атомного элемента
a алгебры A/Ik найдутся атомные элементы b0 ∈ B0/Ik и b1 ∈ B1/Ik такие, что
â ∼= b̂0 × b̂1. Из того, что q0, q1 <∞, вытекает, что a является конечной суммой
атомов алгебры A/Ik . Если p < ∞, то, используя аналогичные рассуждения,
можно показать, что любой атомный элемент алгебры A/Ip является конечной
суммой атомов.

Предположим, что p = ∞. Заметим, что p1 = ∞ и фактор-алгебра A/Ip0+1

изоморфна B1/Ip0+1 . Отсюда нетрудно получить, что A/Iω является двухэле-
ментной алгеброй. Итак, A является конечно-атомной алгеброй, и по теоре-
ме 2.2 A ∼= Pr(x). Лемма 2.2 доказана. �

Следствие 2.2. Пусть x = (p, q, r) — элемент CH такой, что q < ∞;
(p0, q0, r0), . . . , (pn, qn, rn) — разбиение x такое, что существует не более од-
ного бесконечного pi и для каждого i ≤ n значение qi конечно. Рассмотрим
простую булеву алгебру B = Pr(x). Тогда найдется разбиение b0, . . . , bn для B

такое, что для каждого i ≤ n выполнено b̂i ∼= Pr(pi, qi, ri).
Далее будем рассматривать только простые булевы алгебры Pr(p, q, r) та-

кие, что q <∞. Следующее утверждение дает оценку уровня арифметической
сложности отношений In, Atomn, Alsn, Atomicn для алгебр такого вида.

Предложение 2.2. Пусть n ∈ ω, R — одно из отношений In, Atomn, Alsn,
Atomicn. Существует вычислимая бесконечная формула Rc(x) такая, что для
любой простой булевой алгебры B, удовлетворяющей условию ch2(B) < ∞, и
любого a ∈ B выполнена следующая эквивалентность: a ∈ R(B) тогда и только
тогда, когда B |= Rc(a). Более того, Icn(x) является �c3n-формулой, Atomc

n(x) —
�c3n+1-формулой, Alscn(x) — �c3n+2-формулой, а Atomiccn(x) — �c3n+2-формулой.

Доказательство. Определим необходимые формулы индукцией по n:

Ic0(x) � (x = 0),

Atomc
n(x) � ¬ Icn(x)&∀y

(
y ≤ x→

(
Icn(y) ∨ Icn(x− y)

))
,

Alscn(x) � ¬∃y
(
y ≤ x&Atomc

n(y)
)
,

Atomiccn(x) �
∨∨
k<ω

∃y0 . . .∃yk
(
(y0, . . . , yk | x)&&

i≤k
Atomc

n(yi)
)
,

Icn+1(x) � ∃y∃z
(
(y, z | x)&Alscn(y)&Atomiccn(z)

)
.

Используя рассуждения из [11, лемма 2.2.8], теорему 2.2 и следствие 2.1, нетруд-
но проверить все нужные нам свойства. Предложение 2.2 доказано. �

Опираясь на [20, определение 2.3], определим для простых алгебр понятие
уровня.

Определение 2.3. Пусть x = (p, q, r) — элемент CH такой, что q < ∞.
Уровнем простой булевой алгебры Pr(x) будем называть значение l(x), заданное
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по следующему правилу:

l(x) =


0, если p = q = r = 0,
3p+ 1, если p <∞, q > 0 и r = 0,
3p+ 2, если p <∞ и r = 1,
ω, если p = ∞.

Значение l(x) будем также называть уровнем x.

§ 3. Челночные отношения

Данный раздел посвящен исследованию стандартных челночных отноше-
ний ≤α для простых булевых алгебр с конечной второй элементарной харак-
теристикой. Приведем известные результаты об отношениях ≤α для булевых
алгебр.

Предложение 3.1 [3, лемма 15.12]. Пусть α — ненулевой счетный орди-
нал, A и B — булевы алгебры, ā = (a1, . . . , an) и b̄ = (b1, . . . , bn) — наборы
элементов из A и B соответственно. Соотношение (A, ā) ≤α (B, b̄) выполнено в
том и только том случае, когда ̂̄aε̄ ≤α

̂̄bε̄ для всех наборов ε̄ ∈ {0, 1}n.

Предложение 3.2 [3, лемма 15.13]. Пусть A и B — ненулевые булевы
алгебры.

(1) A ≤1 B тогда и только тогда, когда выполнен один из следующих слу-
чаев:

(a) алгебра A бесконечна;
(b) A ∼= B(n) и B ∼= B(m) для некоторых натуральных чисел n ≥ m > 0.
(2) Для счетного ординала α > 1 соотношение A ≤α B имеет место в том и

только том случае, когда для любого 1 ≤ β < α и любого разбиения b0, . . . , bn
для B существует разбиение a0, . . . , an для A такое, что b̂i ≤β âi для всех i ≤ n.

Заметим, что непосредственным следствием теоремы 2.1 является

Следствие 3.1. Пусть α — бесконечный счетный ординал, x0, x1 ∈ CH.
Соотношение Pr(x0) ≤α Pr(x1) выполнено в том и только том случае, когда
x0 = x1.

В силу следствия 3.1 далее можно рассматривать только отношения ≤n для
n ∈ ω. Следующие два предложения дают описание челночных отношений для
простых булевых алгебр B таких, что ch2(B) < ∞. Отметим, что доказатель-
ство предложения 3.3 опирается на доказательство теоремы 6.1 в [20].

Предложение 3.3. Пусть x0 = (p0, q0, r0) и x1 = (p1, q1, r1) — элементы
CH такие, что p0, p1, q0, q1 < ∞; n — ненулевое натуральное число. Через l0
обозначим уровень l(x0), через l1 — уровень l(x1).

(1) Если l0 < n или l1 < n, то Pr(x0) ≤n Pr(x1) в том и только том случае,
когда x0 = x1.

(2) Если l0 > n и l1 ≥ n, то всегда выполнено Pr(x0) ≤n Pr(x1).
(3) Если l0 = l1 = n, то Pr(x0) ≤n Pr(x1) в том и только том случае, когда

q0 ≥ q1.
(4) Если l0 = n и l1 > n, то всегда выполнено Pr(x0) �n Pr(x1).
Доказательство проводится индукцией по n. Для n = 1 утверждение

является непосредственным следствием предложения 3.2(1). Предположим, что
n > 1 и утверждение уже доказано для всех ненулевых m < n.
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Случай 1. Предположим, что l0 < n или l1 < n. Достаточно доказать,
что из условия Pr(x0) ≤n Pr(x1) следует, что x0 = x1. Пусть Pr(x0) ≤n Pr(x1).
Тогда Pr(x0) ≡n−1 Pr(x1) и по предположению индукции для случаев 1, 3, 4
выполнено x0 = x1.

Случай 2. Предположим, что l0 > n и l1 ≥ n. Пусть b0, b1, . . . , bk — произ-
вольное разбиение алгебры Pr(x1). Без ограничения общности можно считать,
что

l(ch(b0)) ≥ l(ch(b1)) ≥ · · · ≥ l(ch(bk)). (∗)

Зафиксируем j ≤ k такое, что l(ch(bj)) ≥ n и либо j = k, либо j < k и
l(ch(bj+1)) < n. Рассмотрим два подслучая.

Случай 2a. Пусть l0 = 3p0 + 2, т. е. r0 = 1. Используя следствие 2.2,
выберем разбиение a0, a1, . . . , ak для Pr(x0) такое, что ch(a0) = x0, ch(ai) =
(p0, 0, 1) при 1 ≤ i ≤ j и ch(ai) = ch(bi) при i > j.

Случай 2b. Пусть l0 = 3p0+1, т. е. r0 = 0. Выберем разбиение a0, a1, . . . , an
для Pr(x0) такое, что ch(a0) = x0, ch(ai) = (p0 − 1, 0, 1) при 1 ≤ i ≤ j и
ch(ai) = ch(bi) при i > j.

В обоих подслучаях получаем, что по индукционному предположению для
случая 2 имеет место b̂i ≤n−1 âi для всех i. Отсюда по предложению 3.2, п. (2),
следует, что Pr(x0) ≤n Pr(x1).

Случай 3. Предположим, что l0 = l1 = n. Из определения уровня следует,
что p0 = p1 и r0 = r1.

Вначале предположим, что q0 ≥ q1, и покажем, что Pr(x0) ≤n Pr(x1). Если
q0 = q1, то очевидно, что x0 = x1 и Pr(x0) = Pr(x1), поэтому далее считаем,
что q0 > q1. Рассмотрим разбиение c0, c1 алгебры Pr(x0) такое, что ch(c0) =
(p0, q0− q1, r0) и ch(c1) = (p0, q1, r0). В силу следствия 2.1 получаем ĉ1 ∼= Pr(x1).

Пусть b0, b1, . . . , bk — произвольное разбиение алгебры Pr(x1), удовлетво-
ряющее (∗). Тогда существует разбиение a′0, a′1, . . . , a′k алгебры ĉ1, удовлетво-
ряющее условию ch(a′i) = ch(bi) для всех i. Определим разбиение a0, a1, . . . , ak
алгебры Pr(x0) по правилу: a0 = a′0 ∨ c0 и ai = a′i для 1 ≤ i ≤ k. Заметим,
что l(ch(a0)) = l(ch(b0)) = l0 > n − 1, поэтому по индукционному предполо-
жению для случая 2 получаем b̂i ≤n−1 âi для всех i. Отсюда вытекает, что
Pr(x0) ≤n Pr(x1).

Предположим, что q0 < q1, и докажем, что Pr(x0) �n Pr(x1). Рассмотрим
два подслучая.

Случай 3a. Пусть l0 = 3p0 + 1, т. е. r0 = 0. Рассмотрим разбие-
ние b1, . . . , bq1 алгебры Pr(x1) такое, что для каждого i значение ch(bi) равно
(p0, 1, 0). Легко понять, что любое разбиение a1, . . . , aq1 алгебры Pr(x0) обязано
содержать элемент aj такой, что l(ch(aj)) ≤ 3p0 − 1 = n − 2. Отсюда по пред-
положению индукции для случая 1 получаем b̂j �n−1 âj . Из произвольности
выбора разбиения a1, . . . , aq1 следует, что Pr(x0) �n Pr(x1).

Случай 3b. Пусть l0 = 3p0 + 2, т. е. r0 = 1. Рассмотрим разбиение
b0, b1, . . . , bq1 алгебры Pr(x1) такое, что ch(b0) = (p0, 0, 1) и ch(bi) = (p0, 1, 0)
для 1 ≤ i ≤ q1. Допустим, что существует разбиение a0, a1, . . . , aq1 для алгеб-
ры Pr(x0) такое, что для каждого i выполнено b̂i ≤n−1 âi. Отметим, что из
предположения индукции вытекает следующее утверждение: если b̂i ≤n−1 âi
и ch(bi) = (p0, 1, 0), то ch(ai) = ch(bi). Отсюда следует неравенство q0 ≥ q1,
противоречащее нашему предположению; поэтому получаем Pr(x0) �n Pr(x1).
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Случай 4. Пусть l0 = n и l1 > n. Тогда по случаю 3 имеем Pr(x0) �n

Pr(p0, q0 + 1, r0); по случаю 2 получаем Pr(x1) ≤n Pr(p0, q0 + 1, r0). Из тран-
зитивности отношения ≤n вытекает, что Pr(x0) �n Pr(x1). Предложение 3.3
доказано. �

Предложение 3.4. Пусть n — ненулевое натуральное число, x0 = (p0, q0,
r0) — элемент из CH такой, что p0, q0 <∞. Через l0 обозначим l(x0).

(1) B∞ ≤n Pr(x0) в том и только том случае, когда l0 ≥ n.
(2) Pr(x0) ≤n B∞ в том и только том случае, когда l0 > n.
Доказательство проводится индукцией по n. Для n = 1 утверждение

следует из предложения 3.2(1). Предположим, что n > 1 и предложение уже
доказано для всех ненулевых m < n.

Вначале докажем (1). Предположим, что l0 ≥ n. Рассмотрим произвольное
разбиение b0, b1, . . . , bk алгебры Pr(x0) со свойством (∗). По следствию 2.2 можно
выбрать разбиение a0, a1, . . . , ak для B∞ такое, что ch(a0) = (∞, 0, 0) и ch(ai) =
ch(bi) при 1 ≤ i ≤ k. Заметим, что l(ch(b0)) = l0 > n − 1, следовательно,
по индукционному предположению получаем b̂0 ≤n−1 â0. По предложению 3.2
отсюда следует, что B∞ ≤n Pr(x0).

Допустим, что l0 < n и B∞ ≤n Pr(x0). В силу истинности соотношения
B∞ ≡n−1 Pr(x0) и предположения индукции для (2) получаем l0 > n − 1 и
приходим к противоречию.

Докажем (2). Предположим, что l0 > n, и рассмотрим произвольное раз-
биение b0, b1, . . . , bk для B∞, удовлетворяющее (∗). Зафиксируем j ≤ k такое,
что l(ch(bj)) ≥ n и либо j = k, либо j < k и l(ch(bj+1)) < n. Выберем разбиение
a0, a1, . . . , ak алгебры Pr(x0) следующим образом:

(a) если l0 = 3p0 + 2, то искомое разбиение выбирается точно так же, как в
случае 2a доказательства предложения 3.3;

(b) если l0 = 3p0 + 1, то выбираем разбиение точно так же, как в случае 2b
из того же доказательства.

Используя предложение 3.3, индукционную гипотезу для (1) и предложе-
ние 3.2, нетрудно показать, что Pr(x0) ≤n B∞.

Допустим, что l0 ≤ n и Pr(x0) ≤n B∞. В силу истинности соотношения
Pr(x0) ≡n−1 B∞ и предположения индукции получаем, что l0 = n. Выберем
произвольный элемент x1 = (p1, q1, r1) ∈ CH такой, что p1, q1 < ∞ и число
l1 = l(x1) больше, чем n. Из предложения 3.3 вытекает, что Pr(x0) �n Pr(x1).
С другой стороны, уже доказано, что B∞ ≤n Pr(x1); поэтому по транзитив-
ности отношения ≤n получаем, что Pr(x0) �n B∞; приходим к противоречию.
Предложение 3.4 доказано. �

Через Kω будем обозначать следующее семейство простых булевых алгебр:

Kω � {Pr(p, q + 1, 0), Pr(p, q, 1) | p, q ∈ ω}.
Лемма 3.1. Имеет место соотношение Kω ≤ω B∞.
Доказательство. Предположим, что � =

∧∧
i∈I
∀x̄i�i(x̄i) — �ω-предложе-

ние, ложное в B∞. Зафиксируем i ∈ I и набор b̄ = (b0, . . . , bk) из B∞ такие,
что формула �i(b̄) ложна в B∞. Без ограничения общности можно считать,
что кортеж b̄ является разбиением для B∞, удовлетворяющим условию (∗).
Выберем n ∈ ω такое, что �i является бесконечной �n-формулой. Кроме того,
выберем произвольный элемент x0 = (p0, q0, r0) из CH такой, что p0, q0 < ∞,
l(x0) ≥ n и l(x0) > l(ch(bj)) + 1 при 1 ≤ j ≤ k.
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Рассмотрим алгебру C = Pr(x0) из семейства Kω. Используя следствие 2.2
и истинность соотношений l(b̂j) + 1 < l(x0) для 1 ≤ j ≤ k, нетрудно показать,
что существует разбиение c0, c1, . . . , ck для C такое, что алгебра ĉ0 изоморфна
C и ĉj ∼= b̂j для j > 0. По предложению 3.4 выполнено b̂0 ∼= B∞ ≤n Pr(x0) ∼= ĉ0;
отсюда по предложению 3.1 имеет место (B∞, b̄) ≤n (C, c̄). Из этого факта
следует, что C 6|= �i(c̄) и C 6|= �. Лемма 3.1 доказана. �

§ 4. Основной результат

Теорема 4.1. Индексное множество SCAutBA класса вычислимых буле-
вых алгебр, автоустойчивых относительно сильных конструктивизаций, явля-
ется m-полным �0

ω+2-множеством.
Доказательство. Приведем верхнюю оценку сложности для SCAutBA.

Лемма 4.1. SCAutBA является �0
ω+2-множеством.

Доказательство. Для моделей сигнатуры σBA определим следующие ин-
дексные множества:

BA = {e | Me — булева алгебра},

Com(SCSt) = {e | Me

автоустойчива относительно сильных конструктивизаций}.

Известно (см., например, [1, предложение 4.1]), что BA является �0
2-множе-

ством. В силу того, что сигнатура σBA нетривиальна, можем применить [6,
теорема 2.3] и получить, что Com(SCSt) является m-полным �0

ω+2-множеством.
Очевидно, что SCAutBA = BA ∩ Com(SCSt), поэтому SCAutBA ∈ �0

ω+2. �

Оставшаяся часть доказательства посвящена получению нижней оценки
сложности для SCAutBA.

Лемма 4.2. Существует ω-дружественное семейство Kc
ω = {Ai | i ∈ ω}

булевых алгебр со следующими свойствами:
(1) алгебра A0 изоморфна B∞;
(2) для любого ненулевого i ∈ ω алгебра Ai изоморфна некоторой алгебре

из семейства Kω;
(3) для любой алгебры C ∈ Kω существует единственное i такое, что Ai

∼= C.
Доказательство. Зафиксируем некоторую разрешимую копию A0 алгеб-

ры B∞. Кроме того, для p, q ∈ ω через A2〈p,q〉+1 обозначим алгебру Bpr
(p,q+1,0)

из теоремы 2.3, через A2〈p,q〉+2 — алгебру Bpr
(p,q,1). Очевидно, что построенное

семейство Kc
ω = {Ai | i ∈ ω} удовлетворяет свойствам (1)–(3) леммы.

Покажем, что семейство Kc
ω является ω-дружественным. Легко понять,

что модели Ai вычислимы равномерно по i. Используя равномерную по k ∈
ω определимость множеств Ik, Atomk, Alsk и Atomick конечными формулами
сигнатуры σBA (см. [11, § 2.2]), разрешимость конечно-атомной алгебры A0 и
вычислимость функции EC из теоремы 2.3, нетрудно доказать, что существует
вычислимая функция e:ω2 → ω такая, что для любых i ∈ ω и a ∈ Ai значение
e(a, i) равно

〈
chAi

1 (a), chAi
2 (a), chAi

3 (a)
〉

+ 1, если chAi
1 (a) < ∞, и e(a, i) = 0 в

противном случае.
Пусть 0 < n < ω, ā и b̄ — кортежи длины l из алгебр Ai и Aj соответственно.

С помощью функции e можем эффективно найти значения chAi(āε̄) и chAj (b̄ε̄)
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для всех наборов ε̄ ∈ {0, 1}l. Предложения 3.1, 3.3 и 3.4 позволяют эффективно
проверить, выполнено ли соотношение (Ai, ā) ≤n (Aj , b̄). Отсюда следует, что
отношения Bβ из определения α-дружественности вычислимы равномерно по
β < ω; в частности, семейство Kc

ω ω-дружественно. Лемма 4.2 доказана. �

Зафиксируем некоторое m-полное �0
ω+2-множество A. Из равенства клас-

сов �0
ω+2 = �0

3(∅(ω)) вытекает, что существует ∅(ω)-вычислимое 4-местное от-
ношение P такое, что для любого n ∈ ω выполнено: n /∈ A тогда и только
тогда, когда ∀x∃y∀zP (n, x, y, z). Из [14, теорема 14.8.XVIII] следует, что най-
дется ∅(ω)-вычислимое 3-местное отношение Q такое, что

∀n(n /∈ A⇔ ∃∞x∀yQ(n, x, y)). (∗∗)

Выберем отношение Q с таким свойством и определим �0
ω-множество S =

{〈n, x〉 | ∀yQ(n, x, y)}.
Зафиксируем ω-дружественное семейство Kc

ω = {Ai | i ∈ ω} из леммы 4.2.
Леммы 3.1 и 4.2 позволяют применить теорему 1.3 для ординала α = ω, мо-
дели A0, семейства K = Kc

ω \ {A0}, �0
ω-множества S и получить вычислимую

последовательность {Ct}t∈ω булевых алгебр со следующим свойством:

Ct ∼=
{
B∞, если t ∈ S,
Pr(pt, qt, rt), где pt, qt <∞, qt + rt > 0, если t /∈ S.

Для каждого t ∈ ω определим алгебру C1
t как Ct ×Bpr

(t+1,1,0). Без ограничения

общности можно считать, что алгебры C1
t вычислимы равномерно по t, 0C1

t = 0
и 1C1

t = 1 для всех t.
Для n ∈ ω положим

C∗n =
∑
x∈ω

{0,1}C
1
〈n,x〉.

Отождествляя алгебру C∗n с ее естественным вычислимым представлением, мож-
но считать, что последовательность алгебр {C∗n}n∈ω вычислима.

Лемма 4.3. Последовательность {C∗n}n∈ω удовлетворяет следующим свой-
ствам:

(1) если n ∈ A, то алгебра C∗n изоморфна
ln∏
i=0

B∞ для некоторого ln ∈ ω;

(2) если n /∈ A, то C∗n
∼=

∑
i∈ω

{0,1}B∞.

Доказательство. Предположим, что n ∈ A. Заметим, что по лемме 2.2
для любых p, q < ∞ и r ∈ {0, 1} имеет место изоморфизм Pr(p, q, r) × B∞ ∼=
B∞. Используя этот факт и соотношение (∗∗), нетрудно показать, что найдутся
числа l и m такие, что

C∗n
∼=

( ∏
i<l

B∞
)
×

(∑
j≥m

{0,1}C
1
〈n,j〉

)
и C1

〈n,j〉 � B∞ при j ≥ m. Через A∗ обозначим алгебру
∑
j≥m

{0,1}C
1
〈n,j〉. Опираясь

на определение алгебр C1
t , лемму 2.2, следствия 2.1 и 2.2, нетрудно проверить

следующие свойства A∗:
(a) для любого элемента c ∈ A∗, имеющего вид (c0, c1, . . . , ck, 0, 0, 0, . . . ),

найдется x = (p, q, r) из CH такой, что p, q <∞ и ĉ ∼= Pr(x);
(b) для любого c ∈ A∗ либо c, либо C(c) лежит в Iω(A∗);
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(c) 1A∗ /∈ Iω(A∗).
Из этих свойств вытекает, что A∗ является конечно-атомной алгеброй ха-

рактеристики (∞, 0, 0); следовательно, по теореме 2.2 A∗ изоморфна B∞ и C∗n
∼=

l∏
i=0

B∞.

Предположим, что n /∈ A. Из соотношения (∗∗) следует, что существует
бесконечно много чисел j таких, что алгебра C1

〈n,j〉 изоморфна B∞. Отсюда по
лемме 2.2 получаем, что C∗n изоморфна

∑
i∈ω

{0,1}B∞. Лемма 4.3 доказана. �

Лемма 4.4. Булева алгебра B∗ =
∑
i∈ω

{0,1}B∞ не является почти простой.

Доказательство. Допустим, что найдется конечный набор c̄ = c0, c1, . . . ,
cn из алгебры B∗ такой, что модель (B∗, c̄) простая. Для k ≤ n и j ∈ ω зафик-
сируем элементы cjk из B∞ такие, что ck =

(
c0k, c

1
k, c

2
k, . . .

)
.

Будем считать, что 0B∞ = 0 и 1B∞ = 1. Выберем положительное l ∈ ω
такое, что cl+tk = clk ∈ {0, 1} для всех k ≤ n и t ∈ ω. Рассмотрим элемент

d0 = (0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
l раз

, 1, 0, 0, . . . ) ∈ B∗.

Очевидно, что d̂ ∼= B∞. В силу теоремы 1.1 существует полная формула ϕ(x)
теории Th(B∗, c̄) такая, что (B∗, c̄) |= ϕ(d0). Зафиксируем натуральное число n
такое, что ϕ является конечной �n-формулой. Выберем произвольный элемент
x0 = (p0, q0, r0) из CH такой, что p0, q0 < ∞ и l(x0) > n. В силу следствия 2.2
найдется элемент e ∈ B∞ такой, что ê ∼= Pr(x0). Определим элемент

e0 = (0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
l раз

, e, 0, 0, . . . ) ∈ B∗.

Из предложений 3.1 и 3.4 следует, что выполнено соотношение (B∗, c̄, d0) ≡n

(B∗, c̄, e0). В частности, отсюда вытекает, что (B∗, c̄) |= ϕ(e0). С другой сто-
роны, заметим, что идеал Ip0+1 определим конечной формулой сигнатуры σBA,
e0 ∈ Ip0+1(B∗) и d0 /∈ Ip0+1(B∗); противоречие с тем, что ϕ является полной
формулой. Лемма 4.4 доказана. �

Завершим доказательство теоремы. Нетрудно видеть, что из лемм 4.3 и 4.4,
теорем 1.2 и 2.4 следует, что вычислимая последовательность булевых алгебр
{C∗n}n∈ω удовлетворяет следующим свойствам:

(a) если n ∈ A, то C∗n является сильно конструктивизируемой алгеброй,
автоустойчивой относительно сильных конструктивизаций;

(b) если n /∈ A, то C∗n не является почти простой моделью (в частности, C∗n
не автоустойчива относительно сильных конструктивизаций).

Отсюда легко получить, что m-полное �0
ω+2-множество A m-сводится к

индексному множеству SCAutBA. Теорема 4.1 доказана. �

§ 5. Следствия основного результата

Пусть σ — конечная сигнатура, K — класс моделей σ. Определим следую-
щее индексное множество вычислимых моделей сигнатуры σ:

SCAut(K) = {e ∈ ω | Me ∈ K, модель Me автоустойчива относительно
сильных конструктивизаций}.
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Рассмотрим следующие сигнатуры: σR = {+2, ·2; 0}, σDL = {∨2,∧2}, σPO =
{≤2}, σSG = {·2}. Введем обозначения: R — класс коммутативных ассоциатив-
ных колец, DL — класс дистрибутивных решеток, PO — класс частично упо-
рядоченных множеств, SG — класс коммутативных полугрупп. Каждый класс
K ∈ {R,DL,PO, SG} рассматривается в соответствующей сигнатуре σK .

Следствие 5.1. Индексное множество SCAut(R) класса вычислимых ко-
лец, автоустойчивых относительно сильных конструктивизаций, является m-
полным �0

ω+2-множеством.
Доказательство. Используя рассуждения, аналогичные лемме 4.1, мож-

но доказать, что SCAut(R) является �0
ω+2-множеством. Напомним, что булевы

кольца рассматриваются как модели сигнатуры σR ∪ {1}.
Пусть B — булева алгебра, носитель которой является подмножеством ω.

Так же, как в [11, § 1.2], построим по алгебре B булево кольцо R(B). Через
R′(B) обозначим коммутативное ассоциативное кольцо, являющееся обеднени-
ем R(B) до сигнатуры σR. Нетрудно проверить следующие эквивалентности:

(1) алгебра B разрешима в том и только том случае, когда кольцо R′(B)
разрешимо;

(2) B автоустойчива относительно сильных конструктивизаций тогда и
только тогда, когда R′(B) автоустойчиво относительно сильных конструкти-
визаций.

Пусть {C∗n}n∈ω — последовательность булевых алгебр, построенная в тео-
реме 4.1. Опираясь на полученные выше эквивалентности и используя вычис-
лимую последовательность колец {R′(C∗n)}n∈ω, легко показать, что m-полное
�0
ω+2-множество A m-сводится к SCAut(R). �

Следствие 5.2. (1) Индексное множество SCAut(DL) класса вычислимых
дистрибутивных решеток, автоустойчивых относительно сильных конструкти-
визаций, является m-полным �0

ω+2-множеством.
(2) Индексное множество SCAut(PO) класса вычислимых частичных по-

рядков, автоустойчивых относительно сильных конструктивизаций, является
m-полным �0

ω+2-множеством.
(3) Индексное множество SCAut(SG) класса вычислимых коммутативных

полугрупп, автоустойчивых относительно сильных конструктивизаций, являет-
ся m-полным �0

ω+2-множеством.
Данное утверждение доказывается аналогично следствию 5.1. Для доказа-

тельства (1) нужно осуществлять переход от булевой алгебры B к дистрибутив-
ной решетке D(B), являющейся обеднением B до сигнатуры σDL. В (2) произ-
водится стандартный переход от алгебры B к частичному порядку P (B), для
которого носитель равен носителю B и (a ≤P (B) b ⇔ a∧Bb = a). П. (3) основан
на переходе от алгебры B к коммутативной полугруппе S(B), носитель которой
совпадает с носителем B, а операция задается по правилу a ·S(B) b = a ∧B b.

В заключение сформулируем открытый вопрос.

Проблема. Какова точная оценка сложности индексного множества клас-
са вычислимых групп, являющихся автоустойчивыми относительно сильных
конструктивизаций?
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