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1. Введение

Описание моноидов, над которыми некоторый класс полигонов аксиомати-
зируем, полон, модельно полон, категоричен и др., является одной из стандарт-
ных задач теории моделей полигонов. Для классов плоских, проективных и сво-
бодных полигонов эта задача решена в [1–3]; для класса регулярных полигонов
такое описание получено в [4, 5]. В данной работе эти вопросы рассматриваются
для класса инъективных полигонов. А именно, доказано, что для коммутатив-
ного счетного моноида или счетной группы S аксиоматизируемость класса S Inj
инъективных полигонов над S эквивалентна конечной порожденности монои-
да S. Показано, что не существует нетривиального коммутативно моноида или
группы, класс инъективных полигонов над которым полон, модельно полон или
категоричен.

2. Предварительные сведения

Пусть K — класс алгебраических систем сигнатуры �. Класс K назы-
вается аксиоматизируемым, если существует такое множество предложений Z
сигнатуры �, что для любой алгебраической системы A сигнатуры �

A ∈ K ⇐⇒ A � � для всех � ∈ Z.

При изучении аксиоматизируемости классов будем использовать следующий
критерий.
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Факт 1 [6]. КлассK алгебраических систем сигнатуры � аксиоматизируем
тогда и только тогда, когда он замкнут относительно элементарной эквивалент-
ности и ультрапроизведений.

Непротиворечивая теория T сигнатуры � называется полной, если � ∈ T
или ¬� ∈ T для любого предложения � сигнатуры �. Алгебраические системы
A и B сигнатуры � называются элементарно эквивалентными (обозначаем
через A ≡ B), если для любого предложения � сигнатуры �

A |= �⇔ B |= �.

Факт 2 [6]. Непротиворечивая теория T полна тогда и только тогда, когда
A ≡ B для любых моделей A ,B теории T .

Подсистема A алгебраической системыB сигнатуры � называется элемен-
тарной (обозначается через A ≺ B), если для любой формулы ϕ(x1, . . . , xn)
сигнатуры � и любых b1, . . . , bn ∈ B

A |= ϕ(b1, . . . , bn) ⇔ B |= ϕ(b1, . . . , bn).

Непротиворечивая теория T сигнатуры � называется модельно полной, если

A ⊆ B =⇒ A ≺ B

для любых моделей A , B теории T сигнатуры �.
Через K∞ обозначим класс бесконечных алгебраических систем класса K

сигнатуры �. Класс K называется полным (модельно полным), если теория
Th(K∞) бесконечных алгебраических систем этого класса полна (модельно пол-
на). Класс K называется категоричным в мощности κ, если все алгебраиче-
ские системы класса K мощности κ изоморфны.

Факт 3 [6]. Если класс K алгебраических систем сигнатуры � категоричен
в некоторой бесконечной мощности, то класс K полон.

Разнозначное отображение f : X → B, где X — конечное подмножество
A, называется конечным частичным изоморфизмом A в B, если для любых
a1, . . . , an ∈ X, n-местного символа операции F ∈ � и n-местного предикатного
символа P ∈ � выполняются следующие условия:

fF (a1, . . . , an) = F (fa1, . . . , fan);

〈a1, . . . , an〉 ∈ P ⇔ 〈fa1, . . . , fan〉 ∈ P.

Факт 4 [6]. Пусть A и B — алгебраические системы сигнатуры �. Для
того чтобы алгебраические системы A иB были элементарно эквивалентными,
необходимо и достаточно, чтобы для любого n ∈ ω и любой конечной сигнатуры
�1 ⊆ � существовали непустые множества F1(�1, n), . . . , Fn(�1, n) конечных
частичных изоморфизмов A | �1 в B | �1 со следующим свойством:

если f ∈ Fi(�1, n), 1 ≤ i < n, то для любых a ∈ A, b ∈ B существуют
g1, g2 ∈ Fi+1(�1, n), для которых a ∈ dom g1, b ∈ rang g2, f ⊆ g1 и f ⊆ g2.

Пусть A = 〈A;�〉 — алгебраическая система сигнатуры �. Кортежи эле-
ментов 〈a1, . . . , an〉 из A и переменных 〈x1, . . . , xn〉 будем обозначать соответ-
ственно через ā и x̄. Вместо ā ∈ An будем писать ā ∈ A, вместо ai — ā(i). Через
l(ā) и l(x̄) обозначим длины кортежей ā и x̄ соответственно. Будем отличать
знаки теоретико-множественного включения ⊂ и ⊆.
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Если Y ⊆ A, то наименьшая относительно включения подсистема B ал-
гебраической системы A , содержащая множество Y , называется подсистемой
алгебраической системы A , порожденной множеством Y . При этом множество
Y называется порождающим множеством подсистемыB, а если A = B, то —
порождающим множеством алгебраической системы A . Алгебраическую си-
стему A будем называть конечно порожденной, если существует конечное мно-
жество, порождающее A .

Конгруэнция на A — это отношение эквивалентности ρ на A такое, что
для любой n-местной операции F ∈ � и любых a1, . . . , an, a′1, . . . , a

′
n ∈ A из

〈ai, a′i〉 ∈ ρ для всех i, 1 ≤ i ≤ n, следует 〈F (a1, . . . , an), F (a′1, . . . , a′n)〉 ∈ ρ. Класс
конгруэнции ρ с представителем a ∈ A будем обозначать через a/ρ. Множество
всех конгруэнций алгебраической системы A обозначим через Con(A ). Вместо
записи 〈a, a′〉 ∈ ρ часто будем использовать запись aρa′. Если X ⊆ A × A, то
через ρ(X) обозначим наименьшую конгруэнцию на A , содержащую X. Если
ā = 〈a1, . . . , an〉, b̄ = 〈b1, . . . , bn〉 ∈ A, то вместо записи 〈a1, b1〉, . . . 〈an, bn〉 ∈ X
будем использовать запись 〈ā, b̄〉 ∈ X.

Факт 5 (лемма Мальцева) [7]. Пусть A = 〈A;�〉 — алгебраическая си-
стема сигнатуры �, X ⊆ A и ρ = ρ(X). Тогда для любых a, b ∈ A имеет
место aρb в том и только том случае, когда существуют m ≥ 1, элементы
d̄1, . . . , d̄m, d̄′1, . . . , d̄

′
m, c̄1, . . . , c̄m ∈ A, l(d̄i) = l(d̄′i) = l(d̄), l(c̄i) = l(ȳ) (1 ≤ i ≤ m) и

термы t1(d̄, ȳ), . . . , tm(d̄, ȳ), t′1(d̄, ȳ), . . . , t′m(d̄, ȳ) сигнатуры � такие, что 〈d̄i, d̄′i〉 ∈
X или 〈d̄′i, d̄i〉 ∈ X для любых i, 1 ≤ i ≤ m, и

a = t1(d̄1, c̄1), ti(d̄′i, c̄i) = ti+1(d̄i+1, c̄i+1) (1 ≤ i < m), tm(d̄′m, c̄m) = b.

Пусть S — полугруппа, порожденная множеством X, т. е. каждый элемент
полугруппы S может быть представлен в виде слова в алфавите X. При этом
могут существовать различные слова ω1 и ω2, представляющие один и тот же
элемент. В этом случае равенство ω1 = ω2 называется соотношением в полу-
группе S. Через ρ(S,X) обозначим бинарное отношение

{〈u, v〉 | u = v — соотношение в полугруппе S}

на множестве S. Ясно, что отношение ρ(S,X) является конгруэнцией полу-
группы S. Произвольное подмножество соотношений полугруппы S, порож-
дающее конгруэнцию ρ(S,X), называется множеством определяющих соотно-
шений полугруппы S. Полугруппа S называется конечно определенной, если
существуют конечное множество X, порождающее полугруппу S, и конечное
множество определяющих соотношений этой полугруппы.

Факт 6 (теорема Редеи) [8]. Конечно порожденная коммутативная полу-
группа является конечно определенной полугруппой.

Из теоремы Редеи следует

Факт 7 [8]. Каждая конгруэнция свободной коммутативной конечно по-
рожденной полугруппы конечно порождена.

Всюду ниже S будет обозначать моноид, 1 — единица S. Алгебраическая
система 〈A; s〉s∈S сигнатуры LS = {s | s ∈ S} называется (левым) S-полигоном
(или полигоном над S, или полигоном), если s1(s2a) = (s1s2)a и 1a = a для
любых s1, s2 ∈ S, a ∈ A. Полигон 〈A; s〉s∈S будем обозначать через SA. Все
рассматриваемые в работе полигоны, если не оговаривается противное, явля-
ются левыми S-полигонами. Через S −Act обозначается класс всех полигонов
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над S. Подсистема SB полигона SA называется подполигоном полигона SA.
Заметим, что полигон SA конечно порожден, если существуют a1, . . . , an ∈ A

такие, что SA =
n⋃
i=1

SSai. Полигон SA называется циклическим, если SA —

однопорожденный полигон, т. е. SA = SSa для некоторого a ∈ A. Элементы
a, b ∈ A называются связанными в полигоне SA, если существуют n ∈ ω, ci ∈ A
(0 6 i 6 n) и sj , tj ∈ S (1 6 j 6 n) такие, что a = c0, b = cn и sici−1 = tici для
любого i, 1 6 i 6 n. Полигон SA называется связным, если любые два элемента
в нем связаны. Наибольший по включению связный подполигон полигона SA
называется компонентой связности полигона SA.

Для полигонов факт 5 переформулируется следующим образом.

Факт 8. Пусть SA — левый полигон, X ⊆ A × A и ρ = ρ(X). Тогда для
любых a, b ∈ A имеет место a ρ b в том и только том случае, когда существуют
n ≥ 1, p1, . . . , pn, q1, . . . , qn ∈ A, s1, . . . , sn ∈ S такие, что 〈pi, qi〉 ∈ X или 〈qi, pi〉 ∈
X для любых i, 1 ≤ i ≤ n, и

a = s1p1, s1q1 = s2p2, . . . , snqn = b.

Инъективным полигоном называется полигон SQ такой, что для любого
мономорфизма ı : SA → SB и любого гомоморфизма ϕ : SA → SQ существует
гомоморфизм ψ : SB → SQ такой, что ϕ = ψ · ı, т. е. диаграмма

SA
ı−→ SB

ϕ

y ↙ψ

SQ

коммутативна. Класс всех инъективных полигонов обозначим через S Inj. Ну-
лем полигона SA называется элемент θ ∈ A такой, что tθ = θ для любого t ∈ S.

Факт 9 [9]. Всякий инъективный полигон содержит нуль.

Факт 10 [9]. Пусть полигон SQ содержит нуль. Тогда SQ инъективен в
том и только том случае, когда для любого циклического полигона SSa, любого
подполигона SA полигона SSa, любого гомоморфизма ϕ : SA→ SQ существует
гомоморфизм ψ : SSa→ SQ такой, что ψ | A = ϕ, т. е. диаграмма

SA ⊆ SSa

ϕ

y ↙ψ

SQ

коммутативна.

Факт 11 [9]. Пусть S — группа. Тогда полигон SA инъективен в том и
только том случае, когда в SA существует нуль.

Минимальное инъективное расширение полигона SA называется инъектив-
ной оболочкой SA.

Факт 12 [9]. Всякий полигон имеет инъективную оболочку.
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3. Аксиоматизируемость класса инъективных
полигонов над коммутативным моноидом

Теорема 1. Пусть S — счетный коммутативный моноид. Тогда класс S Inj
инъективных полигонов аксиоматизируем в том и только том случае, когда S —
конечно порожденный моноид.

Доказательство необходимого и достаточного условий теоремы разобьем
на ряд лемм.

Необходимость. Пусть S — счетный моноид, S = {tn | n ∈ ω}, t0 = 1,
подмоноид Sn моноида S порождается множеством {t0, . . . , tn}, n ∈ ω. Мно-
жество An = {tkSn ∪ Sn | k ∈ ω} является полигоном относительно действия
моноида S, определенного следующим образом:

tm(tkSn ∪ Sn) = (tmtk)Sn ∪ Sn
для любого m ∈ ω. Зафиксируем k, n ∈ ω.

Лемма 1. Пусть S — счетный не конечно порожденный моноид, tkSn ∪
Sn — нуль полигона SAn. Тогда tk 6∈ Sn.

Доказательство. Пусть условия леммы выполнены. Предположим, что
tk ∈ Sn. Тогда tkSn∪Sn = Sn = Sn∪Sn. Следовательно, tmSn = Sn для любого
m ∈ ω, т. е. моноид S порождается конечным множеством Sn; противоречие. �

Лемма 2. Пусть S — счетный коммутативный не конечно порожденный
моноид, tkSn ∪ Sn — нуль полигона SAn. Тогда tkSn ∪ Sn = tkS ∪ Sn.

Доказательство. Пусть условия леммы выполнены. Тогда
tmtk ∈ tmtkSn ∪ Sn = tkSn ∪ Sn

для любого m ∈ ω. Следовательно, tkS ⊆ tkSn ∪ Sn и tkS ∪ Sn = tkSn ∪ Sn. �

Лемма 3. Пусть S — счетный коммутативный не конечно порожденный
моноид, m ∈ ω, m > k > n, Sn ⊂ Sm и tkSn ∪ Sn — нуль полигона SAn. Тогда в
полигоне SAm нет нулей.

Доказательство. Предположим противное. Тогда существует l ∈ ω та-
кое, что r(tlSm ∪ Sm) = tlSm ∪ Sm для любого r ∈ S. Поскольку tk ∈ Sm, то
tkSn ⊆ tkSm ⊆ Sm и, используя лемму 2, получаем
Sm = tkSm ∪ Sm ⊇ tkSn ∪ Sm = tkSn ∪ Sn ∪ (Sm \ Sn)

= tkS ∪ Sn ∪ (Sm \ Sn) = tkS ∪ Sm ⊇ Sm.

Следовательно, Sm = tkSm ∪ Sm = tkS ∪ Sm. Тогда
tk(tlSm ∪ Sm) = tk(tlSm) ∪ Sm ⊆ tkS ∪ Sm

= Sm ∪ Sm ⊆ tlSm ∪ Sm = tk(tlSm ∪ Sm),
т. е. Sm = Sm ∪ Sm = tlSm ∪ Sm, откуда следует tl ∈ Sm, что противоречит
лемме 1. �

Из леммы 3 вытекает существование k0 ∈ ω такого, что в полигоне SAm
нет нулей для любого m > k0. Пусть

SA =
⊔
i>k0

SAi.

Через SB обозначим инъективную оболочку полигона SA, через SB1 — наи-
меньший относительно включения подполигон полигона SB такой, что A ⊆ B1
и любая компонента связности полигона SB1 является компонентой связности
полигона SB и пересекается с A по непустому множеству.
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Лемма 4. Пусть S — счетный коммутативный не конечно порожденный
моноид. Тогда в полигоне SB1 нет нулей.

Доказательство. По построению в полигоне SA нет нулей. Предполо-
жим, что θ — нуль полигона SB1. Пусть b ∈ A такой, что b принадлежит той
же компоненте связности полигона SB1, что и θ. Следовательно, существуют
элементы b0, . . . , bn ∈ B1, s0, . . . , sn−1, t0, . . . , tn−1 ∈ S такие, что b0 = b, bn = θ и
sibi = tibi+1 для любого i, 0 6 i 6 n− 1. Заметим, что

sn−1sn−2 . . . s1s0b0 = t0 . . . tk−1sn−1 . . . skbk

для любого k, 0 ≤ k ≤ n. Тогда для k = n получаем sn−1sn−2 . . . s0b0 =
t0 . . . tn−1bn = θ. Поскольку b ∈ A, то θ ∈ A; противоречие. �

Лемма 5. Пусть S — счетный коммутативный не конечно порожденный
моноид. Тогда SB =S (B1 q {θ}), где θ — нуль полигона SB.

Доказательство. По факту 9 в инъективном полигоне SB есть нуль θ.
Достаточно доказать, что S(B1 q {θ}) ∈ S Inj. Пусть SC — подполигон цик-
лического полигона SSa, ϕ :S C →S (B1 q {θ}) — гомоморфизм полигонов,
ϕ′ :S C →S B, ϕ′(c) = ϕ(c) для любого c ∈ C.

Предположим, что ϕ(C) ⊆ B1. Так как SB ∈ S Inj, существует гомомор-
физм ψ′ :S Sa →S B такой, что ψ′|C = ϕ′. Покажем, что ψ′(a) ∈ B1. Пусть
c ∈ C. Тогда c = ta для некоторого t ∈ S. Из равенств tψ′(a) = ψ′(ta) =
ψ′(c) = ϕ′(c) ∈ B1 и из полигона SB1 следует, что ψ′(a) ∈ B1. Таким образом,
ψ′(Sa) ⊆ B1 и гомоморфизм ψ :S Sa →S (B1 q {θ}) такой, что ψ(d) = d для
любого d ∈ Sa, обладает свойством ψ|C = ϕ.

Предположим, что существуют c, d ∈ C такие, что ϕ(c) ∈ B1, ϕ(d) = θ.
Тогда c = ta и d = sa для некоторых t, s ∈ S. Следовательно,

sψ′(a) = ψ′(sa) = ψ′(d) = ϕ′(d) = θ, rψ′(a) = ψ′(ra) = ψ′(c) = ϕ′(c).

Это означает, что θ и ϕ′(c) принадлежат одной компоненте связности; противо-
речие.

Таким образом, по факту 10 S(B1 q {θ}) — инъективный полигон. По-
скольку полигон SB является инъективной оболочкой полигона SA, то SB =S

(B1 q {θ}). �

Лемма 6. Пусть S — счетный коммутативный моноид и класс S Inj инъек-
тивных полигонов аксиоматизируем. Тогда S — конечно порожденный моноид.

Доказательство. Предположим, что S — не конечно порожденный мо-
ноид. Покажем, что SB1 ≡S B. Пусть T — конечное непустое подмножество
S, n ∈ ω, X — конечное подмножество B, содержащее θ, k — наибольший эле-
мент ω такой, что Ak ∩ X 6= ∅ (если |X| = 1, то k = 0), i = max{j | tj ∈ T},
i0 = max{k, i}+ 1. Определим ϕ : X → B следующим образом:

ϕ(x) = x, если x 6= θ, ϕ(θ) = Si0 ∪ Si0 ∈ Ai0 .

Если tm ∈ T , то m ≤ i ≤ i0, tm ∈ Si0 и tm(Si0 ∪ Si0) = Si0 ∪ Si0 . Следовательно,
ϕ — конечный частичный изоморфизм 〈B; t〉t∈T в 〈B1; t〉t∈T . Согласно факту 4
SB1 ≡S B. Так как SB ∈ S Inj и класс S Inj аксиоматизируем, по факту 1
SB1 ∈ S Inj. По лемме 4 в SB1 нет нулей, что противоречит факту 9. �

Достаточность. На множестве ωn = {〈m1, . . . ,mn〉 | mi ∈ ω} определим
отношение 4 следующим образом:

〈m1, . . . ,mn〉 4 〈m′
1, . . . ,m

′
n〉 ⇐⇒ ∀i(mi 6 m′

i).
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Ясно, что отношение 4 является отношением частичного порядка на ωn. На
множестве K ⊆ ωn определим свойство

∀m̄, k̄ ∈ ωn(m̄ 4 k̄ и m̄ ∈ K =⇒ k̄ ∈ K). (∗)

Лемма 7. Пусть множество K ⊆ ωn обладает свойством (∗). Тогда в K
существует конечное число минимальных относительно 4 элементов.

Доказательство. Проведем доказательство индукцией по n. Пусть K ⊆
ωn+1, k0 — наименьшее число такое, что 〈k0, k1, . . . , kn〉 ∈ K для некоторых
k1, . . . , kn ∈ ω,

K ′ = {〈k1, . . . , kn〉 ∈ ωn | 〈k0, k1, . . . , kn〉 ∈ K}.

Если 〈k1, . . . , kn〉 ∈ K ′ и 〈k1, . . . , kn〉 4 〈k′1, . . . , k′n〉, то 〈k0, k1, . . . , kn〉 ∈ K и
〈k0, k1, . . . , kn〉 4 〈k0, k′1, . . . , k

′
n〉, т. е. 〈k0, k′1, . . . , k

′
n〉 ∈ K и 〈k′1, . . . , k′n〉 ∈ K ′.

Следовательно, множество K ′ обладает свойством (∗). По предположению ин-
дукции в K ′ существует конечное число p минимальных элементов. Пусть
1 6 i 6 n и li — наибольшее число такое, что существует минимальный элемент
〈k1, . . . , ki−1, li, ki, . . . , kn〉 ∈ K ′. Заметим, что 〈l1, . . . , ln〉 ∈ K ′ и 〈k0, l1, . . . , ln〉 ∈
K. Пусть 〈k, k1, . . . , kn〉 — минимальный элемент K такой, что k > k0. Если
ki > li для любого i, 1 6 i 6 n, то 〈k0, l1, . . . , ln〉 4 〈k, k1, . . . , kn〉, причем k0 < k,
что противоречит минимальности элемента 〈k, k1, . . . , kn〉. Следовательно, су-
ществует i такое, что ki < li. Множество

Ki = {〈s0, . . . , si−1, si+1, . . . , sn〉 ∈ ωn | 〈s0, . . . , si−1, ki, si+1, . . . , sn〉 ∈ K}

обладает свойством (∗), поэтому по предположению индукции в Ki имеется ко-
нечное число pki минимальных элементов. Таким образом, число минимальных

элементов в K не больше p+
n∑
i=1

∑
k<li

pki . �

Лемма 8. Пусть S — конечно порожденный коммутативный моноид. То-
гда любой подполигон конечно порожденного полигона конечно порожден.

Доказательство. Пусть {s0, . . . , sn} — множество порождающих элемен-
тов моноида S, SB — конечно порожденный полигон, SA — подполигон полиго-
на SB. Лемму достаточно доказать для случая, когда SB — однопорожденный
полигон, т. е. B = Sb, где b ∈ B. Через K обозначим множество{

〈x0, . . . , xn〉 ∈ ωn+1 | sx0
0 . . . sxnn b ∈ A

}
.

Поскольку для любых 〈x0, . . . , xn〉, 〈y0, . . . , yn〉 ∈ ωn+1

Ssx0
0 . . . sxnn b ⊆ Ssy00 . . . synn b⇐⇒ 〈y0, . . . , yn〉 4 〈x0, . . . , xn〉,

то K обладает свойством (∗). По лемме 7 число минимальных элементов в K
конечно. Тогда конечное множество{

sk00 . . . sknn b | 〈k0, . . . , kn〉 — минимальный элемент множестваK
}

является множеством порождающих элементов полигона SA. �
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Лемма 9. Пусть S — конечно порожденный коммутативный моноид. То-
гда любая конгруэнция полигона SS конечно порождена.

Доказательство. Пусть {s0, . . . , sn} — множество порождающих элемен-
тов моноида S, θ ∈ Con(SS), F — свободный коммутативный моноид, порож-
денный множеством {s0, . . . , sn}. Тогда S ∼= F/ρ для некоторой конгруэнции ρ
моноидаF . Отождествим моноиды S иF/ρ. Определим бинарное отношение η
на множестве F следующим образом:

aηb⇐⇒ a/ρθb/ρ.

Покажем, что η — конгруэнция моноида F . Действительно, если a, b, a′, b′ ∈ F ,
то

aηb и a′ηb′ ⇔ a/ρθb/ρ и a′/ρθb′/ρ⇔ aa′/ρ

= a/ρ · a′/ρθa/ρ · b′/ρ = b′/ρ · a/ρθb′/ρ · b/ρ = b′b/ρ⇔ aa′ηbb′.

По факту 7 конгруэнция η моноида F конечно порождена. Пусть множество
X = {〈a0, b0〉, . . . , 〈am, bm〉} порождает конгруэнцию η моноида F . Покажем,
что множество

Y = {〈a0/ρ, b0/ρ〉, . . . , 〈am/ρ, bm/ρ〉}

порождает конгруэнцию θ полигона SS. Пусть u, v ∈ F и u/ρθv/ρ. Тогда uηv.
Из коммутативности моноида F и факта 5 следует, что существуют k ≥ 1,
c1, . . . , ck ∈ F такие, что u = c1d1, cid′i = ci+1di+1 (1 ≤ i < k), v = ckdk
и 〈di, d′i〉 ∈ X или 〈d′i, di〉 ∈ X (1 ≤ i ≤ k). Так как 〈di/ρ, d′i/ρ〉 ∈ Y или
〈d′i/ρ, di/ρ〉 ∈ Y , по факту 8 множество Y порождает конгруэнцию θ полигона
SS. �

Пусть K — класс алгебраических систем, A ∈ K , b̄ ∈ A. Типом кортежа b̄
в алгебраической системе A называется множество tp(b̄) = {�(x̄) | l(x̄) = l(b̄),
A |= �(b̄)}. Множество всех конъюнкций атомарных формул типа tp(b̄) кор-
тежа b̄ алгебраической системы A назовем a-типом кортежа b̄ алгебраической
системы A и обозначим через tpa(b̄). Если существует формула �(x̄) ∈ tpa(b̄)
сигнатуры � такая, что для любой формулы �(x̄) ∈ tpa(b̄)

K � ∀x̄(�(x̄) → �(x̄)),

то a-тип tpa(b̄) кортежа b̄ в алгебраической системе A называется главным a-
типом кортежа b̄ в классе K . При этом формула �(x̄) называется главной
формулой a-типа tpa(b̄).

Лемма 10. Пусть S — конечно порожденный коммутативный моноид. То-
гда для любого кортежа ā ∈ S a-тип tpa(ā) является главным a-типом кортежа
ā в классе S −Act.

Доказательство. Пусть S — конечно порожденный коммутативный мо-
ноид. По теореме Редеи моноид S изоморфен фактор-моноиду свободного ко-
нечно порожденного коммутативного моноида F по конечно порожденной кон-
груэнции ρ. Можно считать, что S = F/ρ. Пусть {s1, . . . , sn} — множество
порождающих элементов моноида F , 〈t1, g1〉, . . . , 〈tm, gm〉 — множество порож-
дающих элементов конгруэнции ρ, ā = 〈a1, . . . , al〉 ∈ F . Если d ∈ F , то d/ρ обо-
значим через d̃. Пусть T =

⋃
1≤i≤l

F ãi, гдеF ãi = {fb | f ∈ F , b ∈ ãi}. По лемме 8
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подполигон FT полигона FF конечно порожден. Пусть {b1, . . . , br} — множе-
ство порождающих элементов полигона FT . Тогда для любого i ∈ {1, . . . , r}
существует hi ∈ {1, . . . , l} и fi ∈ F такие, что bi = fiahi . Для i, j ∈ {1, . . . , r} и
k ∈ {1, . . . ,m} выберем слово dijk ∈ F минимальной длины такое, что

dijk tk = tijk bi, dijk gk = gijk bj

для некоторых tijk , g
ij
k ∈ F . Для i, j ∈ {1, . . . , l} выберем слова aij ∈ F мини-

мальной длины такие, что
aijai = ajiaj .

Введем обозначения: ¯̃a = 〈ã1, . . . , ãl〉,

�ij � aijxi = ajixj , �ijk � t̃ijk f̃ixhi = g̃ijk f̃jxhj ,

� �
∧

1≤i,j≤l

∧
1≤k≤m

�ijk ∧
∧

1≤i,j≤l

�ij .

Предположим, что cai = daj для некоторых c, d ∈ F , i, j ∈ {1, . . . , l}. Тогда
c = waij , d = waji для некоторого w ∈ F и

S −Act |= �ij → cxi = dxj .

Докажем, что � — главная формула a-типа tpa(¯̃a). Пусть u, v ∈ F , ũxi =
ṽxj — атомарная формула a-типа tpa(¯̃a). Покажем, что

S −Act |= �→ ũxi = ṽxj . (1)

Так как ũãi = ṽãj , существуют w̃1, . . . , w̃s ∈ F , i1, . . . , ir ∈ {1, . . . ,m}, такие,
что имеют место равенства

uai = w1ti1 , vaj = wsgis , wkgik = wk+1tik+1 (1 ≤ k < s).

Пусть k ∈ {1, . . . , s}. Поскольку w̃k t̃ik = w̃kg̃ik = ũãi, то wkgik , wktik ∈ T ,
wkgik = w′kbmk и wktik = w′′kbnk для некоторых w′k, w

′′
k+1 ∈ F и mk, nk ∈

{1, . . . , r}. Тогда wk = d′kd
nkmk
ik

, w′′k = d′kt
nkmk
ik

, w′k = d′kg
nkmk
ik

для некоторо-
го d′k ∈ F . Следовательно,

S −Act |= �nkmkik → w̃′′k f̃nkxhnk = w̃′kf̃mkxhmk
.

Так как uai = w′′1 bn1 = w′′1fn1ahn1
и vaj = w′sbms = w′sfmsahms

, то

S −Act |= ũxi = w̃′′1 f̃n1xhn1
, S −Act |= ṽxj = w̃′sf̃msxhms

.

Поскольку

w′kfmkahmk
= w′kbmk = wkgik = wk+1tik+1 = w′′k+1bnk+1 = w′′k+1fnk+1ahnk+1

,

то
S −Act |= w′kfmkxhmk

= w′′k+1fnk+1xhnk+1
.

Таким образом, (1) доказано. �
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Лемма 11. Пусть S — конечно порожденный коммутативный моноид, ā ∈
S и θ ∈ Con(SS). Тогда a-тип tpa(ā/θ) является главным a-типом кортежа ā/θ
в классе S −Act.

Доказательство. Пусть ā = 〈a0, . . . , am〉 ∈ S и θ ∈ Con(SS). По лемме 10
a-тип ā является главным a-типом кортежа ā в классе S − Act. Пусть �(x̄)
— главная формула a-типа ā, x̄ = 〈x0, . . . , xm〉. Через ST обозначим полигон
S(Sa0 ∪ · · · ∪ Sam), через η — конгруэнцию на полигоне SS такую, что η �
T = θ � T и s/η = {s} для любого s ∈ S \ T . По лемме 9 конгруэнция η
конечно порождена. Пусть 〈b0, c0〉, . . . , 〈bn, cn〉 — порождающие конгруэнции η,
bi = tiaui , ci = siavi , где ti, si ∈ S, ui, vi ∈ {0, . . . ,m} (0 6 i 6 n).

Покажем, что формула

�(x̄) �
n∧
i=0

tixui = sixvi ∧ �(x̄)

является главной формулой a-типа tpa(ā/θ). Пусть sxi = txj ∈ tpa(ā/θ). То-
гда saiθtaj . Так как sai, taj ∈ T , то saiηtaj . По факту 8 существуют k ∈ ω,
r0, . . . , rk ∈ S, i0, . . . , ik ∈ {0, . . . , n} такие, что

sai = r0bi0 , rkcik = taj , rlcil = rl+1bil+1 (0 ≤ l < k).

Поскольку �(x̄) — главная формула a-типа tpa(ā) и

sxi = r0ti0xui0 , rksvkxvik = txj , rlsilxvil = rl+1til+1xuil+1
∈ tpa(ā)

для любого l, 0 ≤ l < k, то

S −Act |= �(x̄) → sxi = r0ti0xui0 ∧ rksikxvik
= txj ∧

∧
0≤l<k

rlsilxvil = rl+1til+1xuil+1
.

Кроме того,

S −Act |= tilxuil = silxuil → rltilxuil = rlsilxuil

для любого l, 0 ≤ l ≤ k. Таким образом,

S −Act |= �(x̄) → sxi = txj

и tpa(ā/θ) является главным a-типом кортежа ā/θ в классе S −Act. �

Лемма 12. Пусть S — конечно порожденный коммутативный моноид. То-
гда класс S Inj инъективных полигонов аксиоматизируем.

Доказательство. Пусть {s0, . . . , sn} — множество порождающих элемен-
тов моноида S, ā = 〈a0, . . . , am〉 ∈ S, θ ∈ Con(SS). По лемме 11 a-типы tpa(1/θ)
элемента 1/θ и tpa(ā/θ) кортежа ā/θ = 〈a0/θ, . . . , am/θ〉 являются главными a-
типами в классе Act. Пусть �θ(x) — главная формула a-типа tpa(1/θ), �θā(x̄) —
главная формула a-типа tpa(ā/θ), где x̄ = 〈x0, . . . , xm〉. Положим

® =

{
∃x

n∧
i=0

(si · x = x)

}
∪

{
∀x0 . . .∀xm

(
�θā(x0, . . . , xm)

→ ∃y

(
�θ(y) ∧

m∧
i=0

xi = aiy

))
| θ ∈ Con(SS), a0, . . . , am ∈ S

}
.
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Покажем, что ® — множество аксиом класса S Inj.
Пусть SQ — инъективный полигон. Покажем, что все формулы из ® ис-

тинны в SQ. По факту 9 в SQ есть нуль. Поэтому SQ � ∃x
n∧
i=0

(si ·x = x). Пусть

ā = 〈a0, . . . , am〉 ∈ S, θ ∈ Con(SS), x̄0 =
〈
x0

0, . . . , x
0
m

〉
∈ Q. Предположим, что

SQ � �θā(x̄
0). Через SA обозначим подполигон полигона SS/θ, порожденный

множеством {a0/θ, . . . , am/θ}. Определим отображение ϕ :S A →S Q следую-
щим образом:

ϕ(tai/θ) = tx0
i (0 6 i 6 m)

для любого t ∈ S. Предположим, что tai/θ = raj/θ для некоторых t, r ∈ S
(0 6 i 6 j 6 m). Тогда (txi = rxj) ∈ tpa(ā/θ). Поскольку �θa(x̄) — главная
формула a-типа tpa(ā/θ), имеем

SS/θ � ∀x̄
(
�θā(x̄) → txi = rxj

)
.

Так как SQ � �θā(x̄
0), то tx0

i = tx0
j . Следовательно, отображение ϕ является

гомоморфизмом полигонов. Поскольку SQ ∈ S Inj и SA ⊆S S/θ, существует
гомоморфизм ψ :S S/θ →S Q такой, что ψ|A = ϕ. Пусть ψ(1/θ) = y0. Так как

SS/θ � �θ(1/θ) ∧
m∧
i=0

ai/θ = ai · 1/θ,

то

SQ � �θ(y0) ∧
m∧
i=0

x0
i = aiy

0.

Таким образом, в полигоне SQ истинны все формулы из ®.
Пусть SQ — полигон, в котором истинны все формулы из ®. Покажем,

что SQ ∈ S Inj. Предположим, что SA — подполигон циклического полигона
SC и отображение ϕ :S A →S Q является гомоморфизмом полигонов. Тогда
существует θ ∈ Con(SS) такая, что SC ∼=S S/θ. Можно считать, что SA —
подполигон полигона SS/θ. Так как полигон SC конечно порожден, по лемме 8
SA — конечно порожденный полигон. Пусть ā/θ = {a0/θ, . . . , am/θ} ∈ S/θ —
множество порождающих элементов полигона SA. Тогда SA � �θā(ā/θ) и SQ �
�θā(x̄

0), где x̄0 =
〈
x0

0, . . . , x
0
m

〉
, x0

i = ϕ(ai/θ) (0 6 i 6 m). Стало быть,

SQ � �θ(y0) ∧
m∧
i=0

x0
i = aiy

0

для некоторого y0 ∈ Q. Определим отображение ψ : S/θ → Q следующим
образом:

ψ(r/θ) = ry0

для любого r ∈ S. Пусть r/θ = t/θ. Тогда rx = tx ∈ tp(1/θ). Так как SQ �
�θ(y0) и SQ � ∀y(�θ(y) → rx = tx), то ry0 = ty0. Значит, ψ — гомоморфизм
полигонов. Из равенств

ψ(ai/θ) = aiy
0 = x0

i = ϕ(ai/θ)

следует, что ψ|A = ϕ. Таким образом, по факту 10 SQ ∈ S Inj. �

Из лемм 6 и 12 следует теорема 1.
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4. Аксиоматизируемость класса
инъективных полигонов над группой

Теорема 2. Пусть S — счетная группа. Класс S Inj инъективных полиго-
нов аксиоматизируем тогда и только тогда, когда S является конечно порож-
денной группой.

Доказательство. Необходимость. Предположим, класс S Inj инъек-
тивных полигонов аксиоматизируем и группа S = {sk | k ∈ ω} не конечно
порожденная. Индукцией по n построим подгруппы Tn группы S. Подгруппа
T0 группы S порождается множеством {s0}. Подгруппа Tn группы S порож-
дается множеством Tn−1 ∪ {sk}, где k — наименьшее натуральное число такое,
что sk /∈ Tn−1. Поскольку S не является конечно порожденной группой, то
Ti ⊂ Ti+1 для любого i ∈ ω. Кроме того,

⋃
i∈ω

Ti = S. Пусть Ai = {sTi | s ∈ S}

— множество левых классов смежности группы S по подгруппе Ti. Определим
действие моноида S на множестве Ai следующим образом:

t(sTi) = (ts)Ti

для любого t ∈ S. Тогда SAi — полигон. Через SA обозначим полигон
∐
i∈ω

SAi,

через SQ — полигон S(A
∐
{θ}), где θ — нуль полигона SQ.

Поскольку S — группа, в циклическом полигоне нет собственных подполи-
гонов. По факту 10 отсюда следует, что SQ ∈ S Inj.

Пусть k ∈ ω. Так как s0, . . . , sk ∈ Tk и Tk ∈ A, то siTk = Tk для любого i,
0 ≤ i ≤ k, и

SA |= ∃x

(
k∧
i=0

six = x

)
.

Следовательно, по факту 4 SQ ≡S A, и в силу аксиоматизируемости класса
S Inj по факту 1 SA ∈ S Inj. По факту 9 в полигоне SA есть нуль, что не так;
противоречие.

Достаточность. Пусть S — счетная конечно порожденная группа, s0, . . . ,
sn — множество порождающих элементов группы S. Из факта 11 следует, что{
∃x
(

n∧
i=0

six = x

)}
— множество аксиом класса S Inj. �

5. Полнота и модельная полнота
класса инъективных полигонов

над коммутативным моноидом и над группой

Теорема 3. Пусть S — коммутативный моноид или группа. Следующие
условия эквивалентны:

(1) класс S Inj инъективных полигонов полон;
(2) класс S Inj инъективных полигонов модельно полон;
(3) класс S Inj инъективных полигонов категоричен в некоторой бесконеч-

ной мощности;
(4) S = {1}.
Доказательство. Если S = {1}, то класс S−Act всех полигонов, в част-

ности, класс S Inj инъективных полигонов полон, модельно полон и категоричен.
(3) ⇒ (1) следует из факта 3.
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(1) ⇒ (4) и (2) ⇒ (4). Пусть класс S Inj полон (модельно полон). Заметим,
что Ss ∩ St 6= ∅ для любых s, t ∈ S. Действительно, если S — коммутативный
моноид, то st = ts ∈ Ss ∩ St; если S — группа, то Ss = St.

Покажем, что полигон SQ, каждый элемент которого является нулем, инъ-
ективен. Предположим, что ϕ :S B →S Q — гомоморфизм полигонов, SB —
подполигон циклического полигона SSa и b1, b2 ∈ B. Тогда b1 = t1a и b2 = t2a
для некоторых t1, t2 ∈ S. Поскольку St1∩St2 6= ∅, то s1t1 = s2t2 для некоторых
s1, s2 ∈ S. Тогда ϕ(s1b1) = ϕ(s2b2), т. е. ϕ(b1) = ϕ(b2) и ϕ(B) — нуль полигона
SQ. Полагаем ψ(Sa) = ϕ(B). Таким образом, по факту 10 SQ ∈ S Inj.

Покажем, что S = {1}. Пусть s ∈ S, s 6= 1, SQ — бесконечный полигон,
каждый элемент которого является нулем, SA =S S tS Q, SA — инъективная
оболочка полигона SA. Тогда SQ — подполигон SA. Поскольку SQ ∈ S Inj, в си-
лу полноты (модельной полноты) класса S Inj инъективных полигонов SQ ≡S A.
Заметим, что SQ |= �t для любого t ∈ S, где �t � ∀x(tx = x). Следовательно,
SA |= �t для любого t ∈ S, т. е. все элементы полигона SA являются нулями, в
частности, элемент 1 ∈ A. Это означает, что S = {1}. �
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