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§ 1. Введение

Кольца формальных матриц играют заметную роль в теории колец и мо-
дулей. Важный класс колец формальных матриц образуют кольца контекста
Мориты (см., например, [1]). Формальные треугольные матричные кольца ча-
сто появляются в теории представлений артиновых алгебр и служат источником
примеров колец с асимметричными свойствами (например, артиново справа, но
не слева и т. п.).

Любое кольцо с нетривиальными идемпотентами изоморфно некоторому
кольцу формальных матриц. Кольцо эндоморфизмов разложимого модуля так-
же является кольцом формальных матриц. Это говорит о целесообразности
изучения колец формальных матриц.

В § 1, 2 вводятся основные определения и факты, связанные с кольцами
формальных матриц. В § 3 получено описание полуартиновых справа колец
формальных матриц и правых max-колец формальных матриц. В качестве
следствия получено описание совершенных справа колец формальных матриц.
В § 4 изучается проблема изоморфизма для колец формальных матриц вида
Mβ1,...,βn(R). Из основных теорем § 4 в качестве следствия выводятся ранее
известные результаты, связанные с проблемой изоморфизма для колец фор-
мальных матриц над R и полученные в [2–4].

§ 2. Основные определения

Все кольца будем считать ассоциативными и с единицей, а модули и бимо-
дули — унитарными. Радикал Джекобсона, центр, множество делителей нуля
и группу обратимых элементов кольца R будем обозначать через J(R), C(R),
Z(R) и U(R) соответственно.

ПустьR1, R2, . . . , Rn — кольца, аMij — (Ri, Rj)-бимодули, причемMii = Ri,
для всех 1 ≤ i, j ≤ n. Пусть также ϕijk : Mij ⊗Rj Mjk → Mik будут (Ri, Rk)-
бимодульными гомоморфизмами с оговоркой, что ϕiij и ϕijj — канонические
изоморфизмы для всех 1 ≤ i, j ≤ n. Введем обозначение a ◦ b = ϕijk(a⊗ b) для
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a ∈ Mij , b ∈ Mjk. Через K обозначим множество всех (n × n)-матриц (mij)
с элементами mij ∈ Mij для всех 1 ≤ i, j ≤ n. Простая проверка показывает,
что относительно обычных операций сложения и умножения K будет кольцом,
если и только если a ◦ (b ◦ c) = (a ◦ b) ◦ c для всех a ∈Mik, b ∈Mkl, c ∈Mlj , 1 ≤
i, k, l, j ≤ n. Полученное кольцо K называется кольцом формальных матриц
порядка n и обозначается через K({Mij} : {ϕikj}).

Рассматривая модули над кольцом формальных матриц, достаточно оста-
новиться на матрицах второго порядка, так как кольцо формальных матриц
порядка n очевидным образом сводится к кольцу формальных матриц второго

порядка. Пусть K =
(
R M
N S

)
— кольцо формальных матриц второго поряд-

ка. Также пусть X — правый R-модуль, Y — правый S-модуль и определены
R-модульный гомоморфизм f : Y ⊗S N → X и S-модульный гомоморфизм
g : X ⊗R M → Y . Положим yn := f(y ⊗ n), xm := g(x ⊗m) и потребуем вы-
полнение равенств (yn)m = y(nm) и (xm)n = x(mn) для всех x ∈ X, y ∈ Y ,
m ∈M , n ∈ N . В этом случае группа вектор-строк (X,Y ) естественным образом
наделяется структурой правого K-модуля. Несложно показать, что любой пра-
вый K-модуль можно представить в виде модуля вектор-строк. Гомоморфизмы
K-модулей можно представить в виде пары, состоящей из R-гомоморфизма и
S-гомоморфизма. А именно, если � : (X,Y ) → (X ′, Y ′) — гомоморфизм, то
найдутся R-гомоморфизм α : X → X ′ и S-гомоморфизм β : Y → Y ′ такие, что
� (x, y) = (α(x), β(y)). При этом выполняются соотношения α(yn) = β(y)n и
β(xm) = α(x)m для всех x ∈ X, y ∈ Y , m ∈M , n ∈ N .

Определение 2.1. Кольцо формальных матриц K({Mij} : {ϕikj}) поряд-
ка n, в котором Mij = R для всех 1 ≤ i, j ≤ n, называется кольцом формальных
матриц над R порядка n и обозначается через Kn(R) или Kn(R : {ϕikj}).

Пусть Kn(R : {ϕijk}) — кольцо формальных матриц над R порядка n.
Положим ηijk = ϕijk(1 ⊗ 1) для всех 1 ≤ i, j, k ≤ n. Тогда a ◦ b = ϕijk(a ⊗ b) =
ηijkab для всех a, b ∈ R. Для любого a ∈ R имеем aηijk = ϕijk(a⊗ 1) = ϕijk(1⊗
a) = ηijka. Таким образом, ηijk ∈ C(R), и выполняются условия:

1) ηiij = ηijj = 1, 1 ≤ i, j ≤ n,
2) ηijkηikl = ηijlηjkl, 1 ≤ i, j, k, l ≤ n.
Условие 1 выполняется в силу того, что ϕiij и ϕijj — канонические изомор-

физмы. В силу ассоциативности операции ◦ имеем ηijkηiklabc = ηijlηjklabc для
всех a, b, c ∈ R. Положив a = b = c = 1, получаем условие 2.

В то же время для любого набора {ηijk | 1 ≤ i, j, k ≤ n} центральных эле-
ментов R, удовлетворяющих условиям 1, 2, можно положить ϕijk(a⊗b) = ηijkab
для всех a, b ∈ R. Непосредственная проверка показывает, что Kn(R : {ϕikj})
будет кольцом формальных матриц над R порядка n. Таким образом, коль-
цо формальных матриц Kn(R : {ϕikj}) однозначно определяется набором цен-
тральных элементов {ηijk | 1 ≤ i, j, k ≤ n}. В этом случае кольцо формальных
матриц Kn(R : {ϕikj}) будем обозначать через Kn(R : {ηikj}).

Замечание 2.2. Для β ∈ C(R) упорядоченная четверка
(
R R
R R

)
ста-

новится кольцом, если ввести поэлементную операцию сложения и операцию
умножения, действующую следующим образом:(

a b
c d

)(
e f
g h

)
=
(
ae+ βbg af + bh
ce+ dg βcf + dh

)
.
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Получившееся кольцо было обозначено через Kβ(R) П. А. Крыловым в [3] и
изучалось в [3–6].

Однако уже для кольца матриц K3(R : {ηijk}) порядка 3 задача параметри-
зации умножения становится сложнее. Непосредственно проверяется наличие
следующих зависимостей:

η123η213 = η121 = η212 = η312η321,

η321η231 = η323 = η232 = η132η123,

η132η123 = η131 = η313 = η213η231.

Можно потребовать наличие равенств η213 = η312, η123 = η321 и η132 = η231.
В этом случае все соотношения выше запишутся в существенно более простом
виде.

Для β1, . . . , βn ∈ C(R) определим ηijk для всех 1 ≤ i, j, k ≤ n по формуле

ηijk =


1, если i = j или j = k,

βj , если i, j, k различны,
βiβj , если i = k 6= j.

Непосредственная проверка показывает, что набор {ηijk | 1 ≤ i, j, k ≤ n}
отвечает условиям 1 и 2, представленным ранее, и, следовательно, определяет
кольцо формальных матриц над R порядка n.

Определение 2.3. Пусть R — кольцо, β1, . . . , βn ∈ C(R), n ≥ 2, и пусть
ηijk определены, как показано выше. Кольцо формальных матриц Kn(R :
{ϕijk}), определяемое множеством {ηijk}, называется кольцом формальных мат-
риц, зависящим от параметров β1, . . . , βn, и обозначается через Mβ1,...,βn(R).

Таким образом, Mβ1,...,βn(R) — множество всех матриц порядка n над R
с обычной операцией сложения и операцией умножения, определенной следую-
щим образом:

(aij)(bij) = (cij), где cij =
n∑

k=1

β
δij−δik
i β

1−δjk
k aikbkj

для двух матриц (aij) и (bij) порядка n над R. Например,(
a11 a12
a21 a22

)(
b11 b12
b21 b22

)
=
(
a11b11 + β1β2a12b21 a11b12 + a12b22
a21b11 + a22b21 β1β2b21a12 + b22a22

)
в Mβ1,β2(R).

§ 3. Предварительные результаты

Предложение 3.1. Пусть R — кольцо, β1, . . . , βn ∈ C(R) и n ≥ 2. Тогда
отображение � : Mβ1,...,βn(R) → Mn(R), действующее как (aij) 7→

(
β

1−δij
i aij

)
,

является гомоморфизмом колец. Более того, верны следующие утверждения:
1) �(1) = 1,
2) (Ker�)2 = 0,
3) � взаимно однозначно тогда и только тогда, когда β1, . . . , βn являются

неделителями нуля в R,
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4) � — сюръекция тогда и только тогда, когда β1, . . . , βn ∈ U(R), что рав-
носильно тому, что � — биекция.

Доказательство. Для A = (aij), B = (bij) ∈ Mβ1,...,βn(R) имеем AB =

(cij), где cij =
n∑

k=1
ηikjaikbkj . Поэтому (i, j)-элемент матрицы �(AB) равен

β
1−δij
i cij = β

1−δij
i

n∑
k=1

β
δij−δik
i β

1−δkj
k aikbkj =

n∑
k=1

(
β1−δik
i aik

)(
β

1−δkj
k bkj

)
,

что совпадает с (i, j)-элементом матрицы �(A)�(B). Таким образом, � сохра-
няет операцию умножения, ровно как и операцию сложения. Следовательно, �
есть гомоморфизм колец. Легко видеть, что утверждения 1–4 выполняются. �

Приведенные ниже два предложения были представлены в [2]. Однако для
полноты изложения приведем их с доказательством.

Предложение 3.2 [2, предложение 1]. Пусть K = Kn(R : {ηikj}) — кольцо
формальных матриц над R порядка n, I = (Iij) — идеал в кольце K. Тогда

1) Kn({R/Iij} : {ψikj}) — кольцо формальных матриц, где ψ : R/Iij⊗R/Ijk
→ R/Iik определяется по формуле ψijk(ā⊗ b̄) = ηijkab+ Iik, 1 ≤ i, j, k ≤ n;

2) K/I ∼= Kn({R/Iij} : {ψijk}).
Доказательство. 1. Показывается непосредственной проверкой.
2. Отображение � : K → Kn({R/Iij} : {ψijk}), действующее по правилу

�((aij)) = (aij + Iij), есть эпиморфизм колец с ядром Ker(�) = I. �

Трудно сказать что-либо конкретное об изоморфизмах произвольных колец
формальных матриц над R. Однако если кольцо R коммутативно, то верен
следующий результат.

Предложение 3.3. Пусть Kn(R : {ηijk}) — кольцо формальных матриц
над коммутативным кольцом R порядка n и ηijk ∈ R, 1 ≤ i, j, k,≤ n. Тогда
Kn(R : {ηijk}) ∼= Mn(R), если и только если все ηijk принадлежат U(R).

Доказательство. (⇒) Зададим отображение ϕ : Kn(R : {ηijk}) →Mn(R),
действующее по правилу ϕ((aij)) = η1ijaij . Непосредственная проверка пока-
зывает, что ϕ есть изоморфизм колец.

(⇐) Обозначим имеющийся изоморфизм колец через ϕ : Kn(R : {ηijk}) →
Mn(R). Предположим, что R — поле. Покажем, что в этом случае все коэффи-
циенты ηijk отличны от нуля. В самом деле, пусть найдется ηlpq = 0. Определим
отображение ψ : Kn(R : {ηijk}) →Mn(R), положив ψ((aij)) = (ηlijaij). Так как
ηlijηljk = ηlikηijk, непосредственная проверка показывает, что ψ — гомомор-
физм колец. Однако Ker(ψ) 6= 0, и поскольку η111 = 1, то ϕ(Ker(ψ)) 6= Mn(R).
Поэтому ϕ(Ker(ψ)) — отличный от нулевого двусторонний идеал в Mn(R). Так
как R — поле, Mn(R) — простое кольцо. Это противоречие показывает, что все
коэффициенты ηijk отличны от нуля.

Рассмотрим общий случай. Обозначим K = Kn(R : {ηijk}), M = Mn(R)
и предположим, что существует ηabc 6∈ U(R). Тогда ηabcR 6= R — идеал в R и
потому содержится в некотором максимальном идеале I кольца R. Символом E
будем обозначать единичный элемент кольца K или M в зависимости от ситу-
ации. Так как C(K) = RE и C(M) = RE, существует отображение α ∈ Aut(R)
такое, что ϕ(rE) = α(r)E для всех r ∈ R. Имеем K/IK ∼= Mn(R)/α(I)M . Со-
гласно предложению 3.2 Kn(R/I : {ηijk}) ∼= Mn(R/α(I)), где ηijk = ηijk + I.
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Но R/α(I) — поле, а ηabc = 0. Это противоречие показывает, что ηijk ∈ U(R),
1 ≤ i, j, k ≤ n. �

Строение идеалов кольца Mβ1,...,βn(R) дает

Предложение 3.4. Пусть R — кольцо, n ≥ 2 и β1, . . . , βn ∈ C(R). Тогда
I ⊆ Mβ1,...,βn(R) будет идеалом, если и только если I = (Iij) и выполняются
следующие условия:

1) Iii ⊆
⋂
k 6=i

(Iik ∩ Iki), 1 ≤ i ≤ n;

2) βiβj(Iij + Iji) ⊆ Iii ∩ Ijj , i 6= j;
3) βiIij ⊆

⋂
k 6=j

Ikj ;

4) βjIij ⊆
⋂
k 6=i

Iik.

Доказательство. Пусть I ⊆ Mβ1,...,βn(R) — идеал. Обозначим через Eij

матричные единицы кольца Mβ1,...,βn(R). В силу того, что Eii — ортогональные
идемпотенты, в сумме дающие единицу, имеем I =

∑
i,j
EiiIEjj . Введем обозна-

чение Iij = EiiIEjj . Тогда I = (Iij). Остальные свойства, равно как и обратное
утверждение, вытекают непосредственно из свойств идеала. �

Пусть s ∈ C(R). Введем обозначение Js(R) = (s : J(R)) = {x ∈ R | sx ∈
J(R)}. Из [7] непосредственно следует

Теорема 3.5. Пусть K = Kn(R : {ηikj}) — кольцо формальных матриц
над R порядка n. Тогда

J(K) =


J(R) Jη121(R) . . . Jη1n1(R)

Jη212(R) J(R) . . . Jη2n2(R)
. . . . . . . . . . . .

Jηn1n(R) Jηn2n(R) . . . J(R)

 .

До конца данного параграфа будем считать, что R — коммутативное кольцо
с единицей, а β1, . . . , βn — произвольные, но фиксированные элементы кольца
R. Покажем, что кольца формальных матриц вида Mβ1,...,βn(R) можно рас-
сматривать как подкольца классических матричных колец над новым кольцом,
которое является расширением кольца R. Рассмотрим свободный R-модуль R̂
над кольцом R с базисом {eA}A∈2{1,...,n} . Операцию умножения в модуле R̂
определим по следующему правилу:(∑

r′AeA
)(∑

r′′BeB
)

=
∑

r′Ar
′′
BeAeB ,

где eAeB = βA∩BeAMB , βC =
∏
k∈C

βk, β∅ = 1.

Лемма 3.6. 1. Под действием введенных операций R̂ становится комму-
тативным кольцом. Исходное кольцо R можно рассматривать как подкольцо R̂
под действием вложения r 7→ re∅, r ∈ R.

2. Отображение π : Mβ1,...,βn(R) →Mn(R̂) такое, что π((aij)) = (aije{i}M{j}),
является инъективным гомоморфизмом колец.

Доказательство. 1. Из определения операции умножения получаем eAeB
= eBeA для всех A,B ∈ 2{1,...,n}. Осталось доказать ассоциативность. Пусть
A,B,C ∈ 2{1,...,n}. Имеем

(eAeB)eC = βA∩BeAMBeC = βA∩Bβ(AMB)∩Ce(AMB)MC

= β(A∩B)∪(A∩C)∪(B∩C)e(A∪B∪C)\((A∩B)∪(A∩C)∪(B∩C)).
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Отсюда следует, что (eAeB)eC = (eBeC)eA = eA(eBeC).
2. Доказывается непосредственной проверкой. �

Введем определитель и характеристический многочлен дляA ∈ Mβ1,...,βn(R),
положив

det
β1,...,βn

(A) = det
R̂

(π(A)), χβ1,...,βn;A(λ) = χπ(A)(λ).

Покажем, что на самом деле detβ1,...,βn(A) ∈ R. Согласно определению

det
β1,...,βn

(A) = det
R̂

(π(A)) =
∑
τ∈Sn

sgn(τ)
n∏
i=1

ai,τ(i)e{i}M{τ(i)}.

Фиксируем перестановку τ0 ∈ Sn. Имеем

n∏
i=1

ai,τ0(i)e{i}M{τ0(i)} =

(
n∏
i=1

ai,τ0(i)

)(
n∏
i=1

e{i}M{τ0(i)}

)
.

Разобьем перестановку τ0 в произведение непересекающихся циклов. Пусть
(i1, . . . , ik) — один из таких циклов. Тогда для отвечающего ему множителя из
произведения выше в силу коммутативности имеем

e{i1}M{i2} · e{i2}M{i3} · . . . · e{ik}M{i1}

= β{{i1}M{i2}}∩{{i2}M{i3}}e{i1}M{i3} · . . . · e{ik}M{i1} = · · · = βCe∅ ∈ R

для некоторого C ∈ 2{1,...,n}.
Отсюда detβ1,...,βn(A) ∈ R, а значит, и χβ1,...,βn;A(λ) ∈ R[λ]. Таким образом,

как следствие получается

Теорема 3.7. Пусть A,B ∈ Mβ1,...,βn(R). Тогда
1) detβ1,...,βn(AB) = detβ1,...,βn(A) detβ1,...,βn(B);
2) матрица A обратима в Mβ1,...,βn(R), если и только если detβ1,...,βn(A) ∈

U(R);
3) χβ1,...,βn;A(A) = 0.

Доказательство. Вложим Mβ1,...,βn(R) в Mn(R̂) и воспользуемся тем,
что detβ1,...,βn(A) ∈ R и χβ1,...,βn;A(λ) ∈ R[λ] для A ∈ Mβ1,...,βn(R). �

§ 4. Теоретико-кольцевые свойства
колец формальных матриц

В этом параграфе описываются полуартиновы справа кольца формальных
матриц и правые max-кольца формальных матриц.

Лемма 4.1. Пусть T=
(
R M
N S

)
— кольцо формальных матриц , (A,B) —

правый T -модуль.
1. Если Soc(A) существен в A и Soc(B) существен в B, то Soc((A,B)) суще-

ствен в (A,B).
2. Если ненулевые фактор-модули модулей A и B содержат максимальные

подмодули, то каждый ненулевой фактор-модуль модуля (A,B) содержит мак-
симальный подмодуль.

Доказательство. 1. Пусть (A,B) — правый T -модуль и (A0, B0) — его
ненулевой подмодуль. Без ограничения общности можно считать, что A0 6= 0.
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Так как Soc(A) существен в A, модуль A0 содержит простой подмодуль aR,
где a ∈ A0. Если aRM = aM = 0, то (aR, 0) — простой подмодуль T -модуля
(A0, B0). Если aM 6= 0, то из существенности подмодуля Soc(B) в модуле B
следует, что S-модуль aM содержит простой подмодуль bS, где b ∈ B0. Ясно,
что элемент b имеет вид b = am, где m ∈M . Если bN = 0, то (0, bS) — простой
подмодуль T -модуля (A0, B0). Если bN 6= 0, то bN = amN ⊂ aMN — ненулевой
подмодуль простого модуля aR. Следовательно, bN = aR. Из равенства aRM =
bNM и простоты модуля bS вытекает, что aRM = bS. Так как aR — простой R-
модуль, bS — простой S-модуль и aRM = bS, bSN = aR, то (aR, bS) — простой
подмодуль T -модуля (A0, B0).

2. Пусть (X,Y ) — собственный подмодуль модуля (A,B). Если (A/X)M 6=
B/Y , то согласно условию модуль B обладает максимальным подмодулем Y ′

таким, что (A/X)M ⊂ Y ′/Y . В этом случае несложно заметить, что мо-
дуль (A/X, Y ′/Y ) является максимальным подмодулем модуля (A/X,B/Y ). Ес-
ли (B/Y )M 6= A/X, то аналогичными рассуждениями можно показать, что
модуль (A/X,B/Y ) содержит максимальный подмодуль. Предположим, что
(A/X)M = B/Y и (B/Y )N = A/X. Согласно условию леммы модуль A
обладает максимальным подмодулем A0 таким, что X ⊂ A0. В модуле B
рассмотрим подмодуль B0, для которого выполнено равенство B0/Y = {b̄ ∈
B/Y | b̄N ⊂ A0/X}. Ясно, что B0/Y 6= B/Y и (A0/X)M ⊂ B0/Y . Пока-
жем, что B0 — максимальный подмодуль S-модуля B. Пусть b̄ /∈ B0/Y . То-
гда b̄N * A0/X и, следовательно, b̄N + A0/X = A/X, b̄NM + (A0/X)M =
(A/X)M = B/Y . Таким образом, равенство b̄S + B0/Y = B/Y выполнено для
любого элемента b̄ ∈ (B/Y ) \ (B0/Y ), следовательно, (B/Y )/(B0/Y ) — простой
S-модуль. Поскольку (A0/X)M ⊂ B0/Y , (B0/Y )N ⊂ A0/X, то (A0/X,B0/Y ) —
подмодуль T -модуля (A/X,B/Y ). Несложно заметить, что правый T -модуль
((A/X)/(A0/X), (B/Y )/(B0/Y )) имеет длину не больше двух. Следовательно,
подмодуль (X,Y ) содержится в максимальном подмодуле модуля (A,B). �

Кольцо R называется полуартиновым справа, если каждый ненулевой пра-
вый R-модуль содержит простой подмодуль. Если над кольцом R каждый нену-
левой правый модуль содержит максимальный подмодуль, то кольцо R называ-
ется правым max-кольцом.

Теорема 4.2. Для кольца формальных матриц T =
(
R M
N S

)
следующие

условия равносильны.
(1) T — полуартиново справа кольцо.
(2) R, S — полуартиновы справа кольца.
Доказательство. (1) ⇒ (2) Пусть A — ненулевой правый R-модуль. Ис-

пользуем конструкцию из [5]. Рассмотрим правый T -модуль (A,HomR(N,A)),
у которого гомоморфизмами модульного умножения являются отображения
A ⊗ M → HomR(N,A), a ⊗ m 7→ (n 7→ a(mn)), и HomR(N,A) ⊗ N → A,
f ⊗ n 7→ f(n). Согласно условию правый T -модуль (A,HomR(N,A)) содер-
жит простой подмодуль (X,Y ). Если X = 0, то для каждого f ∈ Y имеем
f(N) = fN = 0. Следовательно, Y = 0, что невозможно. Таким образом,
X 6= 0, и из простоты модуля (X,Y ) вытекает, что X — простой подмодуль R-
модуля A. Из приведенных выше рассуждений следует, что каждый ненулевой
правый R-модуль содержит простой подмодуль и, стало быть, R — полуарти-
ново справа кольцо. Аналогичными рассуждениями можно показать, что S —
полуартиново справа кольцо.
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Импликацию (2) ⇒ (1) получаем из леммы 4.1. �

Теорема 4.3. Для кольца формальных матриц T =
(
R M
N S

)
следующие

условия равносильны.
(1) T — правое Max-кольцо.
(2) R, S — правые Max-кольца.
Доказательство. (1) ⇒ (2) Пусть A — ненулевой правый R-модуль. Ис-

пользуем конструкцию из [5]. Рассмотрим правый T -модуль (A,A ⊗M), у ко-
торого гомоморфизмами модульного умножения являются тождественный ав-
томорфизм A⊗M → A⊗M и отображение (A⊗M)⊗N → A, (a⊗m)n = amn.

Согласно условию правый T -модуль (A,A ⊗M) содержит максимальный
подмодуль (X,Y ). Если X = A, то, очевидно, Y = A ⊗M , что невозможно.
Таким образом, X 6= A, и из максимальности модуля (X,Y ) следует, что X —
максимальный подмодуль R-модуля A. Из приведенных выше рассуждений
вытекает, что каждый ненулевой правый R-модуль содержит максимальный
подмодуль и, значит, R — правое Max-кольцо. Аналогичными рассуждениями
можно показать, S — правое Max-кольцо.

Импликация (2) ⇒ (1) следует из леммы 4.1. �

Описание совершенных справа колец формальных матриц
(
R M
N S

)
по-

лучено в [5] в случае, когда MN = 0, NM = 0, a в [1] — в случае, когда правые
модули MS , NR конечно порожденные.

Следствие 4.4. Для кольца формальных матриц T =
(
R M
N S

)
следую-

щие условия равносильны.
(1) T — совершенное слева кольцо.
(2) R, S — совершенные слева кольца.
Доказательство. (1) ⇒ (2) Если T — совершенное слева кольцо, то со-

гласно [8, 6.48] T — полусовершенное полуартиново справа кольцо. Тогда по
теореме 4.2 R, S — совершенные слева кольца.

(2) ⇒ (1) Если R, S — совершенные слева кольца, то из теоремы 4.2 сле-
дует, что T — полусовершенное полуартиново справа кольца. Тогда из [8, 6.48]
вытекает, что T — совершенное слева кольцо. �

Кольцо R называется квазиинвариантным справа, если каждый правый
максимальный идеал кольца R является идеалом.

Следствие 4.5. Если у кольца формальных матриц T =
(
R M
N S

)
коль-

ца R,S квазиинвариантны, то следующие условия равносильны.
(1) T — правое max-кольцо.
(2) Фактор-кольца R/J(R), S/J(S) строго регулярны, и идеалы J(R), J(S)

t-нильпотентны справа.
Доказательство. Эквивалентность (1) ⇔ (2) следует из теоремы 4.3 и

[9, теорема 26.8]. �

Пусть T =
(
R M
N S

)
— кольцо формальных матриц. Бимодуль M назы-

вается N -регулярным (соответственно N -вполне идемпотентным справа), ес-
ли для каждого m ∈ M выполнено условие m ∈ mNm (соответственно m ∈
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mNmS). Аналогично определяются понятияM -регулярности иM -вполне идем-
потентности справа бимодуля N .

Полуартиново справа кольцо, над которым каждый простой правый модуль
инъективен, называется правым SV -кольцом.

Теорема 4.6. Пусть T =
(
R M
N S

)
— кольцо формальных матриц, M —

конечно порожденный правый S-модуль и N — конечно порожденный правый
R-модуль. Тогда следующие условия равносильны.

(1) T — правое SV -кольцо.
(2) R, S — правые SV -кольца, M N -регулярен и N M -регулярен.
(3) R, S — правые SV -кольца, M N -вполне идемпотентен и N M -вполне

идемпотентен.
Доказательство. Импликация (1) ⇒ (2) следует из [10, теоремы 2.7, 2.9].
Импликация (2) ⇒ (3) очевидна.
(3) ⇒ (1) Из условия теоремы вытекает, что идеал I = MN из кольца R

конечно порожден как правый идеал. Из [10, теорема 2.7] получаем, что R —
регулярное кольцо. Следовательно, I = eR, где e — некоторый идемпотент
из кольца R. Так как (1 − e)Re = 0 и J(R) = 0, то e — центральный идем-
потент. Аналогично можно показать, что идеал J = NM из кольца S имеет
вид J = fS, где f — центральный идемпотент кольца S. Согласно условию
пункта M = (MN)M = IM = eM , M = M(NM) = MJ = Mf , стало быть,
M можно рассматривать как eRe-fRf -бимодуль. Аналогично модуль N можно
рассматривать как fRf -eRe-бимодуль. Тогда имеет место изоморфизм(

R M
N S

)
∼= (1− e)R× (1− f)S ×

(
eRe eReMfRf

fRfNeRe fRf

)
.

Так как R, S — правые SV -кольца, кольца (1−e)R, (1−f)S также являются
правыми SV -кольцами. Поскольку MN = eRe, NM = fRf , из [5, теорема 8.5]

следует, что кольцо T ′ =
(

eRe eReMfRf

fRfNeRe fRf

)
Морита эквивалентно кольцу

eRe. Следовательно, кольцо T ′ является правым SV -кольцом. Таким образом,
T является правым SV -кольцом. �

Теорема 4.7. Пусть K = Kn(R : {ηijk}) — кольцо формальных матриц со
значением в некотором кольце R. Тогда имеют место следующие утверждения.

(1) K — полуартиново справа кольцо в том и только в том случае, если R —
полуартиново справа кольцо.

(2) K — правое max-кольцо в том и только в том случае, если R — правое
max-кольцо.

(3) K — правое SV -кольцо в том и только в том случае, если R — правое
SV -кольцо и {ηijk} ⊂ U(R).

Доказательство. Утверждения (1), (2) следуют соответственно из тео-
рем 4.2 и 4.3.

(3) Пусть K — правое SV -кольцо. Тогда из теоремы 4.6 вытекает, что
R — правое SV -кольцо. Из [10, теорема 2.7] получаем, что K — регулярное
кольцо. Следовательно, согласно [11, теорема 29] для произвольных 1 6 i, j 6 n
существует элемент r ∈ R, для которого имеет место равенство 1 = ϕiji(1⊗r) =
ηijir. Таким образом, элементы вида ηiji обратимы, и поскольку ηiji = ηijkηjik
для каждого 1 ≤ k ≤ n, то {ηijk} ⊂ U(R). Если R — правое SV -кольцо и
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{ηijk} ⊂ U(R), то из предложения 3.3 следует, что K ∼= Mn(R) и, значит, K —
правое SV -кольцо. �

§ 5. Проблема изоморфизма
для колец вида Mβ1,...,βn

(R)

Так как Mβ1,β2(R) = M1,β1β2(R) = Kβ1β2(R), как следствие вытекает

Теорема 5.1 [1, следствие 4.11]. Пусть R — коммутативное кольцо такое,
что Z(R) ⊆ J(R), и пусть β, γ ∈ R. Тогда M1,β(R) ∼= M1,γ(R), если и только
если γ = vα(β), где v ∈ U(R) и α ∈ Aut(R).

Таким образом, достаточно рассмотреть случай n ≥ 3. Начнем с простей-
ших результатов и постепенно перейдем к главному результату этого параграфа.
Следующее предложение приведено в [2] без доказательства.

Предложение 5.2. Пусть R — кольцо, n ≥ 3 и β1, β2, . . . , βn ∈ C(R).
(1) Если v1, . . . , vn ∈ U(R) ∩ C(R) и α ∈ Aut(R), то

Mβ1,...,βn(R) ∼= Mv1α(β1),...,vnα(βn)(R).

(2) Если π ∈ Sn, то Mβ1,...,βn(R) ∼= Mβπ(1),...,βπ(n)(R).
(3) Если π1, . . . , πn ∈ Sn и дано разложение единицы 1 = a1 + a2 + · · ·+ an

в сумму ортогональных идемпотентов ai, то Mβ1,...,βn(R) ∼= Mγ1,...,γn(R), где

γi =
n∑

j=1
βπj(i)aj , 1 ≤ i ≤ n.

Доказательство. (1) Зададим отображение

� : Mβ1,...,βn(R) → Mv1β1,...,vnβn(R),

действующее по правилу �((aij)) =
((
v
δij−1
i aij

))
. Легко видеть, что � — биек-

ция, сохраняющая операцию сложения. Более того, для A = (aij) и B = (bij)

в кольце Mβ1,...,βn(R) имеем AB = (cij), где cij =
n∑

k=1
β
δij−δik
i β

1−δjk
k aikbkj , а

(i, j)-элемент матрицы �(AB) равен

v
δij−1
i cij =

n∑
k=1

(viβi)δij−δik(vkβk)1−δjk
(
vδik−1
i aik

)(
v
δkj−1
k bkj

)
,

что совпадает с (i, j)-элементом матрицы �(A)�(B). Таким образом, � со-
храняет операцию умножения, следовательно, Mβ1,...,βn(R) ∼= Mv1β1,...,vnβn(R).
Поэтому Mα(β1),...,α(βn)(R) ∼= Mv1α(β1),...,vnα(βn)(R). Однако легко видеть, что
(aij) 7→ (α(aij)) задает изоморфизм между Mβ1,...,βn(R) и Mα(β1),...,α(βn)(R).
Итак, Mβ1,...,βn(R) ∼= Mv1α(β1),...,vnα(βn)(R).

(2) Зададим отображение � : Mβ1,...,βn(R) → Mv1α(β1),...,vnα(βn)(R), дей-
ствующее по правилу �((aij)) = ((aπ(i)π(j))). Легко видеть, что � — биекция,
сохраняющая операцию сложения. Более того, для A = (aij) и B = (bij) в
Mβ1,...,βn(R) имеем AB = (cij), где

cij =
n∑

k=1

β
δij−δik
i β

1−δjk
k aikbkj ,

а (π(i), π(j))-элемент матрицы �(AB) равен

cπ(i)π(j) =
n∑

π(k)=1

β
δπ(i)π(j)−δπ(i)π(k)

π(i) β
1−δπ(j)π(k)

π(k) aπ(i)π(k)bπ(k)π(j),



Кольца формальных матриц и их изоморфизмы 1209

что совпадает с (π(i), π(j))-элементом матрицы �(A)�(B).
(3) Верна следующая цепочка изоморфизмов:

Mβ1,β2,...,βn(R) ∼= Ma1β1,a2β2,...,a1βn(a1R)× · · · ×Manβ1,anβ2,...,anβn(anR)
∼= Ma1βπ1(1),a1βπ1(2),...,a1βπ1(n)(a1R)× · · · ×Manβπn(1),anβπ3(2),...,anβπn(n)(anR)

∼= Mβπ1(1)a1+···+βπn(1)an,βπ1(2)a1+···+βπn(2)an,βπ1(n)a1+···+βπn(n)an(R). �

Кольцо называется нормальным, если все его идемпотенты центральны.

Лемма 5.3 [2, теорема 20]. Пусть R — нормальное кольцо, T — кольцо,
n ≥ 3 и β1, . . . , βn ∈ C(R). Тогда если M0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n

(R) ∼= Mβ1,...,βn(T ), то β1 = · · · =

βn = 0.
Имеет место даже более сильный результат.

Лемма 5.4 [5, лемма 9.2]. Пусть R — нормальное кольцо, T — кольцо и
n ≥ 3. Тогда если M0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n

(R) ∼= Kn(T : {ηikj}), то все ηijk, за исключением

случаев, когда i = j или j = k, равны нулю.
Пусть R — кольцо, n ≥ 3, βi, γi ∈ C(R), 1 ≤ i ≤ n, и пусть S1 = Mβ1,...,βn(R),

S2 = Mγ1,...,γn(R), Eij — матричные единицы S1, Fij — матричные единицы S2,
I ⊆ S1 — идеал, порожденный {Eij | i 6= j}, J ⊆ S2 — идеал, порожденный
{Fij | i 6= j}.

Лемма 5.5. Пусть R — коммутативное кольцо, и пусть � : S1 → S2 —
изоморфизм. Тогда �(I) = J .

Доказательство. Предположим, что существуют i 6= j такие, что Fij 6∈
�(I). Тогда Fii(Fii + Fij) − (Fii + Fij)Fii = Fij 6∈ �(I). Это показывает, что
элемент (Fii + Fij) по модулю идеала �(I) не центральный в S2/�(I). Введем

обозначение β[l](R) =
n∑

k=1, k 6=l
βkR. Легко видеть, что

I =


β1β[1](R) R . . . R

R β2β[2](R) . . . R
...

...
. . .

...
R R . . . βnβ[n](R)

 .

Однако S2/�(I) ∼= S1/I ∼=
n⊕

k=1
R/βkβ[k](R), а последнее кольцо коммутатив-

но; противоречие. Поэтому J ⊆ �(I). Доказательство того, что I ⊆ �−1(J),
аналогично. Имеем J ⊆ �(I) и J ⊇ �(I). Отсюда �(I) = J . �

Из предложения 5.2 непосредственно следует, что кольца Mβ, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

(R) и

Mβa1,βa2,...,βan(R) изоморфны для любого разложения единицы 1 = a1 + a2 +
· · · + an, n ≥ 3, в сумму ортогональных идемпотентов ai. Более того, для
коммутативного кольца R верна

Теорема 5.6. Пусть R — коммутативное кольцо, n ≥ 3, β, γ1, . . . , γn ∈ R
и annR(β) ⊆ J(R). Тогда Mβ, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n

(R) ∼= Mγ1,γ2,...,γn(R), если и только если
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γi = α(β)viai для всех i = 1, n, где α ∈ Aut(R), vi ∈ U(R), и 1 = a1+a2+· · ·+an —
разложение единицы в сумму ортогональных идемпотентов ai.

Доказательство. (⇐) Достаточность следует из предложения 5.2.
(⇒) Следующие рассуждения аналогичны доказательству теоремы 16 из

[2]. Обозначим K1 = Mβ, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n

(R), K2 = Mγ1,γ2,...,γn(R), а � : K1 → K2 —

изоморфизм. Через Eij будем обозначать матричные единицы K1, а через Fij —
матричные единицы K2. Для любого r ∈ R имеем rE ∈ C(K1) и �(rE) ∈ C(K2).
Тогда найдется некоторое s ∈ R такое, что �(rE) = sE. Введем отображение
α : R → R и положим α(r) = s. Полученное отображение есть автоморфизм
кольца R.

Пусть I = βK1 — идеал в K1, �(I) = α(β)K2 — идеал в K2. Тогда

M
β̄, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n

(R/βR) ∼= K1/I ∼= K2/�(I) ∼= Mγ̄1,γ̄2,...,γ̄n(R/α(β)R).

В силу леммы 5.3 найдутся y1, y2, . . . , yn ∈ R такие, что

γ1 = α(β)y1, γ2 = α(β)y2, . . . , γn = α(β)yn.

Положим xi = α−1(yi), i = 1, n. Тогда существует изоморфизм � : K2 →
Mβx1,βx2,...,βxn(R). При этом соответствующий изоморфизму �◦� автоморфизм
колец R тождественный. Далее через � будем обозначать изоморфизм � ◦�, а
через K2 — Mβx1,βx2,...,βxn(R).

В то же время можно рассмотреть идеал I = βx1K2 + βx2K2 + · · ·+ βxnK2
в K2, �−1(I) = βx1K1 +βx2K1 + · · ·+βxnK1 — идеал в K1, K2/I ∼= K1/�−1(I).
Снова в силу леммы 5.3 найдутся η1, η2, . . . , ηn ∈ R такие, что β = βx1η1 +
βx2η2 + · · ·+ βxnηn.

Рассмотрим идеал

I =


0 R . . . R
R 0 . . . R
...

...
. . .

...
R R . . . 0

 .

Найдем �(I). Согласно лемме 5.5

J =


0 R . . . R
R 0 . . . R
...

...
. . .

...
R R . . . 0

 ⊆ �(I).

Утверждается, что на самом деле это равенство. Пусть C = diag(c1, c2, . . . , cn) ∈
�(I). Так как �(I) — идеал в K2, то CF11 = c1F11 ∈ �(I). Обозначим A =
(aij) = �−1(F11). Поскольку (c1F11)F11 = c1F11, то (c1A)A = c1A в K1. В силу
того, что c1A ∈ I, имеем c1a11 = c1a22 = · · · = c1ann = 0. Через Â обозначим
матрицу, получаемую из A обнулением главной диагонали. Тогда c1A = c1Â.
Имеем c1A = c1A3 = c1(Â)3 = 0. В самом деле, компоненты c1(Â)3 суть суммы
слагаемых вида pai0i1ai1i2ai2i3 . При этом пусть ai0i1 , ai1i2 и ai2i3 отличны от
нуля. Тогда одно из чисел i1, i2 отлично от единицы, к примеру i1. В силу того,
что ηi0i1i2 = 0, слагаемое pai0i1ai1i2ai2i3 равно нулю. Таким образом, c1 = 0.
Аналогично приходим к тому, что вся матрица C нулевая.
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Так как �(I) — идеал в S2, получаем (βxi)(βxj) = 0 для всех i 6= j. Пусть
Uij = �(Eij) для всех 1 ≤ i, j ≤ n, и пусть

Uii =


f (i)
1 ∗ . . . ∗
∗ f (i)

2 . . . ∗
...

...
. . .

...
∗ ∗ . . . f (i)

n

 .

В кольце S1 выполняются равенства E2
ii = Eii, EiiEjj = 0 для всех i 6= j и

1 = E11 +E22 + · · ·+Enn. Аналогичные равенства для Uii дают 1 = f (1)
k + f (2)

k +
· · ·+ f (n)

k для всех 1 ≤ k ≤ n, где f (i)
k — ортогональные идемпотенты.

Заметим, что S2 =
⊕
i,j
UijR. Так как Eij ∈ I для всех i 6= j, то Uij ∈ J для

всех i 6= j. Поэтому
R 0 . . . 0
0 R . . . 0
...

...
. . .

...
0 0 . . . R

 = Û11R⊕ Û22R⊕ · · · ⊕ ÛnnR,

где Ûii = diag
(
f (i)
1 , f (i)

2 , . . . , f (i)
n

)
.

В частности, имеем F11 = w1Û11 + w2Û22 + · · · + wnÛnn для некоторых
w1, . . . , wn ∈ R. Это дает f (1)

1 = w1f
(1)
1 и w1f

(1)
k = 0 для k ≥ 2. Поэтому

f (1)
1 f (1)

k = w1f
(1)
1 f (1)

k = 0. Схожие аргументы показывают, что f (k)
i f (k)

j = 0 для
всех k и i 6= j. Обозначим f (k) = f (k)

1 + f (k)
2 + · · · + f (k)

n . Тогда Ukk(1 − f (k)) =
Ûkk(1− f (k)) + (Ukk − Ûkk)(1− f (k)) = (Ukk − Ûkk)(1− f (k)) ∈ J .

Так как в силу соответствующего равенства для прообразов UkkR ∩ J = 0,
то Ukk(1− f (k)) = 0, значит, f (k) = 1.

Из того, что �(I) = J , следует, что �(I2) = J2, I2 =
(

0 0
0 I1

)
, где I1 —

квадратная матрица порядка n− 1, все диагональные элементы которой равны

нулю, а все недиагональные равны βR, J2 =
n∑

i,j=1,
i 6=j

n∑
k=1,
k 6=i,j

βxkFijR.

В частности, имеем βE23 ∈ I2, поэтому βU23 ∈ J2. Пусть βU23 = (aij), где

aii = 0 для всех 1 ≤ i ≤ n, и aij =
n∑

k=1,
k 6=i,j

βxka
(k)
ij для всех i 6= j. Так как βU23 =

β(U22U23) = U22(βU23) и βU23 = (βU23)U33, то βU23 =
(
f (2)
i f (3)

j aij
)
. Схожие

аргументы показывают, что для всех k 6= l, k, l ≥ 2, (i, j)-элемент матрицы βUkl
принадлежит идеалу f (k)

i f (l)
j βR.

Поскольку βx1F23 ∈ J2 = �(I2), то

βx1F23 = �

(
n∑

i,j=2, i 6=j

µijβEij

)
=

n∑
i,j=2, i 6=j

µijβUij

для некоторых µij ∈ R.
Для (2, 3)-элемента матрицы βx1F23 получаем

βx1 = β

(
n∑

i,j=2, i 6=j

f (i)
2 f (j)

3 λij

)
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для некоторых λij ∈ R.
Легко видеть, что

(
f (i1)
2 f (j1)

3
)(
f (i2)
2 f (j2)

3
)

= 0 для (i1, j1) 6= (i2, j2), поэтому(
n∑

i,j=2, i 6=j

f (i)
2 f (j)

3 λij

)(
n∑

i,j=2, i 6=j

f (i)
2 f (j)

3

)
=

(
n∑

i,j=2, i 6=j

f (i)
2 f (j)

3 λij

)
.

Мы показали, что

βx1 = βx1

(
n∑

i,j=2, i 6=j

f (i)
2 f (j)

3

)
= βx1

(
n∑
i=2

f (i)
2

(
n∑

j=2, j 6=i

f (j)
3

))
=: βx1f23.

Схожие рассуждения показывают, что для любого k ≥ 3

βx1 = βx1

(
n∑

i,j=2, i 6=j

f (i)
2 f (j)

k

)
= βx1

(
n∑
i=2

f (i)
2

(
n∑

j=2, j 6=i

f (j)
k

))
=: βx1f2k.

Отсюда βx1 = βx1 ∗
(

n∏
k=3

f2k

)
. Непосредственная проверка показывает, что

n∏
k=3

f2k =
∑

π∈Sn−1

f (1+π(1))
2 f (1+π(2))

3 . . . f (1+π(n−1))
n =

∑
π∈Sn−1

f (π)
1 ,

где f (π)
1 = f (1+π(1))

2 f (1+π(2))
3 . . . f (1+π(n−1))

n . Также f (π1)
1 f (π2)

1 = 0 для π1 6= π2.
Более того, если введем аналогичные идемпотенты

f (π)
k =

(
i=k−1∏
i=1

f (1+π(i))
i

)(
i=n∏

i=k+1

f (1+π(i−1))
i

)
для βxk, то при всех k 6= l и π, σ ∈ Sn−1 имеем f (π)

k f (σ)
l = 0. Также

1 =
(
f (2)
1 + f (2)

2 + · · ·+ f (2)
n

)
. . .
(
f (n)
1 + f (n)

2 + · · ·+ f (n)
n

)
=

n∑
k=1

( ∑
π∈Sn−1

f (π)
k

)
.

Обозначим ak =
∑

π∈Sn−1

f (π)
k . Тогда βxk = βxkak для всех 1 ≤ k ≤ n и 1 =

a1 + . . . an, где ak — ортогональные идемпотенты. В начале доказательства
показали, что β = βx1η1 + βx2η2 + · · · + βxnηn для некоторых η1, . . . , ηn ∈ R.
Отсюда βxkηkak = βak для всех 1 ≤ k ≤ n.

Положим vk = xkak + (1 − ak) и ξk = ηkak + (1 − ak). Имеем βvkξk =
βxkηkak + β(1− ak) = βak + β(1− ak) = β β(1− vkξk) = 0.

Так как annR(β) ⊆ J(R), то (1 − vkξk) ∈ J(R), поэтому 1 − (1 − vkξk) =
vkξk ∈ U(R) и vk ∈ U(R). Легко видеть, что βxk = βvkak. �

Следствие 5.7. Пусть R — коммутативное кольцо, n ≥ 3, β, γ1, . . . , γn ∈ R
и Mβ, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸

n

(R) ∼= Mγ1,γ2,...,γn(R). Тогда имеют место следующие утвержде-

ния.
(1) Если β не является делителем нуля в кольце R, то найдутся α ∈ Aut(R),

v1, . . . , vn ∈ U(R) и разложение единицы 1 = a1 + a2 + · · · + an такие, что
γi = α(β)viai, i = 1, n.

(2) Если R — целостное кольцо, то найдутся α ∈ Aut(R), v ∈ U(R) такие,
что для некоторого 1 ≤ i ≤ n выполнены условия γi = α(β)v и γj = 0, если
i 6= j.

Следующие результаты были приведены без доказательства в [2].
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Теорема 5.8 [2, теорема 21]. Пусть R — коммутативное кольцо, n ≥ 3,
β, γ1, . . . , γn ∈ R и annR(β2) ⊆ J(R). Тогда Mβ, β, . . . , β︸ ︷︷ ︸

n

(R) ∼= Mγ1,γ2,...,γn(R),

если и только если γi = α(β)vi для всех i = 1, n, где α ∈ Aut(R) и vi ∈ U(R).

Доказательство. (⇐) Достаточность следует из предложения 5.2.
(⇒) Пусть S1 = Mβ, β, . . . , β︸ ︷︷ ︸

n

(R), S2 = Mγ1,γ2,...,γn(R), Eij — матричные

единицы S1, Fij — матричные единицы S2, а � : S1 → S2 — указанный в усло-
вии изоморфизм. Рассуждения, аналогичные рассуждениям из доказательства
теоремы 5.6, показывают, что можно считать что S2 = Mβx1,...,βxn(R) для неко-
торых x1, . . . , xn ∈ R.

Положим I ⊆ S1 — идеал, порожденный {Eij | i 6= j}, J ⊆ S2 — идеал,
порожденный {Fij | i 6= j}. В силу леммы 5.5 имеем �(I) = J . Так как β2E ∈ I,
также β2E ∈ J . Для (1, 1)-элемента матрицы β2E как элемента из J имеем
β2 = β2x1µ1 или β2(1 − x1µ1) = 0 для некоторого µ1 ∈ R. Известно, что
annR(β2) ⊆ J(R). Отсюда (1 − x1µ1) ∈ J(R) и потому 1 − (1 − x1µ1) = x1µ1 ∈
U(R) и x1 ∈ U(R). Доказательство того, что x2, . . . , xn ∈ U(R), аналогично. �

Теорема 5.9. Пусть R — коммутативное кольцо такое, что Z(R) ⊆ J(R).
Пусть n ≥ 3 и β, γ1, . . . , γn ∈ R. Тогда Mβ, β, . . . , β︸ ︷︷ ︸

n

(R) ∼= Mγ1,γ2,...,γn(R), если и

только если γi = α(β)vi для всех i = 1, n, где α ∈ Aut(R) и vi ∈ U(R).

Доказательство. (⇐) Достаточность следует из предложения 5.2.
(⇒) Если β2 6= 0, то annR(β2) ⊆ J(R), и утверждение теоремы выполняется

в силу теоремы 5.8. Пусть β2 = 0. Будем использовать те же обозначения, что
и при доказательстве теоремы 5.8, и можно считать, что S2 = Mβx1,...,βxn(R)
для некоторых x1, . . . , xn ∈ R.

Покажем, что x1 ∈ U(R). Доказательство того, что остальные xi обра-
тимы, аналогично. Так как β2 = 0, то I ∩ diag(R, . . . , R) = diag(0, . . . , 0) и
J ∩ diag(R, . . . , R) = diag(0, . . . , 0), J 3 F21J = βx1F23R⊕ · · · ⊕ βx1F2nR = βx1T .

Положим I 3 A = (aij) = �−1(F21). Имеем βx1�−1(T ) = �−1(F21J) = AI.
Для i 6= j получаем

βx1�
−1(T ) = AI 3 AEij = β

n∑
k=1

akiEkj ,

поскольку akk = 0 для всех 1 ≤ k ≤ n.
Поэтому βaki = βx1uki для некоторых uki ∈ R. Таким образом, βA = x1U .

Отсюда βF21 = β�(A) = �(βA) = �(βx1U) = βx1�(U) и имеем β = βx1y1 для
некоторого y1 ∈ R. Легко проверить, что x1 ∈ U(R). �

В [4] рассмотрен класс колец формальных матриц с ηijk = s1+δik−δij−δjk ,
где s ∈ C(R). Это кольцо формальных матриц обозначается через Mn(R; s).
Заметим, что Mn(R; s) = Ms, . . . , s︸ ︷︷ ︸

n

(R).

Следствие 5.10 [4, теорема 18]. Пусть R — коммутативное кольцо такое,
что Z(R) ⊆ J(R). Пусть s, t ∈ R и n ≥ 3. Тогда Mn(R; s) ∼= Mn(R; t), если и
только если t = vα(s), где v ∈ U(R) и α ∈ Aut(R).
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