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Аннотация. Установлено, что оператор одной краевой задачи в бесконечной уг-
ловой области для уравнения теплопроводности является нётеровым в классе рас-
тущих функций с индексом, равным минус единице.
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Введение

При моделировании теплофизических процессов, протекающих в электри-
ческих дугах, которые возникают в цепях сильного тока включающих или от-
ключающих аппаратов, например в электроконтактных устройствах плазмот-
ронов, возникает необходимость исследования краевых задач для уравнения
теплопроводности в нецилиндрических областях [1–3]. Эти вопросы были пред-
метом исследования работ [4–6], в которых решения поставленных краевых за-
дач строятся в области с равномерно движущейся границей: G = {(x, t) | t > 0,
0 < x < a+ kt, a 6= 0}.

Особенностью области в данной работе является ее вырождение в конеч-
ный момент времени. Именно такого рода задачи имеют большое прикладное
значение. В частности, с повышением требований к быстродействию электри-
ческих аппаратов возникает ситуация [2], при которой из-за кратковременности
процесса невозможно достоверно замерить температурное поле контактной си-
стемы, тем более динамику его изменения во времени. В этом случае только
теоретическое исследование задачи о нагреве способно дать представление о
характере изменения температурного поля. В [3] построены приближенные ре-
шения некоторых краевых задач в вырождающейся области.

Решение краевых задач уравнения теплопроводности в вырождающихся
областях приводит к необходимости исследования особых интегральных урав-
нений Вольтерра второго рода, когда норма интегрального оператора равна
единице. Подобные интегральные уравнения возникают также при изучении
спектрально-нагруженных уравнений теплопроводности [7–9]. Отметим, что
многочисленные приложения нагруженных уравнений обсуждаются в [10, 11].

В настоящей работе решается краевая задача для уравнения теплопровод-
ности в области G = {(x, t) | t < 0, 0 < x < −t}, которая вырождается в точку в
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конечный момент времени t = 0. Основная цель — найти классы решений пря-
мой и сопряженной граничных задач, показать существование нетривиального
решения для однородной сопряженной граничной задачи, а также выделить
классы единственности.

Оказалось, что рассматриваемые вопросы имеют тесную связь с проблемой
установления классов единственности из [12–20], которая также имела активное
продолжение, например, в [21–23].

Работа состоит из введения, трех разделов. В разд. 1 даны постановка
прямой и сопряженной граничных задач с введением класса решений и форму-
лировка основных результатов (теоремы 1–4). Доказательство теоремы 1 при-
водится в разд. 2, а теорем 2–4 — в разд. 3.

1. Постановка задач L и L∗

и формулировка основных результатов

В области G = {(x; t) | −∞ < t < 0, 0 < x < −t} рассматриваются гранич-
ная задача L для уравнения теплопроводности

ut(x, t) = a2uxx(x, t) (1)

с условием на бесконечности

lim
t→−∞

u(x, t) = 0 (2)

и граничными условиями

u(x, t)|x=0 = 0, u(x, t)|x=−t = 0, (3)

причем предполагается, что

γ(x, t)u(x, t) ∈ L1(G), (4)

и сопряженная граничная задача L∗:

−u∗t (x, t) = a2u∗xx(x, t) (5)

с граничными условиями

u∗(x, t)|x=0 = 0, u∗(x, t)|x=−t = 0, (6)

причем решение u∗(x, t) принадлежит следующему классу:

(γ(x, t))−1u∗(x, t) ∈ L∞(G). (7)

Здесь

γ(x, t) = max
(
−
√
−t

t+ x
exp

(
x2

4a2t

)
, 1 + exp

(
− t+ x

a2

))
≥ 2. (8)

Сформулируем основные результаты работы.

Теорема 1. Для задачи L (1)–(3) в классе (4) dim(Ker(L)) = 0.

Теорема 2. Для задачи L∗ (5), (6) в классе (7) dim(Ker(L∗)) = 1.

Теорема 3 (основной результат). Задача L (1)–(3) нётерова, т. е. ind(L) =
dim(Ker(L))− dim(Coker(L)) = −1.

Из теоремы 3 непосредственно вытекает, что классы единственности для
граничной задачи (5), (6) могут быть определены следующей теоремой.
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Теорема 4. Классами единственности для задачи L∗ (5)–(6) являются

|u∗(x, t)| ≤ Cγε(x, t), γε(x, t) ≥ 2, 0 < ε < 1,

где

γε = max
( √

−t
−t− x

exp
(
− x2

4a2(−t)

)
, 1 + exp

(
(−t− x)1−ε

a2

))
. (9)

Отметим, что обоснование выбора весовой функции γ(x, t) (8) в определе-
нии классов (4) и (7) проводится ниже в доказательстве теоремы 2.

2. Доказательство теоремы 1

Решение граничной задачи (1)–(3) ищем в виде суммы тепловых потенци-
алов двойного слоя [24, гл. VI]:

u(x, t) =
1

4a3√π

t∫
−∞

x

(t− τ)3/2
exp

(
− x2

4a2(t− τ)

)
ν(τ) dτ

+
1

4a3√π

t∫
−∞

−x− τ

(t− τ)3/2
exp

(
− (−x− τ)2

4a2(t− τ)

)
ϕ(τ) dτ . (10)

Заметим, что всякое решение уравнения теплопроводности (1) может быть
представлено формулой (10). Это положение обосновывается, например, в [24,
гл. VI]. От неизвестных плотностей ν(t) и ϕ(t) будем также требовать выполне-
ние для искомого решения (9) условия на бесконечности (2).

Используя условия (3) и свойства тепловых потенциалов, получаем следу-
ющую систему интегральных уравнений относительно неизвестных плотностей
ν (t) и ϕ(t) [24, гл. VI]:

ν (t) =
1

2a
√
π

t∫
−∞

−τ
(t− τ)3/2

exp
(
− (−τ)2

4a2(t− τ)

)
ϕ(τ) dτ , (11)

ϕ(t)−
t∫

−∞

K(t, τ)ϕ(τ) dτ = 0, −∞ < t < 0, (12)

где

K(t, τ) =
1

2a
√
π

(
−t− τ

(t− τ)3/2
exp

(
− (−t− τ)2

4a2(t− τ)

)
+

1
(t− τ)1/2

exp
(
− t− τ

4a2

))
.

(13)
Отметим, что ядро K(t, τ) (13) однородного интегрального уравнения (12) об-
ладает свойством

lim
t0→−∞

t∫
t0

K(t, τ) dτ = 1.

В однородном интегральном уравнении (12) преобразуем его ядро (13). Ис-
пользуя соотношения

t+ τ = 2t− (t− τ),
(t+ τ)2

4a2(t− τ)
=

tτ

a2(t− τ)
+
t− τ

4a2 ,
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получим

K(t, τ) = k(t, τ) exp
(
− t− τ

4a2

)
,

где

k(t, τ) = − t

a
√
π(t− τ)3/2

exp
(
− tτ

a2(t− τ)

)
+

1
2a
√
π(t− τ)1/2

(
1 + exp

(
− tτ

a2(t− τ)

))
. (14)

Заметим, что для нахождения решения уравнения (12) достаточно найти реше-
ние уравнения

ϕ̃(t)−
t∫

−∞

k(t, τ)ϕ̃(τ) dτ = 0, где ϕ̃(t) = exp
(

t

4a2

)
ϕ(t), −∞ < t < 0. (15)

В интегральном уравнении (15) сделаем следующие замены:

t = −1/y, τ = −1/x, dτ = dx/(x2), −∞ < τ < t < 0, 0 < x < y < +∞.

В результате получаем

ϕ̃(−1/y) +
1

a
√
π

y∫
0

−y3/2x3/2

y(y − x)3/2x2 exp
(
− 1
a2(y − x)

)
ϕ̃(−1/x) dx

− 1
2a
√
π

y∫
0

y1/2x1/2

(y − x)1/2x2

(
1+exp

(
− 1
a2(y − x)

))
ϕ̃(−1/x) dx = 0, 0 < y <∞.

Отсюда при замене искомой функции ψ(y) = y−3/2ϕ̃(−1/y) приходим к равен-
ству

yψ(y)− 1
2a
√
π

y∫
0

1
(y − x)1/2

(
1− exp

(
− 1
a2(y − x)

))
ψ(x) dx

− y
1

a
√
π

y∫
0

1
(y − x)3/2

exp
(
− 1
a2(y − x)

)
ψ(x) dx = 0, 0 < y <∞. (16)

Применяя к уравнению (16) преобразование Лапласа, получим

−d�(p)
dp

− 1
2a√p

(
1− exp

(
−

2√p
a

))
�(p) +

d

dp

(
exp

(
−

2√p
a

)
�(p)

)
= 0,

т. е.
d�(p)
d p

+
1

2a√p
ch
√
p
a

sh
√
p
a

�(p) = 0. (17)

Общее решение дифференциального уравнения (17) определяется формулой

�(p) =
C

sh
√
p
a

, C = const . (18)
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Для нахождения оригинала этой функции перепишем ее в виде ряда:

�(p) = 2C
∞∑
n=0

exp
(
−

(2n+ 1)√p
a

)
. (19)

Применяя обратное преобразование Лапласа к (19), имеем

ψ(y) =
C

a
√
π

1
y3/2

∞∑
n=0

(2n+ 1) exp
(
− (2n+ 1)2

4a2 y

)
, 0 < y <∞. (20)

Возвращаясь с исходным переменным, из равенства (20) получаем

ϕ̃(t) =
C

a
√
π

∞∑
n=0

(2n+ 1) exp
(

(2n+ 1)2

4a2 t

)
, −∞ < t < 0, (21)

т. е. для уравнения (12) нетривиальным решением (с точностью до постоянного
множителя) будет функция

ϕ(t) =
C

a
√
π

∞∑
n=0

(2n+ 1) exp
(
n(n+ 1)

a2 t

)
= C

∞∑
n=0

ϕn(t), −∞ < t < 0. (22)

Однако решение uhom(x, t) (10) граничной задачи (1)–(3), определяемое функ-
цией ϕ(t) (22), не принадлежит классу (4), т. е.

γ(x, t)uhom(x, t) /∈ L1(G). (23)
Докажем соотношение (23). Ориентируясь на (11), определим функцию

ν(t) = C
∞∑
n=0

νn(t), (24)

где

νn(t) =
1

2a
√
π

t∫
−∞

−τ
(t− τ)3/2

exp
(
− (−τ)2

4a2(t− τ)

)
ϕn(τ) dτ. (25)

Тогда решение исходной граничной задачи (1)–(3) находится по формуле

uhom(x, t) = C

( ∞∑
n=0

un1(x, t) +
∞∑
n=0

un2(x, t)

)
, (26)

где

un1(x, t) =
1

4a3√π

t∫
−∞

x

(t− τ)3/2
exp

(
− x2

4a2(t− τ)

)
νn(τ) dτ, (27)

un2(x, t) =
1

4a3√π

t∫
−∞

−x− τ

(t− τ)3/2
exp

(
− (−x− τ)2

4a2(t− τ)

)
ϕn(τ) dτ. (28)

Подставляя (25) в (27), имеем

un1(x, t) =
1

4a3√π

t∫
−∞

x

(t− τ)3/2
exp

(
− x2

4a2(t− τ)

)

× 1
2a
√
π

τ∫
−∞

−θ
(τ − θ)3/2

exp
(
− (−θ)2

4a2(τ − θ)

)
ϕn(θ) dθdτ

=
1

8a4π

t∫
−∞

x(−θ)ϕn(θ)I(x, t, θ) dθ, (29)
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где

I(x, t, θ) =
t∫

θ

1
(t− τ)3/2(τ − θ)3/2

exp
(
− x2

4a2(t− τ)
− (−θ)2

4a2(τ − θ)

)
dτ.

Далее, с помощью замен

z =
√
t− τ

τ − θ
, τ =

t+ z2θ

z2 + 1
, t− τ =

z2(t− θ)
z2 + 1

,

τ − θ =
t− θ

z2 + 1
, dτ = −2z(t− θ)

(z2 + 1)2
dz,

получаем

I(x, t, θ) =
2

(t− θ)2
exp

(
− x2 + (−θ)2

4a2(t− θ)

) ∞∫
0

exp
(
− (−θ)2

4a2(t− θ)
z2

− x2

4a2(t− θ)
1
z2

)
dz +

∞∫
0

exp
(
− x2

4a2(t− θ)
z2 − (−θ)2

4a2(t− θ)
1
z2

)
dz


=

2a
√
π(x− θ)

(t− θ)3/2x(−θ)
exp

(
− (x− θ)2

4a2(t− θ)

)
. (30)

Здесь при вычислении несобственных интегралов использована формула [25,
3.472(3)]

∞∫
0

exp
(
− µy2 − η

y2

)
=

√
π

2√µ
exp(−2

√
µη).

Подставляя (30) в (29), находим, что

un1(x, t) =
1

4a3√π

t∫
−∞

x− τ

(t− τ)3/2
exp

(
− (x− τ)2

4a2(t− τ)

)
ϕn(τ) dτ. (31)

Таким образом, из (26), (28) и (31) окончательно имеем

uhom(x, t) = C
∞∑
n=0

t∫
−∞

G(x, t, τ)ϕn(τ) dτ = C
∞∑
n=0

uhom,n(x, t), (32)

где

G(x, t, τ) =
1

4a3√π

(
x− τ

(t− τ)3/2
exp

(
− (x− τ)2

4a2(t− τ)

)
+

−x− τ

(t− τ)3/2
exp

(
− (−x− τ)2

4a2(t− τ)

))
.

Так как каждое слагаемое ряда (22) ϕn(t), n = 0, 1, 2, . . . , и ядро интеграль-
ного выражения (32) являются неотрицательными функциями, для того чтобы
нарушилось условие (4) или, что то же самое (23), достаточно нарушения этого
условия хотя бы для одного слагаемого ряда (32) uhom,n(x, t). Покажем, что для



1240 М. М. Амангалиева и др.

слагаемого с нулевым индексом условие (4) нарушено. Учитывая неравенство
γ(x, t) ≥ 2 (8), замену z = 1√

t−τ и формулу [25, 3.472(3)], получаем

0∫
−∞

−t∫
0

γ(x, t)uhom,0(x, t) dxdt ≥
C

a4π

0∫
−∞

−t∫
0

t∫
−∞

(
x− τ

(t− τ)3/2
exp

(
− (x− τ)2

4a2(t− τ)

)

+
−x− τ

(t− τ)3/2
exp

(
− (−x− τ)2

4a2(t− τ)

))
dτdxdt

=
4C
a3√π

0∫
−∞

−t∫
0

(
exp

(
− x− t

a2

)
+ exp

(
− −x− t

a2

))
dxdt = +∞.

Итак, нарушение условия (4) действительно имеет место, т. е. однородная
граничная задача L (1)–(3) в классе (4) имеет только тривиальное решение.
Этим завершается доказательство теоремы 1.

3. Доказательства теорем 2–4

Вначале докажем теорему 2. Так же, как и в случае задачи (1)–(3), решение
граничной задачи (5)–(6) ищем в виде суммы тепловых потенциалов двойного
слоя [24]:

u∗(x, t) =
1

4a3√π

0∫
t

x

(τ − t)3/2
exp

(
− x2

4a2(τ − t)

)
ν∗(τ) dτ

+
1

4a3√π

0∫
t

−x− τ

(τ − t)3/2
exp

(
− (−x− τ)2

4a2(τ − t)

)
ϕ∗(τ) dτ. (33)

Используя условия (6) и свойства тепловых потенциалов, получаем следующую
систему интегральных уравнений относительно неизвестных плотностей ν∗ (t)
и ϕ∗(t) [24, гл. VI]:

ν∗(t) =
1

2a
√
π

0∫
t

−τ
(τ − t)3/2

exp
(
− (−τ)2

4a2(τ − t)

)
ϕ∗(τ) dτ, (34)

ϕ∗(t)−
0∫
t

K∗(t, τ)ϕ∗(τ) dτ = 0, (35)

где

K∗(t, τ) =
1

2a
√
π

(
−τ − t

(τ − t)3/2
exp

(
− (−τ − t)2

4a2(τ − t)

)
+

1
(τ − t)1/2

exp
(
−τ − t

4a2

))
.

(36)

Отметим, что ядро K∗(t, τ) (36) обладает свойством lim
t→−0

0∫
t
K∗(t, τ) dτ = 1. Бо-

лее того, к аналогичным интегральным уравнениям сводятся краевые задачи
для спектрально-нагруженного параболического уравнения, когда линия на-
грузки движется по закону x = t [7–9].
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В однородном интегральном уравнении (35) преобразуем его ядро (36). Для
этого, используя соотношения

τ + t = (τ − t) + 2t,
(τ + t)2

4a2 (τ − t)
=

tτ

a2 (τ − t)
+
τ − t

4a2 ,

получим

K∗(t, τ) = k∗(t, τ) exp
(
−τ − t

4a2

)
,

где

k∗(t, τ) = − t

a
√
π(τ − t)3/2

exp
(
− tτ

a2(τ − t)

)
+

1
2a
√
π(τ − t)1/2

(
1− exp

(
− tτ

a2(τ − t)

))
. (37)

Известно, что для нахождения решения уравнения (35) достаточно найти
решение следующего уравнения:

ψ∗(t)−
0∫
t

k∗(t, τ)ψ∗(τ) dτ = 0, где ψ∗(t) = exp
(
−t
4a2

)
ϕ∗(t). (38)

Для исследования интегрального уравнения (38) выделим его характеристиче-
скую часть, а именно:

ψ∗(t)−
0∫
t

k∗0(t, τ)ψ∗(τ) dτ = f∗1 (t), (39)

где

k∗0(t, τ) = − t

a
√
π(τ − t)3/2

exp
(
− t τ

a2(τ − t)

)
, f∗1 (t) =

0∫
t

k∗1(t, τ)ψ∗(τ) dτ , (40)

k∗1(t, τ) =
1

2a
√
π(τ − t)1/2

(
1− exp

(
− t τ

a2(τ − t)

))
.

Уравнение (39) характеристическое для (38), так как

lim
t→−0

0∫
t

k∗0(t, τ) dτ = 1, lim
t→−0

0∫
t

k∗1(t, τ) dτ = 0.

Считая правую часть уравнения (39) временно известной, найдем его решение.
Как в [26, 27], уравнение (39) сведем к уравнению с разностным ядром.

Для этого, производя в нем замены

t = −1/y, τ = −1/x, dτ = dx/(x2), −∞ < t < τ < 0, 0 < y < x <∞,

ψ̃∗(y) = y−1/2ψ∗(−1/y), f∗2 (y) = y−1/2f∗1 (−1/y), (41)

получим

ψ̃∗(y)− 1
a
√
π

∞∫
y

1
(x− y)3/2

exp
(
− 1
a2(x− y)

)
ψ̃∗(x) dx = f∗2 (y), y > 0. (42)
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Однородное уравнение, соответствующее (42), имеет единственное решение
ψ̃∗(y) = C1, C1 = const, а решением неоднородного уравнения (42) будет функ-
ция

ψ̃∗(y) = f∗2 (y) +
∞∫
y

r−(y − x) f∗2 (x) dx+ C1, C1 = const, (43)

где (см. [7, (2.1.56)] при λ = 1)

r−(−θ) =
1

a
√
πθ3/2

∞∑
n=1

n exp
(
− n2

a2θ

)
, θ > 0.

Произведя обратные к (41) замены, получим решение неоднородного уравнения
(39):

ψ∗(t) = f∗1 (t) +
0∫
t

r(t, τ)f∗1 (τ) dτ +
C1√
−t
, (44)

где

r(t, τ) = − t

a
√
π(τ − t)3/2

∞∑
n=1

n exp
(
−n2 tτ

a2(τ − t)

)
. (45)

Используя формулы (44), (45) для решения характеристического уравнения
(39), с учетом соотношения (40) для функции f∗1 (t) имеем

ψ∗(t) =
0∫
t

k∗1(t, τ)+
τ∫
t

r(t, τ1)k∗1(τ1, τ) dτ1

ψ∗(τ) dτ+ C1√
−t
, −∞ < t < 0. (46)

Внутренний интеграл в (46) имеет вид

J(t, τ) = − t

2a2π

∞∑
n=1

nIn(t, τ), (47)

где
In(t, τ) = I(1)

n (t, τ)− I(2)
n (t, τ),

I(1)
n (t, τ) =

τ∫
t

1
(τ1 − t)3/2(τ − τ1)1/2

exp
(
− n2t τ1
a2(τ1 − t)

)
dτ1,

I(2)
n (t, τ) =

τ∫
t

1
(τ1 − t)3/2(τ − τ1)1/2

exp
(
−
(

n2tτ1
a2(τ1 − t)

+
τ1τ

a2(τ − τ1)

))
dτ1.

Вычислим интегралы I(1)
n (t, τ) и I(2)

n (t, τ). С помощью замены z =
√

τ−τ1
τ1−t

получаем

I(1)
n (t, τ) = − a

√
π

nt
√
τ − t

exp
(
− n2tτ

a2(τ − t)

)
,

I(2)
n (t, τ) = − 2

τ − t
exp

(
− (n2 + 1)tτ
a2(τ − t)

)

×
∞∫
0

exp
(
− n2t2

a2(τ − t)
z2 − τ2

a2(τ − t)
1
z2

)
dz.
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Для интеграла I(2)
n (t, τ), используя равенство из [25, 3.325], получаем

I(2)
n (t, τ) = − a

√
π

nt
√
τ − t

exp
(
− (n+ 1)2tτ
a2(τ − t)

)
.

Тем самым
In(t, τ) = I(1)

n (t, τ)− I(2)
n (t, τ)

= − a
√
π

nt
√
τ − t

(
exp

(
− n2tτ

a2(τ − t)

)
− exp

(
− (n+ 1)2tτ
a2(τ − t)

))
.

Подставив значение In(t, τ) в (47), получим

J(t, τ) =
1

2a
√
π(τ − t)

exp
(
− tτ

a2(τ − t)

)
.

Таким образом, уравнение (46) принимает вид

ψ∗(t)− 1
2a
√
π

0∫
t

ψ∗(τ)√
τ − t

dτ =
C1√
−t
, −∞ < t < 0. (48)

Следовательно, интегральное уравнение (38) свелось к уравнению (48) — неод-
нородному интегральному уравнению Абеля второго рода.

Решение ψ∗(t) уравнения Абеля (48), соответствующего однородному урав-
нению (38) (для простоты постоянную C1 принимаем равной единице), опреде-
ляется по формуле [27]

ψ∗(t) =
1√
−t

+
√
π

2a
exp

(
− t

4a2

)(
1 + erf

(√
−t

2a

))
, −∞ < t < 0. (49)

Отметим, что после умножения (49) на exp(t/(4a2)) (т. е. с учетом замены
после уравнения (38)) получим решение ϕ∗(t) однородного уравнения, соответ-
ствующего исходному уравнению (35):

ϕ∗(t) =
1√
−t

exp
(

t

4a2

)
+
√
π

2a

(
1 + erf

(√
−t

2a

))
. (50)

Докажем формулу (49), используя представление решения уравнения Абе-
ля (48) с помощью свертки фундаментального решения в виде функции Миттаг-
Леффлера [28, формула (1.90)]:

Eα(z) =
∞∑
k=0

zk

� (αk + 1)
, α > 0,

с правой частью уравнения (48) при C1 = 1 и α = 1/2. В силу формулы Хилле —
Тамаркина [29, гл. 2] получаем

ψ∗(t) = − d

dt

 0∫
t

∞∑
k=0

1
�
(
k
2 + 1

)(√τ − t

2a

)k
dτ√
−τ


=

1√
−t

+
∞∑
k=1

k

2(2a)k k2�
(
k
2

) 0∫
t

(τ − t)
k
2−1

√
−τ

dτ

(τ = t sin2 θ)

=
1√
−t

+
1
a

∞∑
k=0

1
�
(
k−1
2 + 1

)( −t
4a2

) k
2

π/2∫
0

cosk θ dθ. (51)
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Для приведения решения (51) к виду (49) используем формулу вычисления
интеграла от степени косинуса [25, (3.621.3), (3.621.4)]. Тогда из (51) имеем

ψ∗(t) =
∞∑
k=0

(
22kk!

2a(2k)!

(
−t
4a2

)k− 1
2

+
√
π

2a
1
k!

(
−t
4a2

)k)
. (52)

Осталось преобразовать первую сумму в (52):

1√
−t

+
∞∑
k=1

22kk!
2a(2k)!

(
−t
4a2

)k− 1
2

=
1√
−t

+
√
π

2a
exp

(
−t
4a2

)
erf
(√

−t
2a

)
согласно разложению из [25, (3.321.1)]. Таким образом, решение, представлен-
ное с помощью свертки по формуле (51), совпадает с решением (49).

Теперь можно найти решение однородной граничной задачи для уравнения
теплопроводности в бесконечной угловой области:

−u∗t (x, t) = a2u∗xx(x, t), u∗(x, t)|x=0 = 0, u∗(x, t)|x=−t = 0,

которое имеет ненулевое решение u∗(x, t), определяемое формулой

u∗(x, t) =
1

4a3√π

0∫
t

x

(τ − t)3/2
exp

(
− x2

4a2(τ − t)

)
ν∗(τ) dτ

+
1

4a3√π

0∫
t

−x− τ

(τ − t)3/2
exp

(
− (−x− τ)2

4a2(τ − t)

)
ϕ∗(τ) dτ = u∗1(x, t) + u∗2(x, t), (53)

где

ν∗(t) =
1

2a
√
π

0∫
t

−τ
(τ − t)3/2

exp
(
− (−τ)2

4a2(τ − t)

)
ϕ∗(τ) dτ,

а функция ϕ∗(t) определяется согласно формуле (50):

ϕ∗(t) =
1√
−t

exp
(

t

4a2

)
+
√
π

2a

(
erf
(√

−t
2a

)
+ 1
)

= ϕ∗1(t) + ϕ∗2(t).

Для определения класса функций, которому принадлежит нетривиальное
решение u(x, t) уравнения (53), установим его точную по порядку роста оценку.
Оценим второе слагаемое из (53). Для ϕ∗1(t) имеем

u∗21(x, t) =
1

4a3√π

0∫
t

−x− τ

(τ − t)3/2
exp

(
− (x+ τ)2

4a2(τ − t)

)
1√
−τ

exp
(

τ

4a2

)
dτ

(y =
−τ
τ − t

)

=
1

4a3√π
exp

(
x2

4a2t

) ∞∫
0

−x− t

−t
1
√
y

exp(−α2y) dy

−
∞∫
0

1
y1/2(1 + y)

exp(−α2y) dy

 ≤
∣∣u∗(1)2 (x, t)

∣∣+ ∣∣u∗(2)2 (x, t)
∣∣, α =

−x− t

2a
√
−t
.
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Далее,

u∗(1)2 (x, t) =
1

2a2
√
−t

exp
(
x2

4a2t

)
,

− u∗(2)2 (x, t) =
1

2a3√π
exp

(
x2

4a2t

) ∞∫
0

1
1 + z2 exp(−α2z2) dz

≤ 1
2a2

√
−t

−t− x
exp

(
x2

4a2t

)
.

Для ϕ∗2(t) получим

u∗22(x, t) =
1

4a3√π

0∫
t

−x− τ

(τ − t)3/2
exp

(
− (x+ τ)2

4a2(τ − t)

)√
π

2a

(
erf
(√

−τ
2a

)
+ 1
)
dτ

( так как ϕ∗2(τ) ≤
√
π

a
, −∞ < t < τ < 0)

≤ 1
4a4

0∫
t

−x− τ

(τ − t)3/2
exp

(
− (x+ τ)2

4a2(τ − t)

)
dτ =

√
π

a
ū∗22(x, t),

ū∗22(x, t) =
1

4a3√π

0∫
t

−x− τ

(τ − t)3/2
exp

(
− (x+ τ)2

4a2(τ − t)

)
dτ

(y =
1√
τ − t

)

=
1

2a2 exp
(
−t− x

a2

)
erfc

(√
−t
a

− x

2a
√
−t

)
.

Отсюда

ū∗22(x, t)|x=0 =
1

2a2 exp
(
−t
a2

)
erfc

(√
−t
a

)
, ū∗22(x, t)|x=−t =

1
2a2 erfc

(√
−t

2a

)
.

Таким образом,

u∗(1)2 (x, t) ≤ C3
1√
−t

exp
(
x2

4a2t

)
, u∗(2)2 (x, t) ≤ C4

√
−t

−t− x
exp

(
x2

4a2t

)
,

u∗22(x, t) ≤ C5 exp
(
−t− x

a2

)
. (54)

Так как 1√
−t <

√
−t

−t−x при −t > x > 0, первые два неравенства из (54) можно
заменить одним следующим:

u∗21(x, t) ≤ C6

√
−t

−t− x
exp

(
x2

4a2t

)
. (55)

Далее, для первого слагаемого функции u∗(x, t) (53) имеем

u∗1(x, t) =
1

4a3√π

0∫
t

x

(τ − t)3/2
exp

(
− x2

4a2(τ − t)

)
ν∗(τ) dτ.
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Функцию ν∗(t) представим в виде суммы ν∗(t) = ν∗1 (t) + ν∗2 (t), где

ν∗1 (t) =
1

2a
√
π

0∫
t

−τ
(τ − t)3/2

exp
(
− τ2

4a2(τ − t)

)
ϕ∗1(τ) dτ,

ν∗2 (t) =
1

2a
√
π

0∫
t

−τ
(τ − t)3/2

exp
(
− τ2

4a2(τ − t)

)
ϕ∗2(τ) dτ.

Согласно замене y = −τ
τ−t имеем ν∗1 (t) ≤ C7√

−t . Далее, так как ϕ∗2(τ) ≤
√
π
a ,

получаем

ν∗2 (t) ≤ 1
2a2

0∫
t

−τ
(τ − t)3/2

exp
(
− τ2

4a2(τ − t)

)
dτ

(y =
√

−τ
τ − t

, τ =
t y2

1 + y2 , τ − t = − t

1 + y2 , dτ =
2 t y d y

(1 + y2)2
)

=
√
−t
a2

∞∫
0

(
y

(1 + y2)1/2
− y

(1 + y2)3/2

)
exp

(
ty4

4a2(1 + y2)

)
dy

(z = (1 + y2)1/2, ζ = (1 + y2)−1/2)

=
√
−t
a2

∞∫
1

exp
(
t(z2 − 1)2

4a2z2

)
dz −

√
−t
a2

1∫
0

exp
(
t(1− ζ2)2

4a2ζ2

)
dζ

≤
√
−t
a2 exp(−t/(2a2))

1
2
√
π

2a√
−t

exp(2t/(4a2)) =
√
π

a
.

Таким образом,

ν∗1 (t) ≤ C7√
−t
, ν∗2 (t) ≤ C8. (56)

Используя (56), оценим следующие слагаемые решения u∗11(x, t) и u∗12(x, t):

u∗11(x, t) =
1

4a3√π

0∫
t

x

(τ − t)3/2
exp

(
− x2

4a2(τ − t)

)
ν∗1 (τ) dτ

≤ C7

4a3√π

0∫
t

x√
−τ(τ − t)3/2

exp
(
− x2

4a2(τ − t)

)
dτ

(y =
√

x

τ − t
)

=
C7

2a2
1√
−t

exp
(
x2

4a2t

)
,
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u∗12(x, t) =
1

4a3√π

0∫
t

x

(τ − t)3/2
exp

(
− x2

4a2(τ − t)

)
ν∗2 (τ) dτ

≤ C8

8a3

0∫
t

x

(τ − t)3/2
exp

(
− x2

4a2(τ − t)

)
dτ

(y =
1√
τ − t

)

=
C8
√
π

a2 erfc
(

x

2a
√
−t

)
.

Тем самым

u∗1(x, t) ≤
(
C9 + C10

1√
−t

exp
(
x2

4a2t

))
. (57)

Оценки для функций (по порядку роста они точны) u∗1(x, t), u∗21(x, t) и
u∗22(x, t) (54), (55) и (57) приводят к неравенству u∗(x, t) ≤ Cγ(x, t), т. е. функ-
ция u∗(x, t) принадлежит классу (7): (γ(x, t))−1u∗(x, t) ∈ L∞(G), где

γ(x, t) = max
(
−
√
−t

t+ x
exp

(
x2

4a2t

)
; 1 + exp

(
− t+ x

a2

))
.

Теорема 2 доказана.

Из теорем 1 и 2 непосредственно следует справедливость утверждений тео-
рем 3 и 4. Для доказательства теоремы 4 достаточно проанализировать выра-
жение (9) для функции γε(x, t):

γε = max
( √

−t
−t− x

exp
(
− x2

4a2(−t)

)
; 1 + exp

(
(−t− x)1−ε

a2

))
.

Имеем 1) γε(x, t) ≤ γ(x, t), {x, t} ∈ G, 2) ∃Gε ⊂ G,mes{Gε} > 0 : γε(x, t) < γ(x, t).
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13. Tychonoff А. Théoremes d’unicité pour l’équation de la chaleur // Мат. сб. 1935. Т. 42, № 2.

С. 199–216.
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