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Введение

Подмногообразие вещественных симметрических матриц с фиксированной
кратностью выделенных собственных значений впервые было исследовано
В. И. Арнольдом [1]. Им была найдена формула коразмерности этого под-
многообразия. Его результаты были обобщены для случая компактных само-
сопряженных операторов в статье [2], где впервые был предложен специаль-
ный локальный диффеоморфизм, распрямляющий подмногообразие Арнольда.
Дальнейшее изучение свойств было продолжено Я. М. Дымарским в [3, 4]. В [5]
авторами описан новый локальный диффеоморфизм в пространстве комплекс-
ных матриц, при помощи которого параметризовано подмногообразие матриц с
фиксированной структурой жордановых блоков выделенных собственных зна-
чений. В основе построения диффеоморфизма лежит идея разложения пара-
метризующего пространства в прямую сумму двух подпространств: первое под-
пространство «управляет» выбранной частью спектра, второе — соответству-
ющими инвариантными подпространствами. Оказывается, первое семейство
является так называемым «версальным семейством» матриц по Арнольду [6],
второе — касательным пространством к орбите выбранной матрицы. Посколь-
ку выбор версального семейства неоднозначен, можно построить бесконечное
множество локальных диффеоморфизмов, обладающих указанными свойства-
ми. Среди версальных семейств Арнольдом выделены два семейства с замеча-
тельными свойствами: семейство матриц, ортогональных к орбите выбранной
(использовано в [5]), и семейство матриц с наименьшим числом ненулевых па-
раметров. Это семейство используется в настоящей статье. В конце статьи
анализируются достоинства и недостатки указанных подходов.

Статья построена следующим образом. В разд. 1 введены основные обо-
значения и приведены необходимые факты из теории орбит и семейств матриц.
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В разд. 2 определен локальный диффеоморфизм и исследованы его свойства.
Разд. 3 посвящен описанию подмножества матриц с единственным собственным
значением, которому отвечает фиксированная структура жордановых блоков.
В разд. 4 доказана основная теорема о подмногообразии комплексных матриц с
фиксированной структурой жордановых блоков выделенного собственного зна-
чения. В разд. 5 основная теорема обобщена для случая, в котором отлажива-
ются несколько собственных значений. Наконец, в разд. 6 проведена сравни-
тельная характеристика двух различных параметризаций.

Благодарности. Автор признателен Я. М. Дымарскому за постановку
проблемы и постоянную поддержку.

1. Обозначения

Обозначим через Cn×n пространство комплексных матриц порядка n с эр-
митовым скалярным произведением (A,B) := Tr(A · B∗), где B∗— матрица по-
лученная из B транспонированием и комплексным сопряжением. Пусть J —
жорданова матрица, σ — ее спектр, λ ∈ σ. Тогда J = J(λ) ⊕ J(σ \ λ), где J(λ)
является прямой суммой жордановых блоков, отвечающих собственному значе-
нию λ, а J(σ \ λ) — прямой суммой жордановых блоков, отвечающих осталь-
ным собственным значениям. Пусть алгебраическая кратность λ равняется m,
а геометрическая кратность — s, обозначим через k̄ := {k1, . . . , ks} характери-
стику Сегре собственного значения λ. Пусть Nε(J) ⊂ Cn×n — ε-окрестность J .

Мы изучаем подмножество N(J, ε, λ, k̄) матриц A ∈ Nε(J) таких, что A имеет
единственное собственное значение λ′, близкое λ, которому отвечает такая же
характеристика Сегре k̄.

Пусть Pλ — проекционный оператор Рисса, порожденный λ, а Pσ\λ — про-
екционный оператор Рисса, порожденный σ \ λ. Пространство Cn представля-
ется в виде Cn = Cm ⊕Cn−m, где слагаемые являются инвариантными подпро-
странствами; Cm = Pλ(Cn) соответствует собственному значению λ, а Cn−m =
Pσ\λ(Cn) — остальной части спектра σ. Данное разложение порождает разложе-
ние матричного пространства, произвольная матрица B ∈ Cn×n имеет блочное
представление

B =

[
B1,1 B1,2

B2,1 B2,2

]
, (1)

где

B1,1 ∈ M := C
m×m, B1,2 ∈ C

m×(n−m), B2,1 ∈ C
(n−m)×m, B2,2 ∈ C

(n−m)×(n−m).

Жорданова структура блока J(λ) порождает блочное представление

B1,1 =




B11 B12 . . . B1s

B21 B22 . . . B2s
...

...
. . .

...
Bs1 Bs2 . . . Bss


 . (2)

Как известно [6], группа Ли GL(m,C) всех невырожденных матриц порядка
m действует на линейное многообразие матриц M матриц по формуле

AdG : M → M, AdG(J) := GJG−1 (G ∈ GL(m,C)).

Обозначим через O(A) орбиту произвольной фиксированной матрицы A ∈ M

под действием группы GL(m,C). Орбита является гладким подмногообразием,
содержащим все матрицы, подобные A.
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В [6] В. И. Арнольд предложил специальное семейство матриц, у которых в
некоторых местах вместо нулей стоят голоморфные функции параметров, обра-
щающиеся в нуль при нулевых значениях параметров. Более точно, матрицы из
семейства Арнольда имеют вид A = J(λ)+B1,1, где B1,1 имеет вид, изображен-
ный на рис. 1(а)–(в). На рис. 1(а) на каждом косом отрезке стоит ряд одинако-
вых чисел, остальные элементы являются нулевыми. Матрицы на рис. 1(б), (в)
получаются из матриц, изображенных на рис. 1(а), если на каждом из косых
отрезков выбрать один параметр, а остальные приравнять нулю.

(а) семейство матриц 1 (б) семейство матриц 2 (в) семейство матриц 3

Рис. 1.

Подпространство матриц, изображенных на рис. 1(а), является ортогональ-
ным и трансверсальным касательному пространству TJ(λ)O(J(λ) к орбите мат-
рицы J(λ) в точке J(λ). Параметризация с использованием этого пространства
была приведена в [5]. В свою очередь, подпространство матриц, изображен-
ных на рис. 1(б),(в), имеет наименьшее число ненулевых параметров, а также
трансверсально касательному пространству TJ(λ)O(J(λ) к орбите матрицы J(λ)
в точке J(λ), но уже не ортогонально ему. Целью настоящей статьи являет-

ся описание параметризации подмножества N(J, ε, λ, k̄) при помощи локально-
го диффеоморфизма, порожденного семейством матриц, которые имеют вид,
изображенный на рис. 1(б).

Множество всех матриц на рис. 1(б) образует линейное подпространство

M̃
k̃

размерности

d = k1 + 3k2 + · · · + (2s− 1)ks. (3)

Через

F̃am := {J(λ) + B1,1 | B1,1 ∈ M̃k̃}

обозначим семейство матриц Арнольда. Рассмотрим отображение

F̃ : M → M̃
k̃
, B1,1 → F̃ (B1,1) := F̃1,1 = [F̃ij ]

s
i,j=1. (4)

Отображение F̃ ставит в соответствие матрице B1,1 матрицу, у которой эле-
менты на отмеченных местах (см. рис. 1(б)) совпадают с элементами матрицы
B1,1, а остальные элементы равны нулю.

Пусть Nki
— матрица сдвига вперед порядка ki [7]:

Nki
:=




0 0

1
. . .
. . .

. . .

0 1 0


 .
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Рассмотрим отображение

S̃ : M → M : B1,1 → S̃(B1,1) := S̃1,1 = [S̃ij ]
s
i,j=1, (5)

где

S̃ij =





(Bii − F̃ii)Nki
, если i = j;

(Bij − F̃ij)Nki−1
, если i > j;

Nki
(Bij − F̃ij), если i < j.

(6)

Иными словами, чтобы получить матрицу S̃1,1, необходимо вначале из B1,1

вычесть F̃1,1, а затем у полученной матрицы все элементы каждого блока, ко-
торый находится на главной диагонали и ниже (i = j, i > j), сдвинуть на один
столбец влево, а все элементы каждого блока выше главной диагонали (i < j) —
на одну строку вниз. Например, для матрицы B1,1 = (bij)

6
i,j=1, у которой ха-

рактеристика Сегре собственного значения λ есть k̄ = (3, 2, 1), матрицы F̃1,1 и

S̃1,1 будут иметь вид

F̃1,1 =




b11 0 0 0 0 0

b21 0 0 0 0 0

b31 0 0 b34 b35 b36

b41 0 0 b44 0 0

b51 0 0 b54 0 b56

b61 0 0 b64 0 b66




, S̃1,1 =




b12 b13 0 0 0 0

b22 b23 0 b14 b15 b16

b32 b33 0 b24 b25 b26

b42 b43 0 b45 0 0

b52 b53 0 b55 0 b46

b62 b63 0 b65 0 0




.

Отметим, что отображения F̃ , S̃ линейны. Матрицы F̃1,1 и S̃1,1 определя-
ются по матрице B1,1 однозначно.

2. Локальный диффеоморфизм

Разложение (1) и отображения (4), (5) определяют линейные отображения

F̂ , Ŝ : C
n×n → C

n×n,

F̂ (B) :=

[
F̃ (B1,1) 0

0 B2,2

]
, Ŝ(B) :=

[
S̃(B1,1) B1,2

B2,1 0

]
.

Рассмотрим отображение малой окрестности нуля:

�̃ : C
n×n ⊃ N(0) → C

n×n,

�̃(B) := (E + Ŝ(B))(J + F̂ (B))(E + Ŝ(B))−1. (7)

Теорема 1. Справедливы следующие утверждения.

1. �̃(0) = J .

2. Операторы J + F̂ (B) и �̃(B) подобны.

3. �̃ инвариантно относительно подпространств M и C(n−m)×(n−m).

4. �̃ аналитично в нуле.

5. �̃ диффеоморфно отображает достаточно малую окрестность N(0) нуля

пространства Cn×n на окрестность Nε(J) точки J .

Доказательство. Утверждения 1–3 следуют непосредственно из форму-

лы (7). Аналитичность �̃ вытекает из линейности отображений Ŝ и F̂ и фор-
мулы (7).



О параметризации подмногообразия матриц 1253

Чтобы доказать утверждение 5, найдем производную D�̃(0) в точке 0 ∈
Cn×n и докажем, что она является линейным изоморфизмом. С этой целью

разложим (E + Ŝ(B))−1 в ряд и выделим линейную часть:

�̃(B) = (E + Ŝ(B))(J + F̂ (B))(E + Ŝ(B))−1

= (E + Ŝ(B))(J + F̂ (B))(E − Ŝ(B) + (Ŝ(B))2 − . . . )

= J + F̂ (B) + Ŝ(B) · J − J · Ŝ(B) + o(B),

где o(B) — бесконечно малая второго порядка. Поэтому

D�̃(0)B = F̂ (B) + [Ŝ(B), J ]

=

(
F̃ (B1,1) + [S̃(B1,1), J(λ)] B1,2 · J(σ \ λ) − J(λ) ·B1,2

J(σ \ λ) ·B2,1 −B2,1 · J(λ) B2,2

)
. (8)

Покажем, что D�̃(0) является биекцией. Для этого необходимо и достаточно,
чтобы уравнение

D�̃(0)B = 0 (9)

имело единственное тривиальное решение B = 0. Уравнение (9) равносильно
системе операторных уравнений:





F̃ (B1,1) + [S̃(B1,1), J(λ)] = 0, ∈ M,

B2,2 = 0, ∈ C(n−m)×(n−m),

B1,2 · J(σ \ λ) − J(λ) · B1,2 = 0, ∈ C(n−m)×m,

J(σ \ λ) ·B2,1 −B2,1 · J(λ) = 0. ∈ Cm×(n−m).

Заметим, что уравнения независимы и каждое содержит в качестве неизвест-
ного один из блоков разложения (1). Последние два уравнения являются урав-
нениями типа Сильвестра. Поскольку λ не является собственным значением
матрицы J(σ\λ), указанные уравнения имеют только тривиальные решения [8].
Остается показать, что первое уравнение системы

F̃ (B1,1) + [S̃(B1,1), J(λ)] = 0 (10)

имеет тривиальное решение. Для доказательства этого утверждения разобьем
уравнение (10) (учитывая разложение (2)) на s2 независимых уравнений:

F̃ij + S̃ij · Jj(λ) − Ji(λ) · S̃ij = 0, (11)

где Ji(λ), Jj(λ) — жордановы блоки под номерами i и j в форме J(λ) (i, j =
1, . . . , s). Покажем, что каждое из этих уравнений имеет тривиальное решение.

Согласно (6) в зависимости от i и j уравнения (11) имеют один из трех
видов.

1. Если i = j, т. е. если блоки находятся на главной диагонали матрицы
B1,1, то уравнения из (11) имеют вид

F̃ij + S̃ii · Ji(λ) − Ji(λ) · S̃ii = 0, i = 1, . . . , s,

или с учетом (6)

F̃ij + (Bii − F̃ii)Nki
· Ji(λ) − Ji(λ) · (Bii − F̃ii)Nki

= 0, i = 1, . . . , s.
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Поскольку (см. рис. 1(б))

Bii − F̃ii =




0 b12 . . . b1p
0 b22 . . . b2p
. . . . . . . . . . . .

0 bp−1,2 . . . bp−1,p

0 bp2 . . . bpp


 , p = k1, . . . , ks,

то

S̃ii = (Bii − F̃ii)Nki
=




b12 . . . b1p 0
b22 . . . b2p 0
. . . . . . . . . . . .

bp−1,2 . . . bp−1,p 0
bp2 . . . bpp 0


 .

Получаем

S̃ii · Ji(λ) − Ji(λ) · S̃ii

=




0 b12 . . . b1p
0 b22 . . . b2p
. . . . . . . . . . . .

0 bp−1,2 . . . bp−1,p

0 bp2 . . . bpp


 −




b22 . . . b2p 0
. . . . . . . . . . . .

bp−1,2 . . . bp−1,p 0
bp2 . . . bpp 0
0 . . . 0 0




=




−b22 b12 − b23 . . . b1,p−1 − b2,p b1,p
−b32 b22 − b33 . . . b2,p−1 − b3,p b2,p
. . . . . . . . . . . . . . .

−bp2 bp−1,2 − bp,3 . . . bp−1,p−1 − bp,p bp−1,p

0 bp,2 . . . bp,p−1 bp,p


 .

Из рис. 1(б) вытекает, что

F̃ii =




b11 0 . . . 0 0
b21 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . .

bp−1,1 0 . . . 0 0
bp1 0 . . . 0 0


 .

Следовательно,

Bii := F̃ij + S̃ii · Ji(λ) − Ji(λ) · S̃ii

=




b11 − b22 b12 − b23 . . . b1,p−1 − b2,p b1,p
b21 − b32 b22 − b33 . . . b2,p−1 − b3,p b2,p

. . . . . . . . . . . . . . .

bp−1,1 − bp,2 bp−1,2 − bp,3 . . . bp−1,p−1 − bp,p bp−1,p

bp,1 bp,2 . . . bp,p−1 bp,p


 .

Из уравнения Bii = 0 получаем, что элементы последней строки и последнего
столбца матрицы Bii нулевые; вслед за ними нулевыми являются элементы
предпоследней строки и предпоследнего столбца, и т. д. Таким образом, при
i = j уравнения из (11) имеют лишь тривиальное решение.

2. Если i > j, т. е. если блоки находятся ниже главной диагонали матрицы
B1,1, то уравнения из (11) имеют вид

F̃ij + S̃ij · Jj(λ) − Ji(λ) · S̃ij = 0, i, j = 1, . . . , s,
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или с учетом (6)

F̃ij + (Bij − F̃ij)Nki−1
· Jj(λ) − Ji(λ) · (Bij − F̃ij)Nki−1

= 0, i, j = 1, . . . , s.

Поскольку (см. рис. 1(б))

Bij − F̃ij =




0 b12 . . . b1k
0 b22 . . . b2k
. . . . . . . . . . . .

0 bl−1,2 . . . bl−1,k

0 bl2 . . . blk


 , l, k = k1, . . . , ks и l ≥ k,

то

S̃ij = (Bij − F̃ij)Nki−1
=




b12 . . . b1k 0
b22 . . . b2k 0
. . . . . . . . . . . .

bl−1,2 . . . bl−1,k 0
bl2 . . . blk 0


 .

Получаем

S̃ii · Ji(λ) − Ji(λ) · S̃ii

=




0 b12 . . . b1k
0 b22 . . . b2k
. . . . . . . . . . . .

0 bl−1,2 . . . bl−1,k

0 bl2 . . . blk


 −




b22 . . . b2k 0
. . . . . . . . . . . .

bl−1,2 . . . bl−1,k 0
bl2 . . . blk 0
0 . . . 0 0




=




−b22 b12 − b23 . . . b1,k−1 − b2,k b1,k
−b32 b22 − b33 . . . b2,k−1 − b3,k b2,k
. . . . . . . . . . . . . . .

−bl2 bl−1,2 − bl,3 . . . bl−1,k−1 − bl,k bl−1,k

0 bl,2 . . . bl,k−1 bl,k


 .

Из рис. 1(б) вытекает, что

F̃ij =




b11 0 . . . 0 0
b21 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . . . . . . .

bl−1,1 0 . . . 0 0
bl1 0 . . . 0 0


 .

Следовательно,

Bij := F̃ij + S̃ij · Jj(λ) − Ji(λ) · S̃ij

=




b11 − b22 b12 − b23 . . . b1,k−1 − b2,k b1,k
b21 − b32 b22 − b33 . . . b2,k−1 − b3,k b2,k

. . . . . . . . . . . . . . .

bl−1,1 − bl,2 bl−1,2 − bl,3 . . . bl−1,k−1 − bl,k bl−1,k

bl,1 bl,2 . . . bl,k−1 bl,k


 .

Из уравнения Bij получаем, что элементы последней строки и последнего столб-
ца матрицы Bij нулевые; вслед за ними нулевыми являются элементы предпо-
следней строки и предпоследнего столбца, и т. д. Таким образом, при i > j

уравнения из (11) имеют лишь тривиальное решение.
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3. Наконец, если i < j, т. е. если блоки находятся выше главной диагонали
матрицы B1,1, то уравнения из (11) с учетом (6) имеют вид

F̃ij + Nki
(Bij − F̃ij) · Jj(λ) − Ji(λ) ·Nki

(Bij − F̃ij) = 0, i, j = 1, . . . , s.

Поскольку (см. рис. 1(б))

Bij − F̃ij =




b11 b12 . . . b1p
b21 b22 . . . b2p
. . . . . . . . . . . .

br1 br2 . . . brp
0 0 0 0


 , r, p = k1, . . . , ks (r ≥ p),

то

S̃ij = Nki
(Bij − F̃ij) =




0 0 . . . 0
b11 b12 . . . b1p
b21 b22 . . . b2p
. . . . . . . . . . . .

br1 br2 . . . brp


 .

Получаем

S̃ij · Jj(λ) − Ji(λ) · S̃ij

=




0 0 0 0 0
0 b11 b12 . . . b1,p−1

0 b21 b22 . . . b2,p−1

. . . . . . . . . . . . . . .

0 br1 br2 . . . br,p−1


 −




b11 b12 . . . b1p
b21 b22 . . . b2p
. . . . . . . . . . . .

br1 br2 . . . brp
0 0 0 0




=




−b11 b12 . . . b1p
−b21 b11 − b22 . . . b1,p−1 − b2,p
. . . . . . . . . . . .

−br1 br−1,1 − br,2 . . . br−1,p−1 − br,p
0 br1 . . . br,p−1


 .

Bз рис. 1(б) вытекает, что

F̃ij =




0 0 . . . 0
0 0 . . . 0
. . . . . . . . . . . .

0 0 . . . 0
br+1,1 br+1,2 . . . br+1,p


 ,

тогда

Bij = F̃ij + S̃ij · Jj(λ) − Ji(λ) · S̃ij




−b11 b12 . . . b1p
−b21 b11 − b22 . . . b1,p−1 − b2,p
. . . . . . . . . . . .

−br1 br−1,1 − br,2 . . . br−1,p−1 − br,p
br+1,1 br+1,2 + br1 . . . br+1,p + br,p−1


 .

Из уравнения Bij следует, что элементы первой строки и первого столбца мат-
рицы Bij нулевые; вслед за ними нулевыми являются элементы второй строки
и второго столбца, и т. д. Таким образом, при i < j уравнения из (11) имеют
лишь тривиальное решение.

Мы показали, что в каждом из блоков матрицы Bij уравнения из (11) имеют
только тривиальное решение, это завершает доказательство теоремы. �
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3. Случай единственного собственного значения

Рассмотрим случай, когда m = n. Обозначим через Nm(Jor, k̄) ⊂ M под-
множество m-мерных жордановых матриц J(λ′) с той же характеристикой Се-

гре, что и у матрицы J(λ′). Очевидно, что подмножество Nm(Jor, k̄) является
одномерным аффинным подпространством матриц J(λ′) = J(λ) + (λ′ − λ)E,

λ′ ∈ C. Исследуем подмножество Nm(k̄) ⊂ M всех матриц, жордановы фор-

мы которых принадлежат пространству Nm(Jor, k̄). Иными словами, Nm(k̄)
есть «пачка матриц» в терминологии В. И. Арнольда [6]. Обозначим через

Nm(k̄, ε) = Nm(k̄) ∩ Nε(J(λ)) окрестность J(λ) в пачке Nm(k̄). В [6, § 5] дока-
зано, что

codim(Nm(k̄, ε)) = codim(Nm(k̄)) = (k1 + 3k2 + 5k3 + · · · + (2s− 1)ks) − 1. (12)

Поскольку m = n, то N(J, ε, λ, k̄) = Nm(k̄, ε), J = J(λ), B = B1,1 и

�̃(B) = (E + S̃(B))(J(λ) + F̃ (B))(E + S̃(B))−1. (13)

Опишем вначале вид матриц, из которых состоит пересечения пачки Nm(k̄)

с семейством матриц Арнольда F̃am.

Лемма. ПодмногообразиеNm(k̄) пересекается с подпространством F̃am по

одномерному аналитическому подмногообразию L блочно-диагональных мат-

риц, у которых диагональные блоки Bii имеют вид

Bii =




b1(i) + λ 1 0

b2(i) λ
. . .

...
. . .

. . .

bki−1(i)
. . . 1

bki
(i) 0 λ




,

причем элементы bj (j = 1, . . . , ki) из первого столбца вычисляются по формуле

bj = (−1)j−1C
j
ki

(
b

ks

)j

,

где b — произвольный малый параметр, Ck
n — число сочетаний из n по k.

Доказательство. Подмногообразие Nm(k̄) по определению содержит ор-

биту матрицы J(λ) и является транверсальным подпространству F̃am в точке

J(λ). Следовательно, пересечение Nm(k̄) ∩ F̃am будет одномерным аналитиче-
ским подмногообразием.

Покажем, что это подмногообразие состоит из описанных в условии леммы
матриц. Очевидно, что матрицы из подмножества L принадлежат нормальному

семейству F̃am (см. рис. 1(б)). Покажем, что они принадлежат подмногообра-

зию Nm(k̄), т. е. что структура их жордановой формы совпадает со структурой
J(λ). Пусть B ∈ L, найдем собственные значения B:

det(B − χEm) =

s∏

i=1

det




b1(i) + λ− χ 1 0

b2(i) λ− χ
. . .

...
. . .

. . .

bki−1(i)
. . . 1

bki
(i) 0 λ− χ




= 0.
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Полученное уравнение равносильно следующему:

s∏

i=1

((λ − χ)ki + b1(i)(λ− χ)ki−1 + b2(i)(λ− χ)ki−2 + · · · + bki
(i)) = 0.

Учитывая, что bj = (−1)j−1Cj
ki

(
b
ks

)j
, получаем цепочку равносильных уравне-

ний:

s∏

i=1

(
λ− χ−

b

ks

)ki

= 0 ⇐⇒

(
λ− χ−

b

ks

)k1+···+ks

= 0

⇐⇒

(
λ− χ−

b

ks

)m

= 0.

Значит, матрица B имеет единственное собственное значение χ = λ− b
ks

алгеб-
раической кратности m. Далее, матрица B имеет блочно-диагональный вид, в
котором размеры клеток совпадают с размерами соответствующих жордановых
клеток матрицы J(λ). Следовательно, инвариантные подпространства матри-
цы B совпадают с соответствующими инвариантными подпространствами мат-
рицы J(λ), а значит, структура жордановой формы матрицы B совпадает со
структурой J(λ). Таким образом, утверждение леммы доказано. �

Введем линейное подпространство матриц специального вида

T̃m := {B | F̃ (B) ∈ L} ⊂ M.

По определению подпространства T̃m получаем, что

codim(T̃m) = (k1 + 3k2 + 5k3 + · · · + (2s− 1)ks) − 1. (14)

Локальную параметризацию пачки Nm(k̄) описывает

Теорема 2. Справедливы следующие утверждения.

1. Подмножество Nm(k̄, ε) является аналитическим подмногообразием и

определяется следующим образом:

Nm(k̄, ε) = �̃(T̃m ∩N(0)).

2. Касательное пространство TJ(λ)N
m(k̄, ε) состоит из блочных матриц � =

(�ij) с блоками размеров ki × kj (i, j = 1, . . . , s).

Если i 6= j, то в зависимости от разности ki − kj блоки имеют один из трех

видов:

�ij =
γ1 ∗ ∗ ∗ . . . ∗

β1 γ2 ∗ ∗ . . . ∗

0 β2 γ3 ∗ . . . ∗

,

∗ ∗ ∗...
...

...

∗ ∗ ∗

γ1 ∗ ∗

β1 γ2 ∗

0 β2 γ3

,
γ1 ∗ ∗

β1 γ2 ∗

0 β2 γ3

,

ki − kj < 0, ki − kj > 0, ki − kj = 0.
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Если i = j, то блоки имеют вид

�ii =

ω1 ∗ ∗ ∗ ∗

γ1 . . .
. . . ∗ ∗

β1 γ2 . . .
. . . ∗

0 β2 γ3 . . . ωki

,

где во всех случаях β1 + β2 = γ1 + γ2 + γ3 = · · · = 0, элементы ∗ произволь-

ные, а суммы элементов на главной диагонали каждого диагонального блока

удовлетворяют условиям

ki∑

l=1

ωl = ki(λ− λ′), i = 1, . . . , s,

λ′ — произвольный параметр.

Доказательство. Во-первых, отображение (13) отображает малую мат-

рицу B ∈ T̃m ∩N(0) в матрицу

�̃(B) = (E + S̃(B))(J(λ) + F̃ (B))(E + S̃(B))−1

= (E + S̃(B))(J(λ′))(E + S̃(B))−1.

Из утверждения 2 теоремы 1 следует, что �̃(T̃m ∩ N(0)) ⊂ Nm(k̄, ε). Для

завершения доказательства утверждения 1 остается отметить, что �̃ являет-

ся локальным диффеоморфизмом (утверждение 5 теоремы 1) и codim(T̃m) =

codim(Nm(k̄, ε)) (см. (12), (14)).
Доказательство п. 2 описано в [5, теорема 2] и не зависит от выбранной

параметризации. �

4. Подмногообразие N(J, ε, λ, k̄)

Рассмотрим случай, когда n > m. Обозначим через T̃ линейное подпро-

странство блочных (1) матриц, у которых блок B1,1 ∈ T̃m, т. е.

T̃ := {B | B1,1 ∈ T̃m} ⊂ C
n×n.

Основным результатом работы является

Теорема 3. Справедливы следующие утверждения.

1. Подмножество Nc(A, ε, λ, k̄) ⊂ Cn×n определяется следующим образом:

N(J, ε, λ, k̄) = �̃(T̃ ∩N(0)).

2. Подмножество N(J, ε, λ, k̄) является аналитическим подмногообразием

комплексной коразмерности

codimN(J, ε, λ, k̄) = (k1 + 3k2 + 5k3 + · · · + (2s− 1)ks) − 1.

3. Касательное пространство TANc(A, ε, λ, k̄) состоит из операторов[
�1,1 �1,2

�2,1 �2,2

]
, у которых блоки �1,2, �2,1, �2,2 произвольные, а блок �1,1 имеет

вид, описанный в утверждении 2 теоремы 2.
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Доказательство. Применим к малой матрице B ∈ T̃ ∩N(0) отображение

�̃:

�̃(B) = (E + Ŝ(B))(J + F̂ (B))(E + Ŝ(B))−1

=

(
E +

[
S̃(B1,1) B2,1

B1,2 0

])
·

[
J(λ) + F̃ (B1,1) 0

0 J(σ \ λ) + B2,2

]

×

(
E +

[
S̃(B1,1) B2,1

B1,2 0

])−1

,

где F̃ (B1,1) ∈ L.

Матрица J+F̂ (B) имеет блочно-диагональный вид, и спектр диагональных

блоков J(λ)+F̃ (B1,1) и J(σ\λ)+B2,2 не пересекается. Учитывая утверждение 2
теоремы 1 и утверждение 1 теоремы 2, получим

�̃(B) ∈ N(J, ε, λ, k̄) ⇐⇒ F̃ (B1,1) + S̃(B1,1) ∈ T̃ 11 ∩N(0).

Из определения множества T̃ следует, что

F̃ (B1,1) + S̃(B1,1) ∈ T̃ 11 ∩N(0) ⇐⇒ B ∈ T̃ ∩N(0). (15)

Утверждение 2 теоремы 2 следует из (15) и формулы (14). Доказательство
утверждения 3 повторяет доказательство, приведенное для подмногообразия
N(J, ε, λ, k̄) в [5]. �

5. Случай нескольких собственных значений

Обозначим через � = {λ1, . . . , λp} ⊂ σ подмножество фиксированных соб-
ственных значений. Тогда J = J(�)⊕J(σ\�) = J(λ1)⊕· · ·⊕J(λp)⊕J(σ\�), где
J(λi) (i = 1, . . . , p) — прямая сумма жордановых блоков, отвечающих собствен-
ному значению λi, а J(σ \�) — прямая сумма жордановых блоков, отвечающих
остальной части спектра. Пусть mi — алгебраическая, а si — геометрическая
кратности λi. Обозначим через k̄(i) := (k1(i), k2(i), . . . ksi(i)) характеристику

Сегре λi. Через K = (k̄(1), k̄(2), . . . , k̄(p)) обозначим упорядоченный набор этих
векторов. Изучим подмножество N(J, ε, �,K) ⊂ Cn×n матриц A ∈ Nε(J) таких,
что A имеет единственное собственное значение λ′

i, близкое λi, и соответству-
ющий жорданов блок J(A, λ′

i) имеет ту же структуру, что и J(λi), для всех
i = 1, . . . , p.

Будем использовать обозначения, аналогичные введенным в разд. 1 и 3.
Инвариантные пространства, соответствующие выбранным собственным значе-
ниям, и дополняющее их подпространство порождают блочное представление
произвольной матрицы:

B =




B1,1

B2,2 B

. . .

Bp,p

B Bp+1,p+1




, (16)
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где

Bi,i =




Bi,11 Bi,12 . . . Bi,1si

Bi,21 Bi,22 . . . Bi,2si...
...

. . .
...

Bi,si1 Bi,si2 . . . Bi,si,si


 ,

B =




0 B1,2 . . . B1,p

0 B2,3 . . .

. . .
. . .

...

0 Bp,p+1

0 0




,

B =




0

B2,1 0 0

... B2,3

. . .
...

. . . 0

Bp,1 . . . Bp+1,p 0




.

Аналогично F̂ (B) и Ŝ(B) определим отображения

F̂p(B) :=




F̃ (B1,1)

F̃ (B2,2) 0

. . .

F̃ (Bp,p)

0 Bp+1,p+1




,

Ŝp(B) :=




S̃(B1,1)

S̃(B2,2) B

. . .

S̃(Bp,p)

B 0




.

Так же, как в (7), определим отображение

�̃p(B) := (E + Ŝp(B))(J + F̂p(B))(E + Ŝp(B))−1.
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Легко убедиться в том, что утверждения теоремы 1 справедливы для отобра-

жения �̃p.

Нам понадобится подпространство

T̃p := {B | Bi,i ∈ T̃mi , i = 1, . . . , p} ⊂ C
n×n,

где T̃mi := {F̃ (Bi,i) ∈ Li}.

Теорема 4. Справедливы следующие утверждения.

1. Подмножество N(J, ε, �,K) определяется следующим образом:

N(J, ε, �,K) = �p(Tp ∩N(0)).

2. Подмножество N(J, ε, �,K) ⊂ Cn×n является аналитическим подмного-

образием комплексной коразмерности

codimN(J, ε, �,K) =

p∑

i=1

(k1(i) + 3k2(i) + 5k3(i) + · · · + (2si − 1)ksi(i)) − p,

3. Касательное пространство TJN(J, ε, �,K) состоит из блочных матриц

[�i,j]
p

i,j=1 + 1, у которых блоки �i,i при i = 1, . . . , p имеют вид, описанный в

утверждении 2 теоремы 2, а остальные блоки произвольные.

Доказательство теоремы 4 проводится аналогично доказательству теоре-
мы 3.

6. Заключение

Как отмечено в [5], В. И. Арнольд предложил [6] бесконечное множество

специальных семейств матриц (нормальных форм) вида J(λ)+M̃k̄, и каждое из

них генерирует диффеоморфизм наподобие �̃. Нами были подробно исследова-
ны две параметризации, каждая из которых схематично изображена на рис. 2.
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Рис. 2. Схемы параметризации подмногообразия.
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Для удобства касательное пространство к подмногообразию изображено
проходящим через «точку касания» J(λ). В первой параметризации, описан-
ной в статье [5], применяется нормальное семейство матриц Mk̄, ортогональное
к орбитеO(J(λ)). При помощи отображения � подпространство Tm «превраща-

ется» в подмногообразие Nm(k̄, ε). Пространство Tm является прямой суммой
касательного пространства TJ(λ)O(J(λ)) к орбите матрицы J(λ) и одномерного
пространства скалярных матриц, параметризованных спектральным парамет-
ром λ′. При этом подпространство Tm является касательным пространством
к исследуемому подмногообразию: Tm = TJ(λ)Nm(k̄, ε).

В параметризации, исследованной в данной статье, выбранное нормаль-

ное семейство матриц M̃k̄ уже не ортогонально касательному пространству

TJ(λ)O(J(λ)). Подмногообразие Nm(k̄, ε) является образом �̃ при действии на

подмногообразие T̃m. Последнее диффеоморфно прямому произведению каса-
тельного пространства TJ(λ)O(J(λ)) и подмногообразия L. (Подмногообразие

L есть пересечение исследуемого подмногообразия с семейством M̃k̄.)
Таким образом, можно отметить, что первый вид параметризации, несмот-

ря на большее количество ненулевых параметров, является более естествен-
ным с точки зрения геометрии подпространства, что позволяет сохранить свой-
ство [2, 3] отображения � локально «распрямлять» подмногообразие в свое ка-
сательное пространство.
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