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ДЛЯ ПРОСТЫХ КЛАССИЧЕСКИХ

ГРУПП В ХАРАКТЕРИСТИКЕ 2
А. В. Васильев, М. А. Гречкосеева

Аннотация. Конечная группа G называется распознаваемой по спектру, если лю-
бая конечная группа, имеющая такое же множество порядков элементов, какG, изо-
морфна G. Доказано, что все конечные простые симплектические и ортогональные
группы над полями характеристики 2, кроме S4(q), S6(2), O+

8 (2) и S8(q), распозна-
ваемы по спектру. Тем самым завершено исследование проблемы распознаваемости
по спектру для конечных простых классических групп в характеристике 2.
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1. Введение

Рассматриваются только конечные группы. Спектром ω(G) группы G на-
зывается множество порядков ее элементов. Группы изоспектральны, если их
спектры совпадают. Для группы G решить проблему распознаваемости по
спектру — значит найти число h(G) попарно не изоморфных групп, изоспек-
тральных группе G, и если h(G) конечно, указать все такие группы. В случае,
когда h(G) = 1, группа G называется распознаваемой по спектру. Если в G
имеется нетривиальная нормальная разрешимая подгруппа, то h(G) = ∞ [1].
В то же время если G — неабелева простая группа, то, как правило, группа,
изоспектральная G, изоморфна некоторому автоморфному расширению группы
G и, в частности, h(G) конечно (подробнее см. [2]). В этой работе мы завер-
шаем решение проблемы распознаваемости для простых классических групп в
характеристике 2.

Напомним, что имеется пять серий простых классических групп над по-
лями характеристики 2, которые мы обозначаем, следуя [3], а именно Ln(q),
n ≥ 2, Un(q), n ≥ 3, S2n(q) ' O2n+1(q), n ≥ 2, и O±

2n(q), n ≥ 4. Проблема
распознаваемости уже решена для линейных и унитарных групп над полями
характеристики 2 (см. [4, 5]). Следующий результат дает окончательный ответ
в случае симплектических и ортогональных групп.

Теорема. Пусть q — степень числа 2 и L — одна из простых групп S2n(q),
где n ≥ 2, или O±

2n(q), где n ≥ 4. Тогда L распознаваема по спектру или
выполняется одно из следующих утверждений.

Исследование выполнено за счет гранта Российского научного фонда (проект № 14–21–
00065).
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(1) L ∈ {S6(2), O+
8 (2)}, ω(S6(2)) = ω(O+

8 (2)) и h(L) = 2.
(2) L ∈ {S4(q), S8(q)} и h(L) = ∞.

Отметим, что утверждение теоремы уже доказано для групп S4(q) [6], S6(q)
и O+

8 (q) [7], S8(q) [8]. Также оно следует из [2, 9] для всех групп с n ≥ 20. Более
того, и в оставшемся случае 4 ≤ n < 20 для доказательства теоремы достаточно
показать, что неабелев композиционный фактор группы, изоспектральной груп-
пе L, не может быть группой лиева типа в нечетной характеристике. Этому и
посвящена настоящая работа.

2. Предварительные сведения

Через [m1,m2, . . . ,mk] и (m1,m2, . . . ,mk) обозначаются наименьшее общее
кратное и наибольший общий делитель целых чисел m1,m2, . . . ,ms соответ-
ственно. Через π(m) обозначается множество простых делителей натурального
числа m. Если r — простое число, то через (m)r обозначается r-часть числа
m, т. е. наибольшая степень числа r, делящая m. Через (m)r′ обозначается
r′-часть числа m, т. е. отношение m/(m)r.

Если q — целое число, r — нечетное простое число и (q, r) = 1, то через
e(r, q) обозначается мультипликативный порядок q по модулю r. Через e(2, q)
обозначается число 1, если 4 делит q − 1, и число 2, если 4 делит q + 1. При-
митивным простым делителем числа qm − 1, где |q| > 1 и m ≥ 1, называется
простое число r такое, что e(r, q) = m. Отметим, что в этом определении важ-
но не только само число qm − 1, но и числа q и m: примитивным простым
делителем для 43 − 1 и (−2)6 − 1 будет 7, а примитивных простых делителей
числа 26− 1 не существует. Множество примитивных простых делителей числа
qm−1 обозначается через Rm(q) и через rm(q) обозначается некоторый, вообще
говоря, произвольный элемент множества Rm(q).

Лемма 2.1 (Жигмонди [10]). Пусть q — целое число, |q| > 1, m ≥ 1. Тогда
множество Rm(q) непусто, исключая случаи, когда

(q,m) ∈ {(2, 1), (2, 6), (−2, 2), (−2, 3), (3, 1), (−3, 2)}.

Наибольшим примитивным делителем числа qm−1, где |q| > 1, называется
число km(q) =

∏
r∈Rm(q)

|qm − 1|r при m 6= 2 и число k2(q) =
∏

r∈R2(q)
|q + 1|r при

m = 2. Для m ≥ 3 наибольший примитивный делитель может быть выражен в
терминах кругового многочлена �m(x).

Лемма 2.2. Пусть q,m — целые числа, |q| > 1, m ≥ 3. Если r — наиболь-
ший простой делитель числа m и l = (m)r′ , то

km(q) =
|�m(q)|
(r, �l(q))

,

причем если l не делит r − 1, то (r, �l(q)) = 1.

Доказательство. Из [11, предложение 2] следует, что

km(q) = |�m(q)|/(r, �m(q)).

Осталось заметить, что r делит �m(q) тогда и только тогда, когда r делит �l(q)
(см., например, [12, лемма 8.1]). �
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Кокликой графа называют множество попарно не смежных вершин. Че-
рез t(� ) обозначается неплотность графа � или, другими словами, наибольший
размер коклики в � .

Для конечной группы G через π(G) обозначается множество π(|G|) и через
µ(G) — множество максимальных по делимости элементов из ω(G). Графом
простых чисел GK(G) группы G называется простой помеченный граф, мно-
жеством вершин которого является π(G) и в котором две различные вершины
с метками r и s смежны тогда и только тогда, когда rs ∈ ω(G). Через t(G)
обозначается число t(GK(G)). Для r ∈ π(G) наибольший размер, который мо-
жет иметь коклика графа GK(G), содержащая r, обозначается через t(r,G).
В [13] установлено, что группа G с условиями t(G) ≥ 3 и t(2, G) ≥ 2 имеет ров-
но один неабелев композиционный фактор. Мы приводим следствие из этого
результата.

Лемма 2.3 [13, 14]. Пусть L — конечная неабелева простая группа такая,
что t(L) ≥ 3 и t(2, L) ≥ 2, а G — конечная группа, удовлетворяющая условию
ω(G) = ω(L). Тогда выполняются следующие утверждения.

(а) Существует неабелева простая группа S такая, что

S ≤ G = G/K ≤ AutS,
где K — наибольшая нормальная разрешимая подгруппа группы G.

(б) Для каждой коклики ρ вершин графа GK(G), порядок которой больше
2, не более чем одно число из ρ делит произведение |K| · |G/S|. В частности,
t(S) ≥ t(G)− 1.

(в) Каждое простое число r ∈ π(G), не смежное в GK(G) с числом 2, не
делит произведение |K| · |G/S|. В частности, t(2, S) ≥ t(2, G).

Лемма 2.4 [15, лемма 3]. Пусть G — конечная группа, K — нормальная
разрешимая подгруппа в G и S ≤ G = G/K ≤ AutS для неабелевой простой
группы S. Пусть в π(S) \ π(K) есть числа t и s такие, что их окрестности в
GK(G) не пересекаются. Если r ∈ π(K) не смежно ни с t, ни с s в GK(G), а в
S есть подгруппа Фробениуса с циклическим дополнением C и ядром F таким,
что (|F |, r) = 1, то r|C| ∈ ω(G).

Лемма 2.5. Пусть q четно.
(1) Если L = S4(q), то h(L) = ∞ [6].
(2) Если L ∈ {S6(2), O+

8 (2)}, то h(L) = 2, причем ω(S6(2)) = ω(O+
8 (2))

[16, 17].
(3) Если L ∈ {S6(q), O+

8 (q)}, где q > 2, то h(L) = 1 [7].
(4) Если L = S8(q), то h(L) = ∞ [8].
(5) Если L = O−

2n(2), где n = 2m + 1 ≥ 5, то h(L) = 1 [17, 18].
Неабелева простая группа L называется квазираспознаваемой по спектру,

если любая конечная группа, изоспектральная L, содержит единственный неа-
белев композиционный фактор и этот фактор изоморфен L.

Лемма 2.6. Следующие группы квазираспознаваемы по спектру:
(1) S2n(q), O±

2n(q), где n ≥ 20 [2, 19];
(2) O−

2n(q), где n ≥ 16 четно [13, 20];
(3) S2n(q), где n = 2m ≥ 8, O−

2n(q), где n = 2m ≥ 4 [18];
(4) S2p(2), где p ≥ 5 — простое число [21];
(5) O+

2p(2), где p ≥ 5 — простое число [22, 23];
(6) O+

2p+2(2), где p ≥ 5 — простое число [22, 24].



Распознаваемость по спектру классических групп 1267

3. Некоторые свойства простых групп лиева типа

Мы используем стандартные обозначения L±n (q) и E±
6 (q), где L+

n (q) = Ln(q),
L−n (q) = Un(q), E+

6 (q) = E6(q) и E−
6 (q) = 2E6(q). Если ε ∈ {+,−}, то в арифме-

тических выражениях пишем ε вместо ε1.

Лемма 3.1 [25, cледствие 3]. Пусть L = S2n(q), где q четно и n ≥ 2. Тогда
ω(L) состоит из всех делителей следующих чисел:

(1) [qn1 ± 1, . . . , qns ± 1], где s ≥ 1, ni > 0 для 1 ≤ i ≤ s и n1 + · · ·+ ns = n;
(2) 2[qn1±1, . . . , qns±1], где s ≥ 1, ni > 0 для 1 ≤ i ≤ s и 1+n1+· · ·+ns = n;
(3) 2k[qn1 ± 1, . . . , qns ± 1], где k ≥ 2, s ≥ 1, ni > 0 для 1 ≤ i ≤ s и

2k−2 + 1 + n1 + · · ·+ ns = n;
(4) 2k, если n = 2k−2 + 1 для k ≥ 2.

Лемма 3.2 [25, cледствие 4]. Пусть L = Oε
2n(q), где q четно, n ≥ 4 и

ε ∈ {+,−}. Тогда ω(L) состоит из всех делителей следующих чисел:
(1) [qn1 − τ1, . . . , qns − τs], где s ≥ 1, ni > 0 и τi ∈ {+,−} для 1 ≤ i ≤ s,

n1 + · · ·+ ns = n и τ1 . . . τs = ε;
(2) 2[qn1±1, . . . , qns±1], где s ≥ 1, ni > 0 для 1 ≤ i ≤ s и 2+n1+· · ·+ns = n;
(3) 2k[qn1 ± 1, . . . , qns ± 1], где k ≥ 2, s ≥ 1, ni > 0 для всех 1 ≤ i ≤ s и

2k−2 + 2 + n1 + · · ·+ ns = n;
(4) 2[q±1, qn1−τ1, . . . , qns−τs], где s ≥ 1, ni > 0 и τi ∈ {+,−} для 1 ≤ i ≤ s,

2 + n1 + · · ·+ ns = n и τ1 . . . τs = ε;
(5) 4[q − τ, qn1 − τ1, . . . , qns − τs], где s ≥ 1, τ ∈ {+,−}, ni > 0 и τi ∈ {+,−}

для 1 ≤ i ≤ s, 3 + n1 + · · ·+ ns = n и ττ1 . . . τs = ε;
(6) 2k, если n = 2k−2 + 2 для k ≥ 3.
Обозначим через m(n, q) наибольшее число вида [qn1 ± 1, . . . , qns ± 1], где

s ≥ 1, ni > 0 для 1 ≤ i ≤ s и n1 + · · ·+ ns = n.

Лемма 3.3. Пусть q — степень числа 2.
(a) Для любого натурального числа n выполнено m(n, q) ≤ (qn+1−1)/(q−1).

Если n нечетно и q > 2 или n ∈ {9, 2l − 1, 3 · 2l − 1} для некоторого l, то
m(n, q) = (qn1 +1) . . . (qns +1), где n1 + · · ·+ns — двоичное разложение числа n.

(б) Если L — одна из групп S2n(q), где n ≥ 2, O±
2n(q), где n ≥ 4, то порядки

элементов группы L не превосходят 2qn.
Доказательство. (а) Первое утверждение доказано в [26, лемма 1.2].

Второе утверждение — в [27, предложения 1 и 3].
(б) Следует из лемм 3.1, 3.2 и п. (а). Также см. [26, лемма 1.3]. �

Рассмотрим коклики графа GK(G), состоящие из нечетных чисел r таких,
что 4r 6∈ ω(G). Обозначим через t∗(4, G) максимальный размер такой коклики.

Лемма 3.4. Пусть q четно и L — простая симплектическая или ортого-
нальная группа над полем порядка q, отличная от S4(q), S6(2), S8(2), O±

8 (2).
Тогда множества ρ∗(2, L) и ρ∗(4, L), определенные в табл. 1, обладают следую-
щими свойствами:

(a) ρ∗(2, L) ⊆ ρ∗(4, L) и ρ∗(4, L) — коклика в GK(L);
(б) если r ∈ ρ∗(4, L), то r > 3 и 4r 6∈ ω(L), и если при этом r ∈ ρ∗(2, L), то

2r 6∈ ω(L); более того, |ρ∗(2, L)|+ 1 = t(2, L);
(в) если |ρ∗(2, L)| ≥ 2, то в ρ∗(2, L) есть два числа, не имеющие общих

соседей в GK(L), и если ρ∗(2, L) = {t}, то t не имеет общих соседей в GK(L) с
любым числом из ρ∗(4, L) \ {t}.
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Таблица 1

L ρ∗(2, L) ρ∗(4, L)

S2n(q), n ≥ 4 четно {r2n(q)} {r2n(q), r2(n−1)(q), rn−1(q)}
S2n(q), n нечетно {r2n(q), rn(q)} {r2n(q), rn(q), r2(n−1)(q)}
O+

2n(q), n четно {r2(n−1)(q), rn−1(q)} {r2(n−1)(q), rn−1(q), r2(n−2)(q)}
O+

2n(q), n нечетно {rn(q), r2(n−1)(q)} {rn(q), r2(n−1)(q), rn−2(q)}
O−2n(q), n четно {r2n(q), r2(n−1)(q), rn−1(q)} {r2n(q), r2(n−1)(q), rn−1(q)}
O−2n(q), n нечетно {r2n(q), r2(n−1)(q)} {r2n(q), r2(n−1)(q), rn−2(q)}

В частности, t∗(4, L) ≥ 3.

Доказательство. Пп. (а) и (б) следуют из лемм 3.1 и 3.2, а также замеча-
ния о том, что в силу малой теоремы Ферма число 3 лежит в R1(q)∪R2(q). Ко-
клики максимального размера, не содержащие 2, также описаны в [20, табл. 4].

(в) Пусть L = S2n(q), где n ≥ 4 четно. Покажем, что r2n(q) не имеет общих
соседей ни с rn−1(q), ни с r2(n−1)(q) = rn−1(−q). Пусть r ∈ π(L). По лемме 3.1
если rr2n(q) ∈ ω(L), то r делит qn+1. Если же rrn−1(τq) ∈ ω(L), где τ ∈ {+,−},
то r делит 2(qn−1 − τ)(q ± 1). Поскольку (qn + 1, qn−1 − τ) = (qn + 1, q − τ) = 1,
получаем требуемое.

Пусть L = S2n(q), где n нечетно. Пусть r ∈ π(L). Если rr2n(q) ∈ ω(L), то r
делит qn+1, и если rrn(q) ∈ ω(L), то r делит qn−1. Поскольку (qn+1, qn−1) = 1,
у r2n(q) и rn(q) нет общих соседей.

Пусть L = Oε
2n(q), где n нечетно. По лемме 3.2 если rrn(εq) ∈ ω(L), то r

делит qn − ε. Если rr2(n−1) ∈ ω(L), то r делит (qn−1 + 1)(q + ε). Из равенства
(qn − ε, q + ε) = 1 следует требуемое.

Пусть L = O+
2n(q), где n четно. Если rrn−1(τq) ∈ ω(L) для τ ∈ {+,−}, то r

делит [qn−1−τ, q−τ ] = qn−1−τ . Поскольку qn−1 +1 и qn−1−1 взаимно просты,
r2(n−1)(q) и rn−1(q) не имеют общих соседей.

Пусть, наконец, L = O−
2n(q), где n четно. Так как ω(L) ⊆ ω(S2n(q)), по до-

казанному выше r2n(q) не имеет общих соседей ни с rn−1(q), ни с r2(n−1)(q). �

Лемма 3.5. Пусть u — степень нечетного простого числа v и S — одна из
следующих простых групп лиева типа:

(1) G2(u), 3D4(u), F4(u), E±
6 (u);

(2) L±n (u), где n ≥ 4; Lε3(u), где u ≡ ε (mod 4);
(3) S2n(u), O2n+1(u), O±

2n(u).
Тогда 4v ∈ ω(S) и t∗(4, S) ≤ 2.

Доказательство. Обозначим множество нечетных простых чисел r та-
ких, что r ∈ π(S) и 4r 6∈ ω(S) через π̃(S).

(1) Поскольку v(u ± 1) ∈ ω(G2(u)) по [28, лемма 1.4] и G2(u) < 3D4(u) <
F4(u) < E±

6 (u) в силу [29], получаем, что 4v ∈ ω(S). Если r — нечетное простое
число такое, что 4r 6∈ ω(S), то любой период максимального тора группы S,
кратный r, не должен делится на 4. При этом если r и s делят один и тот же
период, то rs ∈ ω(S). Таким образом, t∗(4, S) не превосходит числа максималь-
ных по делимости периодов максимальных торов, не делящихся на 4. Строение
максимальных торов рассматриваемых групп хорошо известно (см. [30–32] для
G2(u), 3D4(u), E±

6 (u) соответственно и [33, с. 94–96] для F4(u)).
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Если S = G2(u), то максимальные по делимости периоды максимальных
торов, не делящиеся на 4, равны u2 + u+ 1 и u2 − u+ 1.

Если S = 3D4(u) или S = F4(u), то соответствующие периоды лежат в
множестве {u4 − u2 + 1, u4 + 1}.

Если S = Eε
6(q), то соответствующие периоды (в универсальной накрыва-

ющей группы S) равны u6 + εu3 + 1 и (u2 + εu+ 1)(u4 − u2 + 1).
В любом случае число требуемых периодов не превосходит 2, тем самым

t∗(4, S) ≤ 2.
(2) Пусть S = Lεn(u), где n ≥ 3. Спектр группы L можно найти в [34].

Обозначим (n, u− ε) через d.
Если n ≥ 4, то спектр группы S содержит следующие числа: v(u − ε),

v(u2 − 1)/d и [uk − εk, u− ε], [uk − εk, u2 − 1]/d для всех k ≤ n− 2. Поскольку 4
делит хотя бы одно из чисел u− ε и (u2− 1)/d, получаем, что 4v, 4rk(εu) ∈ ω(L)
для всех k ≤ n− 2. Следовательно, π̃(S) ⊆ Rn(εu) ∪Rn−1(εu).

Если S = Lε3(u), то ω(S) содержит числа (u2 − 1)/d и v(u − ε)/d. Поэтому
4r1(u) и 4r2(u) лежат в ω(S), и если u ≡ ε (mod 4), то 4v ∈ ω(S). Значит,
π̃(S) ⊆ R3(εu).

В любом случае t∗(4, S) ≤ 2.
(3) Спектры симплектических и ортогональных групп можно найти в [25].

В любом случае v(u± 1) ∈ ω(S), тем самым 4v ∈ ω(S).
Если S = S2n(u), где n ≥ 2, или S = O2n+1(u), где n ≥ 3, то [uk ± 1, u± 1] ∈

ω(S) для всех k ≤ n− 1, поэтому π̃(S) ⊆ R2n(u) ∪Rn(u).
Если S = Oε

2n(u), то [uk±1, u±1] ∈ ω(S) для всех k ≤ n−2. Следовательно,
π̃(S) ⊆ Rn(εu)∪R2(n−1)(u), если n нечетно, и π̃(S) ⊆ Rn−1(u)∪R2(n−1)(u), если
n четно и ε = +. Если n четно и ε = −, то [un−1 ± 1, u ∓ 1] ∈ ω(S), поэтому
π̃(S) ⊆ R2n(u) ∪Rn−1(τu), где τ определяется из условия u ≡ τ1 (mod 4).

В любом случае t∗(4, S) ≤ 2. �

Лемма 3.6. Пусть S — одна из простых групп из формулировки лем-
мы 3.5.

(a) Если S ≤ G ≤ AutS и |G/S| делится на нечетное простое число r,
большее 3, то 4r ∈ ω(G).

(б) В S есть подгруппа Фробениуса, ядро которой является v-группой и
дополнение — циклической группой порядка 4.

Доказательство. (а) Предположим, что r не делит (n, u − ε), если S =
Lεn(u). Тогда G содержит полевой автоморфизм порядка r. Централизатор
этого полевого автоморфизма является группой того же типа, что и S, над
некоторым подполем поля GF (u), поэтому содержит элемент порядка 4.

Пусть S = Lεn(u) и r делит (n, u − ε). Тогда n ≥ r ≥ 5 и, значит, число
u2 − 1, кратное 4r, лежит в ω(S).

(б) По [35, лемма 2.1] в G2(u) есть подгруппа Фробениуса с ядром поряд-
ка u2 и циклическим дополнением порядка u2 − 1. В силу вложений G2(u) <
3D4(u) < F4(u) такая подгруппа есть и в 3D4(u) и F4(u). По [36, лемма 3.5] в
S4(u) есть подгруппа Фробениуса с ядром порядка u2 и циклическим дополнени-
ем порядка (u2 − 1)/2. В оставшихся случаях в S есть подгруппа, изоморфная
L3(q) или SL3(q), значит, есть подгруппа Фробениуса с ядром порядка u2 и
циклическим дополнением порядка (u2 − 1)3′ [37, лемма 5]. �
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4. Доказательство теоремы

Пусть q = 2k и L — одна из простых групп S2n(q), где n ≥ 2, или O±
2n(q),

где n ≥ 4. Если L — одна из групп S4(q), S6(q), S8(q), O+
8 (q), то утверждение

теоремы следует из леммы 2.5, поэтому до конца раздела считаем, что L отлична
от этих групп.

Пусть G — конечная группа такая, что ω(G) = ω(L). Поскольку t(L) ≥ 3
и t(2, L) ≥ 2 (здесь и далее мы используем информацию о кокликах графов
простых чисел из [20, 38]), по лемме 2.3 найдется неабелева простая группа S
такая, что

S ≤ G = G/K ≤ AutS,
где K — разрешимый радикал группы G.

Покажем, что S ' L. В силу леммы 2.6 можно считать, что n ≥ 5. Согласно
[39, теоремы 1, 2] группа S не является ни спорадической, ни знакопеременной.
По [2, теорема 2] если S — группа лиева типа над полем характеристики 2, то
S ' L. Таким образом, осталось установить, что S не может быть группой
лиева типа над полем нечетной характеристики.

Предложение 1. Если n ≥ 5, то S не является группой, указанной в
формулировке леммы 3.5.

Доказательство. Предположим противное. Рассмотрим коклику ρ =
ρ∗(4, L), определенную в лемме 3.4. Напомним, что для любого r ∈ ρ выполнены
условия r > 3 и 4r 6∈ ω(L). Если ρ ⊆ π(S), то t∗(4, S) ≥ 3, но это противоре-
чит лемме 3.5. Значит, найдется r ∈ ρ такой, что r ∈ π(K) или r ∈ π(G/S).
В последнем случае 4r ∈ ω(G) \ ω(L) по лемме 3.6(a), что невозможно.

Пусть r ∈ π(K). Тогда два числа из ρ\{r} лежат в π(S)\π(K) по лемме 2.3
и их окрестности в GK(G) не пересекаются по лемме 3.4(в). Если r = v, то
4r ∈ ω(S) по лемме 3.5. Значит, можно считать, что r 6= v. По лемме 3.6(б) в S
есть подгруппа Фробениуса, ядро которой является v-группой и дополнение —
циклическая группа порядка 4. Применяя лемму 2.4, получаем, что 4r ∈ π(G);
противоречие. �

Отметим, что заключение предложения 1 доказано в [19, предложение 6]
при n ≥ 20. Однако для нашего доказательства достаточно условия n ≥ 5,
поэтому мы не используем результат из [19, предложение 6], хотя и пользуемся
идеями его доказательства.

Лемма 4.1. Пусть m — наибольшее π(m)-число в ω(G), (m, |K| · |G/S|) = 1
и в S есть циклическая π(m)-холлова подгруппа. Если r ∈ π(G/S), то либо r
делит m− 1, либо rs ∈ ω(G) для некоторого s ∈ π(m).

Доказательство. Пусть H — циклическая π(m)-холлова подгруппа груп-
пы S. Тогда |H| — наибольшее π(m)-число в ω(G) и, значит, |H| = m. Пусть
s ∈ π(m) и P — силовская s-подгруппа группы S. В силу аргумента Фраттини
G = SNG(P ), поэтому в NG(P ) есть элемент порядка r. Если rs 6∈ ω(G), то этот
элемент действует на P без нетривиальных неподвижных точек, следователь-
но, |P | ≡ 1 (mod r). Таким образом, если rs 6∈ ω(G) для любого s ∈ π(m), то
|H| ≡ 1 (mod r). �

Предложение 2. Если n ≥ 5, то S не является ни одной из групп L2(u),
L±3 (u), 2G2(u), E7(u), E8(u), где u нечетно.

Доказательство. Предположим противное. По лемме 2.3 выполнены
неравенства t(L) ≤ t(S) + 1 и t(2, L) ≤ t(2, S).
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1. Предположим, что S = E8(u). Тогда t(S) = 12 и, значит, t(L) ≤ 13.
Кроме того, u8 − 1 ∈ ω(S) в силу [32]. Поскольку 32 делит u8 − 1 и 32 6= u8 − 1,
получаем, что 32 ∈ ω(S) \ µ(S). Следовательно, 32 ∈ ω(L) \ µ(L). Используя
формулы для t(L) и леммы 3.1, 3.2, находим, что L — одна из групп S2n(q), где
10 ≤ n ≤ 16, O+

2n(q), где 11 ≤ n ≤ 18, и O−
2n(q), где 11 ≤ n ≤ 17. Кроме того, в

силу леммы 2.6 можно считать, что L 6= S32(q), O−
32(q).

По леммам 3.1, 3.2 числа из ω(L), кратные 32, не превосходят 32·m(n−9, q).
Последнее число по лемме 3.3 не превосходит (qn−8 − 1)/(q − 1). Значит,

u8 − 1 ≤ 32(qn−8 − 1)/(q − 1). (4.1)

Предположим сначала, что q ≥ 4. Тогда (qk − 1)/(q − 1) < 4qk−1/3 для
любого натурального числа k. Значит, u8−1 ≤ 32(qn−8−1)/(q−1) < 32·4qn−9/3,
откуда

u8 ≤ 43qn−9.

Пусть i — наибольшее простое число, меньшее или равное n, если L — симплек-
тическая группа, и наибольшее простое число, меньшее n, если L — ортогональ-
ная группа. Тогда 7 ≤ i ≤ 17 и i ≥ n − 4. В частности, i > n/2, поэтому ri(q)
и ri(−q) лежат в коклике размера 3 графа GK(L). Значит, по лемме 2.3 для
какого-то ε ∈ {+,−} число ki(εq) лежит в ω(S). Порядки элементов группы S
не превосходят 2u8 (см., например, [40]). Таким образом,

qi−1

2(i, q − ε)
≤ qi − ε

(q − ε)(i, q − ε)
= ki(εq) ≤ 2u8 ≤ 86qn−9,

откуда с учетом того, что i ≥ n− 4, следует, что

q4 ≤ qi+8−n ≤ 172(i, q − ε) ≤ 172 · 17.

Из неравенства q4 ≤ 172 · 17 вытекает, что q = 4. Но тогда (i, q ± 1) = 1,
поэтому 256 = q4 ≤ 172; противоречие.

Пусть теперь q = 2. Из неравенства (4.1) получаем, что u = 3 и n = 17, 18.
Но тогда r7(3) = 1093 ∈ π(S) \ π(L); противоречие.

2. Предположим, что S = E7(u). Тогда t(S) = 8 и t(2, S) = 3, значит,
t(L) ≤ 9 и t(2, L) ≤ 3. Следовательно, n ≤ 11, если L — симплектическая
группа, и n ≥ 13, если L — ортогональная группа, причем L 6= O−

2n(q), где n
четно. Отметим, что в GK(S) любая коклика размера 3, содержащая число 2,
имеет вид {2, r7(εu), r9(εu)}, где ε ∈ {+,−} определяется из условия u + ε1 ≡ 0
(mod 4).

Рассмотрим сначала случай, когда t(2, L) = 2, т. е. когда L — одна из групп
S12(q), S16(q) и S20(q). По лемме 2.6 можно считать, что L 6= S16(q).

Пусть L = S12(q). Как следует из [32], в ω(S) есть число (u4+1)(u2−1). Это
число делится на 16. По лемме 3.1 в ω(L) числа, кратные 16, — это делители
16(q ± 1). Значит,

(u4 + 1)(u2 − 1) ≤ 16(q + 1). (4.2)

Числа из R12(q) не смежны с 2 в GK(L), поэтому k12(q) делит одно из чисел
k7(εu) и k9(εu). Следовательно,

k12(q) ≤
u7 − 1
u− 1

<
3
2
u6.
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Таким образом,

q4 − q2 ≤ q4 − q2 + 1 = k12(q) <
3
2
u6 ≤ 3(u4 + 1)(u2 − 1) ≤ 48(q + 1),

откуда q2(q−1) < 48 и, значит, q = 2. Но тогда (u4+1)(u2−1) ≥ (34+1)(32−1) >
48 = 16(q + 1), что противоречит (4.2).

Если L = S20(q), то аналогичным образом из леммы 3.1 и леммы 3.3(а)
получаем, что

(u4 + 1)(u2 − 1) ≤ 16(q4 + 1)(q + 1) (4.3)

и
k20(q) <

3
2
u6.

Следовательно,

q10 + 1
(5, q2 + 1)(q2 + 1)

= k20(q) <
3
2
u6 ≤ 3(u4 + 1)(u2 − 1) ≤ 48(q4 + 1)(q + 1),

откуда q10 < 48 · (5, q2 + 1)(q8 − 1)/(q − 1) и, значит, q ≤ 4. Если q = 4, то
(5, q2 + 1) = 1, поэтому должно быть выполнено 410 < 16(48 − 1), что неверно.
Если q = 2, то из (4.3) следует, что u = 3. В этом случае r7(3) = 1093 ∈
π(S) \ π(L); противоречие.

Пусть теперь t(2, L) = 3 и {2, r, s} — коклика в GK(L). По лемме 3.4 числа
r и s не имеют общих соседей в GK(L), а по лемме 2.3 оба этих числа лежат
в π(S). Значит, одно из них делит k7(εu), а другое делит k9(εu). Однако при
u > 3 числа r7(εu) и r9(εu) имеют общего соседа r1(εu) в GK(S) (см. [38, рис. 4]).
Значит, u = 3. Единственные числа, не смежные с 2 в GK(S), — это 1093 = k7(3)
и 757 = k9(3). Заметим, что e(1093, 2) = 364 и e(757, 2) = 756. Если L = O+

2n(q),
где n нечетно и q = 2k, то rnk(2) и r2(n−1)k(2) не смежны с 2 в GK(L), поэтому
{rnk(2), r2(n−1)k(2)} = {1093, 757} и, значит, 2(n − 1)/n = 756/364. Поскольку
756/364 = 27/13, последнее уравнение не имеет решений в натуральных числах.
Для остальных групп получаются аналогичные уравнения с 2n/n, n/(n − 1) и
2(n−1)/(n−1) вместо 2(n−1)/n в левой части, и эти уравнения также не имеют
решений.

3. Пусть S = L±3 (u). Тогда t(GK(S) \ {3}) ≤ 3 и t(2, S) = 2. Если t(L) > 4,
то в GK(L) есть коклика размера 5, состоящая из чисел, больших 3, значит,
t(L) ≤ 4. Следовательно, L — одна из групп S10(2), O+

10(q), O
+
12(q) и O−

10(q). Но
тогда t(2, L) = 3; противоречие.

4. Предположим, что S = L2(u), где u = vm ≥ 5, v — простое число. Тогда
µ(S) = {v, (u− 1)/2, (u+ 1)/2}. Поскольку t(S) = 3, получаем, что L — одна из
групп S10(2), O+

10(q), O
+
12(q) и O−

10(q). В силу лемм 2.5, 2.6 можно считать, что
L 6= S10(2), O±

10(2).
Если L = Oε

10(q), где q > 2, то положим ρ = {r5(εq), r8(q), r6(q), r3(q)}, и
если L = O+

12(q), то положим ρ = {r10(q), r5(q), r8(q), r3(q)}. Тогда ρ — колика в
GK(L) и содержит числа t и s, которые не смежны с 2 в GK(L). Предположим,
что одно число из ρ, скажем r, делит |K|. Одно из оставшихся трех чисел,
скажем w, делит (u − 1)/2. Оставшиеся два делят u и (u + 1)/2, в частности,
r 6= v. В S есть подгруппа Фробениуса с ядром порядка u и циклическим
дополнением порядка (u − 1)/2. Числа t и s лежат в π(S) \ π(K) по лемме 2.3
и имеют непересекающиеся окрестности в GK(L) в силу леммы 3.4. Применяя
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лемму 2.4, получаем, что rw ∈ ω(G); противоречие. Таким образом, ни одно из
чисел, лежащих в ρ, не делит |K|. Значит, одно из чисел в ρ\{t, s} делит |G/S|,
откуда следует, что m ≥ 7.

Пусть L = Oε
10(q), где q > 2. Тогда r5(εq) и r8(q) не смежны с 2, поэтому

взаимно просты с |K||G/S|. Значит, k5(εq) и k8(q) лежат в ω(S), и одно из них
равно v. Поскольку

k5(εq) =
q5 − ε

(5, q − ε)(q − ε)
и k8(q) = q4 + 1,

получаем, что v > q4/10. Значит, u ≥ v7 > q28/107. С другой стороны, из
леммы 3.3 следует, что (u + 1)/2 ≤ 2q5. В итоге q28/107 < u < 4q5, но это
противоречит условию q > 2.

Если L = O+
12(q), то аналогичным образом получаем, что k5(q) и k10(q)

лежат в ω(S), и одно из них равно v, поэтому v > q4/10. Тогда q28/107 < u < 4q6
и, значит, q = 2. Отметим, что k5(2) = 31 и k10(2) = 11. Следовательно,
31 ∈ π(S) ⊆ π(O+

10(2)) ⊆ {2, . . . , 31}. Из [41, табл. 1] следует, что S = L2(31) или
S = L2(53), но тогда 11 6∈ π(S); противоречие.

5. Предположим, что S = 2G2(u), где u = 3m и m нечетно. Тогда t(GK(S)\
{3}) = 4 и t(2, S) = 3. Значит, L — одна из групп S10(q), S12(q), O+

10(q), O
+
12(q),

O−
10(q), O

−
14(2). Можно считать, что L 6= S10(2), O±

10(2).
Порядок группы S равен u3(u3 + 1)(u− 1). Периоды максимальных торов

группы S равны u − 1, (u + 1)/2 и u ±
√

3u + 1 [42]. В частности, если π —
подмножество в π(u±1) или в π(u±

√
3u+1) и 2, 3 6∈ π, то в S есть циклическая

π-холлова подгруппа. Следовательно, если (k8(q), |K||G/S|) = 1, то по лемме 4.1
выполнено rr8(q) ∈ ω(G) для любого r ∈ π(G/S).

Пусть t(L) = 5. Тогда L = S10(q), где q > 2, или L = S12(q), и в качестве
коклики ρ наибольшего размера графа GK(L) можно взять {r10(q), r5(q), r8(q),
r6(q), r3(q)} и {r12(q), r10(q), r5(q), r8(q), r3(q)} соответственно. Поскольку
t(GK(S) \ {3}) = 4, одно число из ρ, скажем r, делит |K| или |G/S|, а все
остальные числа взаимно просты с |K| · |G/S|. Предположим, что r делит |K|.
Одно из оставшихся четырех чисел, скажем w, делит (u − 1)/2. При этом по
лемме 3.4 два из оставшихся четырех чисел имеют непересекающиеся окрестно-
сти в GK(L): это r10(q) и r5(q) при n = 5; r12(q) и r10(q) при n = 6, r 6= r10(q);
и r12(q) и r5(q) при n = 6, r = r10(q). В S есть подгруппа, изоморфная L2(u),
а значит, есть подгруппа Фробениуса с ядром порядка u и циклическим до-
полнением порядка (u − 1)/2. Применяя лемму 2.4, получаем, что rw ∈ ω(G);
противоречие. Значит, r ∈ π(G/S). Предположим, что r 6∈ R8(q). Тогда по
замечанию, сделанному выше, rr8(q) ∈ ω(G); противоречие. Следовательно,
k8(q) ∈ ω(G/S), откуда m ≥ q4 + 1. При этом u +

√
3u + 1 ≤ 2q6 по лемме 3.3.

Таким образом, 2q6 ≥ u+
√

3u+ 1 > u ≥ 3q
4+1. Однако 2q6 < 3q

4+1 для любого
q ≥ 2.

Пусть L = O+
12(q). Рассмотрим коклику ρ = {r5(q), r10(q), r8(q), r3(q)} гра-

фа GK(L). Предположим, что любая такая коклика не пересекается с π(K) ∪
π(G/S). Тогда k8(q) лежит в ω(S) и делит u−1 или (u+1)/2. Значит, u−1 или
(u + 1)/2 делится на 2(q4 + 1). С другой стороны, из леммы 3.2 вытекает, что
2(q4+1) ∈ µ(L). Таким образом, u−1 = 2(q4+1) или (u+1)/2 = 2(q4+1), откуда
u = 2q4 + 3 или u = 4q4 + 3, что невозможно, так как u = 3m. Следовательно,
одно из чисел r8(q) и r3(q), скажем r, делит |K| или |G/S|. Пусть r ∈ π(K). От-
метим, что 8r 6∈ ω(L). С другой стороны, 16 ∈ ω(L), и, значит, 8 ∈ ω(K). Пусть
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H — {2, r}-холлова подгруппа группы K. Тогда G = KNG(H), и в NG(H)
есть элемент порядка r5(q). Этот элемент действует на H без неподвижных
точек, значит, H нильпотентна и 8r ∈ ω(K); противоречие. Следовательно,
r ∈ π(G/S), и приходим к противоречию так же, как в предыдущем абзаце.

Пусть L = Oε
10(q), где q > 2. Коклика наибольшего размера в GK(L) —

это объединение множества {r5(εq), r8(q), r3(εq)} с {r4(q)} или {r6(εq)}. При
этом k8(q) и k5(εq) взаимно просты с |K||G/S|. Применяя лемму 4.1 к k8(q),
получаем, что любое число r ∈ π(G/S) смежно с r8(q) в GK(L), следовательно,
π(G/S) ⊆ R1(−εq). Предположим, что k4(q)k6(εq) взаимно просто с |K|. Тогда
r4(q)r6(εq) делит либо u− 1, либо (u+1)/2 и, значит, 2r4(q)r6(εq) ∈ ω(S) \ω(L);
противоречие. Таким образом, одно из чисел r4(q) и r6(εq), скажем r, делит
|K|. Тогда k3(εq) взаимно просто с |K|, поэтому r3(εq) делит либо u − 1, либо
(u+ 1)/2, при этом r5(εq) делит u+

√
3u+ 1 или u−

√
3u+ 1. В любом случае

у r3(εq) и r5(εq) нет общих соседей в GK(S). С другой стороны, r1(εq)r3(εq) и
r1(εq)r5(εq) лежат в ω(G). Значит, r1(εq) ∈ π(K). Наконец, 4 ∈ ω(K), так как
8 ∈ ω(L). Рассматривая {2, r, r1(εq)}-холлову подгруппу группы K и действуя
на ней элементом порядка r8(q), получаем, что 4rr1(εq) ∈ ω(G) \ ω(L).

Пусть, наконец, L = O−
14(2). Тогда 43 ∈ π(S) ⊆ {2, . . . , 43}. Согласно [41,

табл. 1] ни одна из групп 2G2(u) этому условию не удовлетворяет. �

По предложениям 1 и 2 группа S не может быть группой лиева типа над
полем нечетной характеристики, следовательно, S ' L. Тогда K = 1 по [43,
теорема 1.1] и, значит, с точностью до изоморфизма L ≤ G ≤ AutL. Из [9]
заключаем, что G ' L. Таким образом, группа L распознаваема по спектру, и
теорема доказана.
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