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Аннотация. Представлены «проницаемые» краевые условия потенциала для опе-
ратора Лапласа — Бельтрами, рассматриваемого в области � на поверхности еди-
ничной сферы S в R3. Проницаемость краевых условий означает, что решение кра-
евой задачи в � должно совпадать с решением уравнения Лапласа — Бельтрами,
рассматриваемого на всей сфере без краевых условий.
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Введение. Начнем с описания соответствующей физической проблемы и
обозначений. Затем рассмотрим аналог ньютоновского потенциала для опера-
тора Лапласа — Бельтрами на сфере. Нашей целью является нахождение «про-
ницаемых» краевых условий потенциала для оператора Лапласа — Бельтрами
на поверхности единичной сферы S в R3.

Работа частично мотивирована исследованиями о движении точечных вих-
рей на сфере с непроницаемой границей (с граничным условиям Дирихле). Ки-
дамби и Ньютон [1] рассматривали подобную задачу методом изображений.
Крауди [2–4] также исследовал движение точечных вихрей на сфере. Он ис-
пользовал конформное отображение в комплексную плоскость для изучения
движения вихря на сфере. В [5] Гемрих и др. изучали похожую модельную
задачу, для которой могут быть применимы методы из [1, 4]. В этой работе мы
используем методы граничного интегрального уравнения в поисках «проницае-
мого» краевого условия для уравнения Лапласа — Бельтрами.

Физические предпосылки и обозначения. Подчеркнем известные фи-
зические свойства феномена движения вихря в несжимаемой жидкости на по-
верхности единичной сферы S. Рассмотрим ограниченную вихревую область,
обозначая ее через � ⊆ S, с односвязной границей γ. Пусть �1 — остальная
часть поверхность сферы S\�, на которой функция вихря ω равна нулю.

Имеет место следующее соотношение между функцией тока ψ и функцией
вихря ω:

−�Sψ(x) = ω(x) ∀x ∈ �, (1)
где �S — оператор Лапласа — Бельтрами и функция вихря должна удовлетво-
рять условию ограниченности Гаусса∫

�

ω dx = 0. (2)
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Мы ищем решение уравнения (1) в виде, аналогичном ньютоновскому по-
тенциалу

ψ(x) =
∫
�

ε(x, y)ω(y) dy. (3)

Это напоминает задачи, возникающие в процессе нахождения решения задачи
на сфере в области без краевых условий [6, 7].

В работах [8, 9] мы нашли граничные условия ньютоновского потенциала и
показали некоторые применения в спектральной теории. Аналогичные методы
использованы в [10, 11].

В этой работе нашей целью является нахождение корректной краевой за-
дачи для оператора Лапласа — Бельтрами в �, которая имеет единственное
решение в виде потенциала (3) — функции тока для вихревого движения. Гра-
ничное условие должно быть таким, что функция тока, приходящая на границу
области, должна проходить через нее без какого-либо изменения.

Дополнительно требуем от функции вихря выполнения следующего мате-
матического условия: ∫

�

uω dy = 0. (4)

где u =
∫
�

1
2π ln |x− y| dy.

Если �1 вырожденная, т. е. площадь �1 равна нулю, то � ≡ S и

u =
∫
S

1
2π

ln |x− y| dy = 0

и условие (4) отпадает, т. е. на поверхности всей сферы физические свойства
задачи сохраняются.

Точка на сфере S может быть представлена в терминах сферических углов:

x(ϕ, θ) =

 cosϕ sin θ
sinϕ sin θ

cos θ

 ∈ S, ϕ ∈ [0, 2π), θ ∈ [0, π].

В сферических координатах оператор Лапласа — Бельтрами �S определяется
так:

�Sψ(x) =
[

1
sin2 θ

∂2

∂ϕ2 +
1

sin θ
∂

∂θ

(
sin θ

∂

∂θ

)]
ψ(x(ϕ, θ)). (5)

Напомним некоторые тождества на сфере. Пусть er, eθ, eϕ — единичные
векторы в сферических координатах. Градиент f на S можем определить как

∇Sf(x) =
1

sin θ
∂f

∂ϕ
eϕ +

∂f

∂θ
eθ.

Определим (см. [5])

curlSf(x) = −∂f
∂θ
eϕ +

1
sin θ

∂f

∂ϕ
eθ.

Рассмотрим замкнутую гладкую кривую γ на S, которая делит S на две части:
� и �1, так что γ — граница �.
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Рассмотрим аналог ньютоновского потенциала для оператора Лапласа —
Бельтрами

ψ(x) =
∫
�

ε(x, y)ω(y) dy, ω ∈ L2(�). (6)

Учитывая условия ограниченности Гаусса (2), в соответствии c физическим
смыслом в [6] выбираем ядро потенциала в виде

ε(x, y) = − 1
4π

log |1− 〈x, y〉| = − 1
4π

log |1− cos(ϕ− ϕy) sin θ sin θy − cos θ cos θy|,

которое удовлетворяет уравнению

−�Sε(x, y) = δ(x− y)− 1
4π

для x = x(ϕ, θ), y = y(ϕy, θy) ∈ S, (ϕ, θ) 6= (ϕy, θy). Следовательно, как в
теории потенциалов для уравнения Лапласа, можем определить следующие два
потенциала.

Определение 1. Потенциалом простого слоя с гладкой функцией плот-
ности σ называется слабо сингулярный линейный интеграл:

(V σ)(x) := α

∫
γ

ε(x, y)curlSσ(y)t(y) dsy, x /∈ γ, (7)

где t(y) — единичный касательный вектор к γ в точке y.
Определение 2. Потенциалом двойного слоя с гладкой функцией плот-

ности µ называется сингулярный линейный интеграл

(Wµ)(x) := α

∫
γ

µ(y)curlSε(x, y)t(y) dsy, x /∈ γ, (8)

где t(y) — единичный касательный вектор к γ в точке y.
Согласно классической теории потенциала любое решение уравнения Ла-

пласа — Бельтрами может быть записано в виде суммы потенциалов (6)–(8).
Однако для достижения цели этой работы мы используем потенциалы простого
и двойного слоя для выражения краевого условия потенциала (6) на γ.

Потенциал простого слоя (7) как слабо сингулярный линейный интеграл
непрерывен вдоль γ, и, как в случае потенциала двойного слоя для уравне-
ния Лапласа, потенциал (8) имеет скачок на γ. Доказательство проводится
аналогично случаю уравнения Лапласа методом изоляции сингулярных точек.
Доказательства этих свойств потенциалов читатель может найти в работе [5].

Основной результат и доказательство. Основным результатом этой
работы является

Теорема. Пусть выполнены предположения (2), (4) и ω — произвольная
функция класса L2(�). Тогда потенциал (6) удовлетворяет граничному условию

−ψ(x)
2

+
∫
γ

ψ(y)curlSε(x, y)t(y) dsy−
∫
γ

ε(x, y)curlSψ(y)t(y) dsy = 0, x ∈ γ. (9)

Обратно, если функция ψ ∈W 2
2 (�) удовлетворяет уравнению

−�Sψ(x) = ω(x) ∀x ∈ � ⊂ S (10)
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и граничному условию (9), то она определяет потенциал (6), т. е.

ψ(x) =
∫
�

ε(x, y)ω(y) dy, x ∈ �.

Замечание 1. Как известно, неоднородное уравнение Лапласа — Бель-
трами (10), рассматриваемое на всей поверхности сферы S, имеет единственное
решение без привлечения краевых условий. Нами рассматривается уравнение
Лапласа — Бельтрами в области � на поверхности единичной сферы S в R3.
Краевые условия (9) на границе γ таковы, что, во-первых, решение задачи внут-
ри области � существует и единственно, а во-вторых, это решение совпадает с
решением уравнения Лапласа — Бельтрами, рассматриваемого на всей сфере
без краевых условий. Поэтому краевое условие (9) для уравнения Лапласа —
Бельтрами (9) мы называем проницаемым краевым условием.

Доказательство теоремы. Предполагая сначала, что ψ принадлежит
C2(�) ∩ C1(� ∪ γ), непосредственным вычислением при любом x ∈ � находим

ψ(x) =
∫
�

ε(x, y)ω(y) dy =
∫
�

ε(x, y)(−�sψ(y)) dy

=
∫
�

ψ(y)(−�sε(x, y)) dy +
∫
γ

ψ(y)curlSε(x, y)t(y) dsy

−
∫
γ

ε(x, y)curlSψ(y)t(y) dsy

= ψ(x)− 1
4π

∫
�

ψ(y) dy +
∫
γ

ψ(y)curlSε(x, y)t(y) dsy

−
∫
γ

ε(x, y)curlSψ(y)t(y) dsy,

где t(y) — единичный касательный вектор к γ в точке y. Отсюда

0 = − 1
4π

∫
�

ψ(y) dy +
∫
γ

ψ(y)curlSε(x, y)t(y) dsy−
∫
γ

ε(x, y)curlSψ(y)t(y) dsy.

(11)
Учитывая условия ограниченности Гаусса (2) и (4), вычислим∫

�

ψ(y) dy =
∫
�

∫
�

ε(y, x)ω(x) dxdy. (12)

Перейдем к физическим сферическим координатам:

x(ϕ, θ) = (x1, x2, x3) = (cosϕ sin θ, sinϕ sin θ, cos θ),

y(ϕ, θ) = (y1, y2, y3) = (cosϕy sin θy, y2 := sinϕy sin θy, cos θy),
ϕ, ϕy ∈ [0, 2π), θ, θy ∈ [0, π].

Имеем |y − x|2 = 2(1 − 〈y, x〉), где 〈y, x〉 = cos(ϕ− ϕy) sin θ sin θy + cos θ cos θy.
Следовательно,

− 1
2π

log |y − x|= − 1
4π

(log(1−〈y, x〉)+ log 2),
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т. е.
ε(y, x) =

1
4π

log 2− 1
2π

log|y − x|, y, x ∈ S.

Подставим последнее выражение в (12):∫
�

ψ(y) dy =
∫
�

∫
�

(
1
4π

log 2− 1
2π

log |y − x|
)
ω(x) dxdy.

Учитывая условия ограниченности Гаусса (2) и (4), получим∫
�

ψ(y) dy= 0. (13)

Тем самым из (11) находим∫
γ

ψ(y)curlSε(x, y)t(y) dsy −
∫
γ

ε(x, y)curlSψ(y)t(y) dsy= 0, x ∈ �. (14)

Используя свойства потенциала простого и двойного слоя [6], из (14) при � 3
x→ γ находим

−ψ(x)
2

+
∫
γ

ψ(y)curlSε(x, y)t(y) dsy−
∫
γ

ε(x, y)curlSψ(y)t(y) dsy= 0, x ∈ γ. (15)

Предельным переходом несложно показать, что формула (15) остается спра-
ведливой для всех ψ ∈W 2

2 (�).
Таким образом, объемный потенциал (6) удовлетворяет граничному усло-

вию (9).
Обратно, покажем, что если функция ψ1 ∈ W 2

2 (�) удовлетворяет уравне-
нию

−�Sψ1(x) = ω(x) ∀x ∈ � (16)

и граничному условию

−ψ1(x)
2

+
∫
γ

ψ1(y)curlSε(x, y)t(y) dsy −
∫
γ

ε(x, y)curlSψ1(y)t(y) dsy= 0, x ∈ γ,

(17)
то она совпадает с потенциалом (6).

Действительно, если не так, то функция � = ψ−ψ1 ∈ W 2
2 (�), где ψ — по-

тенциал (6), удовлетворяет однородному уравнению

�S�(x) = 0, x ∈ �, (18)

−�(x)
2

+
∫
γ

�(y)curlSε(x, y)t(y) dsy −
∫
γ

ε(x, y)curlS�(y)t(µy) dsy = 0, x ∈ γ.

(19)
Сохраняя гладкость, продолжим функцию � на всю поверхность S, т. е.

�S�̃(x) = 0, x ∈ S (20)

и � ≡ �̃, x ∈ �∪ γ. Известно, что решением уравнения (20) может быть только
константа, т. е.

� = const, x ∈ � ∪ γ.
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С учетом (19) получим, что � = 0, x ∈ γ, а так как она везде постоянна,

� = 0, x ∈ � ∪ γ, (21)

т. е. ψ1 ≡ ψ совпадает с объемным потенциалом. Теорема доказана.
Замечание 2. Из теоремы следует, что ядро

ε(x, y) = − 1
4π

log |1− 〈x, y〉|

является функцией Грина краевой задачи (9), (10) в произвольной гладкой об-
ласти � на S.
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