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Введение

В работе исследован класс поверхностей-графиков над трехмерными груп-
пами Ли с субримановой структурой, представимыми в виде трехмерных про-
странств Карно — Каратеодори с достаточно гладкими векторными полями.
Основной результат статьи — описание дифференциальных свойств отображе-
ний-графиков и формула площади для поверхностей-графиков.

Исследование параметризованных поверхностей в субримановой геометрии
является трудной и малоизученной проблемой. Одним из примеров таких по-
верхностей является график отображения (или его более общие аналоги). Слож-
ность задачи состоит в том, что из-за особенностей неголономной структуры
отображение-«график» липшицева в субримановом смысле отображения в об-
щем случае не является регулярным, следовательно, известные теоремы об ап-
проксимации отображением с «удобными» свойствами (иными словами, субри-
мановым дифференциалом [1]) и вычислении площади неприменимы. Кроме
того, в данной работе в прообразе и образе отображения-графика нет группо-
вой структуры (в отличие от [2], где получены базовые свойства графиков над
группами Карно), что не позволяет, во-первых, использовать групповую опе-
рацию и, во-вторых, требует тонких исследований характера аппроксимации
как структур локальными группами Карно, так и самой поверхности-графика
адекватными «регулярными» структурами. Изучение «графиков» отображе-
ний актуально, в частности, для развития теории минимальных поверхностей
на неголономных структурах, имеющей приложения для решения разнообраз-
ных практических задач. Самой известной из них является построение моделей
визуализации [3–5].

Некоторые свойства параметризованных поверхностей на группах Гейзен-
берга получены в [6, 7]. На группах Карно авторы работы [8] исследовали спо-
собы параметризации и основные свойства некоторых классов поверхностей и
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доказали формулу площади. В [9–11] обобщены некоторые результаты рабо-
ты [8]. В частности, в [9] вычислена субриманова хаусдорфова размерность и
доказана формула площади для одномерных поверхностей уровня на группах
Гейзенберга функций ϕ : H1 → R2, а в [11] получена субриманова хаусдорфова
размерность и выведена формула площади для одномерных поверхностей уров-
ня на пространствах Карно — Каратеодори. В [10] формула площади доказана
для поверхностей уровня коразмерности 1 на группах Карно. Статья [2] содер-
жит решение новой задачи для класса графиков липшицевых (относительно
субримановых метрик) отображений, определенных на группах Карно. В част-
ности, в ней изучены свойства минимальных поверхностей, которые могут быть
графиками в D×R, где D — область в группе Карно G, липшицевых отображе-
ний ϕ : D → R. Подчеркнем, что трехмерные группы Ли с левоинвариантной
субримановой структурой в общем случае не являются группами Карно. Tакие
структуры полностью классифицированы и описаны в [12].

Отсутствие структуры группы Карно является принципиальным отличи-
ем задачи, решаемой в данной работе, от всех рассмотренных ранее. Из-за
отсутствия групповой операции мы не всегда можем вычислять координаты
одной точки относительно другой; кроме того, при выводе формулы площа-
ди требуется тонкий анализ аппроксимируемости поверхности-образа графика
регулярными поверхностями, который не требовался для случая отображений
групп Карно. Следовательно, методы, развитые в [2], к решаемой задаче либо
неприменимы, либо требуют глубокой модернизации.

Для упрощения технических деталей мы рассматриваем графики отобра-
жений трехмерных многообразий Карно, принадлежащих классу C1

H , т. е. про-
изводные которых вдоль горизонтальных векторных полей непрерывны. Этот
класс является субримановым аналогом класса C1. Однако для отображений
класса C1

H производные вдоль полей степени, большей единицы, могут не суще-
ствовать, поэтому методы исследования классических отображений класса C1

в субримановом случае использовать нельзя.

1. Предварительные сведения

Определение 1 ([13], ср. [14–16]). Фиксируем связное риманово C∞-много-
образие M топологической размерности N . Многообразие M называется про-
странством Карно — Каратеодори, если в касательном расслоении TM суще-
ствует фильтрация HM = H1M ( . . . ( HiM ( . . . ( HMM = TM подрасслое-
ниями такая, что для каждой точки p ∈ M найдется окрестность U ⊂ M, U 3 p,
с набором C1-гладких базисных полей X1, . . . , XN , обладающих следующими
свойствами.

1. Во всякой точке v ∈ U подпространство

HiM(v) = Hi(v) = span{X1(v), . . . , XdimHi(v)} ⊂ TvM

имеет размерность dimHi независимо от v, i = 1, . . . ,M .
2. Справедливы включения [Hi,Hj ] ⊂ Hi+j , i, j = 1, . . . ,M − 1, i+ j ≤M .
Пространство M называется многообразием Карно, если в дополнение к

свойствам 1, 2 выполнено свойство
3. Hj+1 = span{Hj , [H1,Hj ], [H2,Hj−1], . . . , [Hk,Hj+1−k]}, где k =

[ j+1
2

]
,

j = 1, . . . ,M − 1.
Подрасслоение HM называется горизонтальным, число M — глубиной M.
Степень поля degXk равна min{m | Xk ∈ Hm}, k = 1, . . . , N .
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Замечание 2. Из условия 2 определения 1 следует, что

[Xi, Xj ](v) =
∑

k: degXk≤degXi+degXj

cijk(v)Xk(v), v ∈ U , i, j = 1, . . . , N. (1)

Описание 3. Мы исследуем поверхности-графики над пространствами
Карно — Каратеодори M глубины M = 2, размерности N = 3 с базисными
полями {X1, X2, X4}, горизонтальное подрасслоение которых состоит из двух
векторных полей X1 и X2. Мы изучаем модельный случай и считаем, что эти
поля достаточно гладкие, и полагаем без ограничения общности, что M совпада-
ет как множество точек с R3. Иными словами, рассмотрения носят локальный
характер.

Предположим, что M ⊂ M̃, где M̃ — пространство Карно — Каратеодори
размерности 4 с достаточно гладкими базисными полями {X1, X2, X3, X4}, при-
чем M̃ совпадает с R4 как множество точек, поля X1, X2 и X3 горизонтальны,
причем поле X3 таково, что

1) [X3, X4] = 0 всюду на M̃;
2) [X3, [X1, X3]] = 0 и [X3, [X2, X3]] = 0 всюду на M̃.
Одним из простейших примеров таких пространств M и M̃ является случай,

когда поля X1, X2, X4 зависят только от переменных x1, x2, x4 на M, а поле X3

совпадает с ∂x3 . Еще один пример — случай, когда M̃ является двуступенчатой
группой Карно с горизонтальными векторными полями X1, X2, X3.

Приведем более сложный
Пример 4. Пусть поле X3 зависит только от переменной x3, т. е. имеет

вид X3 = a33(x3)∂x3 , а поля X1, X2 и X4 на M зависят только от x1, x2 и x4.
Продолжим поля X1 и X2 с M на M̃ следующим образом: если

Xi(x1, x2, x4) = ai1(x1, x2, x4)∂x1 + ai2(x1, x2, x4)∂x2 + ai4(x1, x2, x4)∂x4 ,

то положим

Xi(x1, x2, x3, x4) = ai1(x1, x2, x4)ki1(x3)∂x1

+ ai2(x1, x2, x4)ki2(x3)∂x2 + ai4(x1, x2, x4)ki4(x3)∂x4 ,

где величины a33(x3)
dkij(x3)
dx3

не зависят от x3, i = 1, 2, j = 1, 2, 4, а поле X4 оста-
вим без изменений. Тогда получим [X3, X4] = 0; коммутаторы [X1, X3] и [X2, X3]
не будут зависеть от переменной x3 (но в общем случае не будут нулевыми), по-
этому всюду на M̃ будет справедливо [X3, [X1, X3]] = 0 и [X3, [X2, X3]] = 0.

Введем понятие графика отображения.
Определение 5. Пусть ϕ : M → R. Определим отображение-график ϕ� :

M → M̃ следующим образом:

M 3 x 7→ exp
(
ϕ(x)X3

)
(x).

Предположение 6. Предполагаем, что ϕ принадлежит классу C1
H , т. е.

горизонтальные производные X1ϕ и X2ϕ отображения ϕ непрерывны. Кроме
того, базисные поля таковы, что все значения экспоненциальных отображений,
используемых в статье, определены корректно. Отметим, что в этом случае не
требуется глобальной определенности таких отображений, а область допусти-
мых значений параметра t при определении соответствующей однопараметри-
ческой группы диффеоморфизмов определяется значениями ϕ(x), x ∈ M.

Далее нам понадобятся следующие определения и результаты.
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Определение 7. Пусть M — произвольное пространство Карно — Кара-
теодори топологической размерности N с базисными полями {Xi}Ni=1, u, v ∈ M,

и v = exp
(

N∑
i=1

viXi

)
(u). Набор (v1, . . . , vN ) называется координатами первого

рода точки v относительно u. Отображение, определенное при фиксированной
точке u как

(v1, . . . , vN ) 7→ exp

(
N∑
i=1

viXi

)
(u),

при условии, что правая часть имеет смысл, будем обозначать символом θu.
Замечание 8. Отображение θu используется для локальных рассуждений

и достаточно малых значений (v1, . . . , vN ), поэтому можно считать, что оно
всегда корректно определено.

Теорема 9 [16]. Пусть M — пространство Карно — Каратеодори, базис-
ные векторные поля которого принадлежат классу C1. Фиксируем u ∈ M. Ко-
эффициенты {cijk(u) | i, j, k : degXi + degXj = degXk} из соотношения (1)
определяют структуру нильпотентной градуированной алгебры Ли.

Алгебра Ли из теоремы 9 реализуется как набор полей
{(
X̂u
i

)′}N
i=1 в окрест-

ности нуля в RN таких, что
(
X̂u
i

)′(0) = ei, i = 1, . . . , N , и отображение

(x1, . . . , xN ) 7→ exp

(
N∑
i=1

xi
(
X̂u
i

)′)
тождественно. На соответствующей этой алгебре Ли группе Ли вводится груп-
повая операция таким образом, что эти поля левоинвариантны относительно
нее. Далее, поля

{(
X̂u
i

)′}N
i=1 (и групповая операция) переносятся с помощью

отображения θu на окрестность точки u ∈ M таким образом, что θu является
(локальным) групповым изоморфизмом.

Определение 10. Окрестность точки u ∈ M пространства Карно — Кара-
теодори M с набором базисных векторных полей

{
X̂u
i

}N
i=1, где X̂u

i = Dθu
〈(
X̂u
i

)′〉,
i = 1, . . . , N , и (локальной) групповой операцией называется локальной одно-
родной группой к M в точке u и обозначается символом G uM.

В статье будем использовать следующую функцию для измерения рассто-
яний.

Определение 11. Пусть M — произвольное пространство Карно — Кара-

теодори с базисными полями {Xi}Ni=1, w, v ∈ M, и v = exp
(

N∑
i=1

viXi

)
(w). Тогда

d∞(w, v) = max
i=1,... ,N

{|vi|
1

degXi }.

Значение du∞(w, v) определяется аналогично с использованием базиса
{
X̂u
i

}N
i=1

вместо {Xi}Ni=1.
Известно (см., например, [14, 17]), что d∞ является квазиметрикой, т. е.

локально верно обобщенное неравенство треугольника: для всякой точки p ∈ M
существуют окрестность U 3 p, U b M, и константа c = c(U) такие, что для
произвольных точек u, v, w ∈ U верно

d∞(u, v) ≤ c(d∞(u,w) + d∞(w, v)).
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Напомним понятие субримановой дифференцируемости, или hc-дифферен-
цируемости.

Определение 12 [1]. Отображение ϕ : U → L̃, U ⊂ L, где L и L̃ — про-
извольные пространства Карно — Каратеодори, hc-дифференцируемо в точке
x ∈ U , если существует горизонтальный гомоморфизм Lx : G xL → G ϕ(x)L̃
локальных однородных групп Карно такой, что

d∞(ϕ(w),Lx〈w〉) = o(d∞(x,w)), U 3 w → x.

hc-Дифференциал Lx в точке x обозначается символом D̂ϕ(x).

Теорема 13 [1]. Пусть L — многообразие Карно, D ⊂ L — открытое мно-
жество, L̃ — пространство Карно — Каратеодори и ϕ ∈ C1

H(D, L̃). Тогда ϕ
непрерывно hc-дифференцируемо всюду на D.

2. Основные результаты

Введем понятие полиномиальной hc-дифференцируемости, обобщающее для
случая трехмерных групп определение, данное в [2].

Определение 14. Пусть L, L̃ — произвольные пространства Карно — Ка-
ратеодори, E ⊂ L, ϕ : E → L̃, а функция d̃ : ϕ(E) × L̃ → R+ является квази-
метрикой. Отображение ϕ полиномиально hc-дифференцируемо в точке x ∈ E
относительно d̃, если существует отображение локальных однородных групп
Lx : G xL → G ϕ(x)L̃ такое, что

1) d̃(ϕ(w),Lx〈w〉) = o(d∞(x,w)), E 3 w → x, w = exp
(

N∑
j=1

wiXi

)
(x);

2)Lx(w) = θϕ(x)◦Lx◦θ−1
x (w); Lx — оператор с полиномиальными по {wi}Ni=1

коэффициентами.
Сформулируем и докажем первый результат исследования.

Теорема 15. Пусть D ⊂ M — открытое множество и ϕ ∈ C1
H(D,R). Тогда

в условиях описания 3 отображение-график ϕ� : M → M̃ непрерывно полино-
миально hc-дифференцируемо всюду.

Доказательство. Пусть x, y ∈ D, y = exp
(

4∑
i=1

yiXi

)
(x), y3 = 0 и d∞(x, y)

= ε. Выразим координаты точки ϕ� (y) относительно ϕ� (x). Так как базисные
поля достаточно гладкие, воспользуемся формулой Бейкера — Кэмпбелла —
Хаусдорфа. Поскольку

x = exp
(
−ϕ(x)X3

)
(ϕ� (x)) и y = exp

(
4∑
i=1

yiXi

)
(x),

в силу требований на поле X3 и его коммутаторы получаем

y = exp(Xϕ� (x),y)(ϕ� (x)),

где

Xϕ� (x),y =
4∑
i=1

yiXi − ϕ(x)X3 +
1
2

[
4∑
i=1

yiXi, ϕ(x)X3

]

+
1
12

[[
4∑
i=1

yiXi, ϕ(x)X3

]
,

4∑
i=1

yiXi

]
+O(ε3).
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Вывод последней оценки дословно повторяет доказательство теоремы 15.4.1 из
[18] с учетом того, что все коммутаторы из пяти и более полей, содержащие ме-

нее трех раз поле
4∑
i=1

yiXi, нулевые. Кроме того, из тождества Якоби, приме-

ненного к полям X3,
4∑
i=1

yiXi и
[

4∑
i=1

yiXi, ϕ(x)X3

]
, следует, что[

X,

[
4∑
i=1

yiXi,

[
4∑
i=1

yiXi, ϕ(x)X3

]]]
= 0.

Преобразуем коммутаторы с учетом условий на X3:[
4∑
i=1

yiXi, ϕ(x)X3

]
=

2∑
i=1

yiϕ(x)[Xi, X3] = ϕ(x)
2∑
i=1

4∑
j=1

yici3jXj

=
4∑

j=1

ϕ(x)(y1c13j + y2c23j)Xj ;

[[
4∑
i=1

yiXi, ϕ(x)X3

]
,

4∑
i=1

yiXi

]
=

[
4∑

j=1

ϕ(x)(y1c13j + y2c23j)Xj ,
4∑
i=1

yiXi

]

=
4∑

i,j=1

ϕ(x)yi(y1c13j + y2c23j)[Xj , Xi]−
4∑

i,j=1

yiϕ(x)(Xi(y1c13j + y2c23j))Xj

= ϕ(x)
4∑

m,i,j=1

yicjim(y1c13j + y2c23j)Xm

− ϕ(x)
4∑

m=1

(
4∑
i=1

yi(Xi(y1c13m + y2c23m))

)
Xm

= ϕ(x)
4∑

m=1

(
4∑

i,j=1

yicjim(y1c13j + y2c23j)− yi(Xi(y1c13m + y2c23m))

)
Xm.

Заметим, что
4∑

i,j=1

yicjim(y1c13j + y2c23j)− yi(Xi(y1c13m + y2c23m))

=
2∑
i=1

(
4∑

j=1

yicjim(y1c13j + y2c23j)− yi(Xi(y1c13m + y2c23m))

)
+O(ε3).

Таким образом,

Xϕ� (x),y =
4∑
i=1

yiXi − ϕ(x)X3 + ϕ(x)
4∑

m=1

amXm +O(ε3), (2)

где

am =
1
2
(y1c13m + y2c23m)

+
1
12

2∑
i=1

(
4∑

j=1

yicjim(y1c13j + y2c23j)− yi(Xi(y1c13m + y2c23m))

)
. (3)
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Аналогично предыдущему случаю применим формулу Бейкера — Кэмпбелла —
Хаусдорфа и схему доказательства теоремы 15.4.1 из [18] к полям Xϕ� (x),y
и ϕ(y)X3. Получим

ϕ� (y) = exp
(
Xϕ� (x),ϕ� (y)

)
(ϕ� (x)),

где с учетом тождества Якоби для полей X3, Xϕ� (x),y и [X3, Xϕ� (x),y] имеем

Xϕ� (x),ϕ� (y) = Xϕ� (x),y + ϕ(y)X3 +
1
2
[Xϕ� (x),y, ϕ(y)X3]

+
1
12

[Xϕ� (x),y, [Xϕ� (x),y, ϕ(y)X3]] +O(ε3)

= (ϕ(y)− ϕ(x))X3 +
4∑
i=1

yiXi + ϕ(x)
4∑

m=1

amXm +
1
2
[Xϕ� (x),y, ϕ(y)X3]

+
1
12

[Xϕ� (x),y, [Xϕ� (x),y, ϕ(y)X3]] +O(ε3).

Учитывая (2), выводим

1
2
[Xϕ� (x),y, ϕ(y)X3]−

1
12

[[Xϕ� (x),y, ϕ(y)X3], Xϕ� (x),y]

= ϕ(y)
4∑

m=1

ãmXm +
ϕ(x)ϕ(y)

2

[
4∑

m=1

amXm, X3

]

− ϕ(x)ϕ(y)
12

[[
4∑

m=1

amXm, X3

]
, Xϕ� (x),y

]

− ϕ(x)ϕ(y)
12

[[
2∑
i=1

yiXi, X3

]
,

4∑
m=1

amXm

]
+O(ε3),

где ãm = 1
2 (y1c13m + y2c23m)− 1

12

2∑
i=1

(
4∑

j=1
yicjim(y1c13j + y2c23j)− yi(Xi(y1c13m +

y2c23m))
)

. Так как ϕ липшицево, |ϕ(y)−ϕ(x)| = O(ε), поэтому из предположе-

ний на коммутаторы поля X3 и соотношения (3) вытекает

1
2
[Xϕ� (x),y, ϕ(y)X3]−

1
12

[[Xϕ� (x),y, ϕ(y)X3], Xϕ� (x),y]

= ϕ(y)
4∑

m=1

ãmXm +
ϕ(x)(ϕ(x) + D̂ϕ(x)〈y〉)

2

[
4∑

m=1

amXm, X3

]

− ϕ(x)2

12

[[
4∑

m=1

amXm, X3

]
, Xϕ� (x),y

]

− ϕ(x)2

12

[[
2∑
i=1

yiXi, X3

]
,

4∑
m=1

amXm

]
+ o(ε2).

Следовательно,

Xϕ� (x),ϕ� (y) = (ϕ(y)− ϕ(x))X3 +
4∑
i=1

yiXi + D̂ϕ(x)〈y〉
4∑

m=1

ãmXm
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+ ϕ(x)
4∑

m=1

(am + ãm)Xm

+
ϕ(x)(ϕ(x) + D̂ϕ(x)〈y〉)

2

[
4∑

m=1

amXm, X3

]

− ϕ(x)2

12

[[
4∑

m=1

amXm, X3

]
, Xϕ� (x),y

]

− ϕ(x)2

12

[[
2∑
i=1

yiXi, X3

]
,

4∑
m=1

amXm

]
+ o(ε2).

Заметим, что

D̂ϕ(x)〈y〉
4∑

m=1

ãmXm +
ϕ(x)D̂ϕ(x)〈y〉

2

[
4∑

m=1

amXm, X3

]

− ϕ(x)2

12

[[
4∑

m=1

amXm, X3

]
, Xϕ� (x),y

]

− ϕ(x)2

12

[[
2∑
i=1

yiXi, X3

]
,

4∑
m=1

amXm

]
=

4∑
k=1

bkXk,

где bk — полином степени 3 от y1 и y2, не содержащий первой и нулевой степеней,
поэтому |bk| = O(ε2), k = 1, . . . , 4. Отсюда получаем

Xϕ� (x),ϕ� (y) = (ϕ(y)− ϕ(x))X3 +
4∑
i=1

yiXi + ϕ(x)
4∑

m=1

(am + ãm)Xm

+
ϕ(x)2

2

[
4∑

m=1

amXm, X3

]
+

4∑
k=1

bkXk + o(ε2).

В силу соотношения (3) выводим

Xϕ� (x),ϕ� (y) = (ϕ(y)− ϕ(x))X3

+
4∑
i=1

yiXi + ϕ(x)
4∑

m=1

(y1c13m + y2c23m)Xm

+
ϕ(x)2

4

[
4∑

m=1

(y1c13m + y2c23m)Xm, X3

]
+

4∑
k=1

ckXk + o(ε2),

где ck — полином степени 3 от y1 и y2, не содержащий первой и нулевой степеней,
поэтому |ck| = O(ε2), k = 1, . . . , 4. Далее, имеем[

4∑
m=1

(y1c13m + y2c23m)Xm, X3

]
= [[y1X1 + y2X2, X3], X3] = 0.

Аналогично получаем
[ 4∑
m=1

amXm, X3

]
= 0, поэтому ck = bk, k = 1, . . . , 4. Из

полученных выражений видно, что при полях второй степени есть коэффици-
енты, сравнимые с ε, но не с ε2. Построим вспомогательный базис на M̃:

xX̃1 = X1 + ϕ(x)
4∑

m=1

c13mXm,
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xX̃2 = X2 + ϕ(x)
4∑

m=1

c23mXm,

xX̃3 = X3,

xX̃4 = X4.

Тогда

Xϕ� (x),ϕ� (y) = (ϕ(y)− ϕ(x))(xX̃3) +
4∑
i=1

yi(xX̃i) +
4∑

k=1

b̃xk(
xX̃k) + o(ε2),

где для b̃xk на достаточно малой окрестности справедливы те же оценки, что и
для bk:

∣∣b̃xk∣∣ = O(ε2), k = 1, . . . , 4.
Для полей {xX̃k}4k=1 запишем соотношения вида (1) в точке ϕ� (x), при-

меним теорему 1 и получим набор полей
{
xX̂ϕ� (x)

k

}4
k=1, составляющих базис

нильпотентной градуированной алгебры Ли. Тогда в силу результатов в [19],
методов из [17] и того, что слагаемое o(ε2) не будет влиять на оценку, получаем

xd̂ϕ� (x)
∞

(
ϕ� (y), exp

(
(ϕ(y)− ϕ(x))

(
xX̂ϕ� (x)

3
)

+
4∑
i=1

yi
(
xX̂ϕ� (x)

i

)
+

4∑
k=1

b̃xk
(
xX̂ϕ� (x)

k

))
(ϕ� (x))

)
= o(d∞(x, y)),

где xd̂ϕ� (x)
∞ — квазиметрика d∞, построенная по базису

{
xX̂ϕ� (x)

k

}4
k=1. При за-

мене полиномов b̃xk полиномами b̂xk, где значения коэффициентов при y1 и y2

положены равными значениям соответствующих коэффициентов полиномов b̃xk
в точке ϕ� (x), оценка будет также равна o(d∞(x, y)) (достаточно применить
оценку на

∣∣b̃xk∣∣, непрерывность коэффициентов, оценку длины интегральной ли-
нии поля Xϕ� (x),ϕ� (y), которая сравнима с ε, и групповую операцию). Непо-
средственными вычислениями с помощью групповой операции проверяется, что
оценка расстояния xd̂ϕ� (x)

∞ не изменится, если вместо величины ϕ(y)−ϕ(x) рас-

смотреть D̂ϕ(x)〈y〉, а также не учитывать слагаемое
3∑

k=1
b̃xk
(
xX̂ϕ� (x)

k

)
. Применяя

локальную аппроксимационную теорему, получаем, что и

xd∞

(
ϕ� (y), exp

(
(D̂ϕ(x)〈y〉)

(
xX̂ϕ� (x)

3
)

+
4∑
i=1

yi
(
xX̂ϕ� (x)

i

)
+ b̂x4

(
xX̂ϕ� (x)

4
))

(ϕ� (x))

)
= o(d∞(x, y)),

где xd∞ — квазиметрика d∞, построенная по базису {xX̃k}4k=1. Таким обра-
зом, построили полиномиальный дифференциал D̂Pϕ(x), сопоставляющий в
нормальных координатах точке (y1, y2, y4) точку(

y1, y2, D̂ϕ(x)〈y〉, y4 + b̂x4
)
. (4)

Кроме того, величина o(1) на достаточно малых компактных окрестностях рав-
номерна, так как все величины o(1), встречающиеся в доказательстве (в форму-
ле Бейкера — Кэмпбелла — Хаусдорфа, определении hc-дифференцируемости,
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непрерывности структурных функций {cijk}i,j,k и результате о расхождении
кривых [19]), обладают таким свойством. Непрерывность полиномиального
дифференциала следует из непрерывности hc-дифференциала D̂ϕ, а также
структурных функций {cijk}i,j,k и их производных. Теорема доказана.

Таким образом, исходя из доказательства теоремы можно дать следующее
Определение 16. В условиях описания 3 для ϕ : M → R построим новый

базис на M̃ в окрестности точки ϕ� (x) следующим образом:

xX̃1 = X1 + ϕ(x)
4∑

m=1

c13mXm,

xX̃2 = X2 + ϕ(x)
4∑

m=1

c23mXm,

xX̃3 = X3,

xX̃4 = X4.

Набор {xX̃k}4k=1 называется адаптированным, или внутренним, базисом в точ-
ке ϕ� (x).

Напомним определение квазирасстояния в новом базисе.

Определение 17. Если y, z ∈ M̃ и y = exp
(

4∑
i=1

yk(xX̃k)
)

(z), то

xd∞(y, z) = max
k=1,... ,4

{|yk|
1

degXk }.

Если
{
xX̂s

k

}4
k=1 — базис алгебры Ли векторных полей, определенных значения-

ми структурных функций базиса {xX̃k}4k=1 в точке s, и w = exp
(

4∑
i=1

wk
(
xX̂s

k

))
(v),

то
xd̂s∞(w, v) = max

k=1,... ,4
{|wk|

1
degXk }.

Далее для вычисления площади поверхности-графика будем использовать
следующие квазиметрики, эквивалентные введенным в определении 17.

Определение 18. Если y, z ∈ M̃ и y = exp
(

4∑
i=1

yk(xX̃k)
)

(z), то

xd2(y, z) = max

{(
3∑

k=1

y2
k

) 1
2

, |y4|
1
2

}
.

Положим шар в квазиметрике dx2 равным

x Box2(y, r) = {z ∈ M̃ : xd2(y, z) < r}.

Если
{
xX̂s

k

}4
k=1 — базис алгебры Ли векторных полей, определенных зна-

чениями структурных функций базиса {xX̃k}4k=1 в точке s, и

w = exp

(
4∑
i=1

wk
(
xX̂s

k

))
(v),
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то

xd̂s2(w, v) = max

{(
3∑

k=1

w2
k

) 1
2

, |w4|
1
2

}
.

Положим шар в квазиметрике xd̂s2 равным

xB̂ox
s

2(w, r) =
{
v ∈ M̃ : xd̂s2(w, v) < r

}
.

Построим адаптированную внутреннюю меру, согласованную с этим бази-
сом.

Определение 19. В условиях описания 3 пусть D ⊂ M — открытое мно-
жество и ϕ : D → R. Определим значение адаптированной, или внутренней,
меры H 4

� для подмножеств поверхности-графика ϕ� (D) как

H
4
� (A) = 2ω2 lim

δ→0

{∑
i∈N

r4i :
⋃
i∈N

ϕ−1
� (xi)Box2(xi, ri) ⊃ A, xi ∈ A, ri < δ

}
,

где A ⊂ ϕ� (D), и точная нижняя грань берется по всем покрытиям множе-
ства A ⊂ ϕ� (D).

Следующий результат — формула площади для подсчета внутренней меры.

Теорема 20. Пусть M — многообразие Карно глубины M = 2 и размер-
ности N = 3 с гладкими базисными полями {X1, X2, X4}, горизонтальное под-
расслоение которого состоит из векторных полей X1 и X2. Пусть, кроме того,
M ⊂ M̃, где M̃ — пространство Карно — Каратеодори размерности 4 с доста-
точно гладкими базисными полями {X1, X2, X3, X4}, причем поля X1, X2 и X3
горизонтальны. Пусть поле X3 таково, что

1) [X3, X4] = 0 всюду на M̃;
2) [X3, [X1, X3]] = 0 и [X3, [X2, X3]] = 0 всюду на M̃.
Если ϕ : D → R — отображение открытого множества D ⊂ M класса C1

H ,
то для отображения-графика ϕ� справедлива следующая формула для вычис-
ления внутренней меры образа:∫

D

√
1 + 〈D̂ϕ(x), D̂ϕ(x)〉 dH 4(x) =

∫
ϕ� (D)

dH 4
� (y). (5)

Доказательство. Схема доказательства представляет собой модерниза-
цию вывода формулы площади для графиков над группами Карно из [2]. Опре-
делим функцию множества

� : A 7→H
4
� (ϕ� (A ∩D)).

Эта функция абсолютно непрерывна относительно меры на D, а также аддитив-
на на отдаленных шарах. Так как доказываем локальное свойство, достаточно
рассмотреть шары, находящиеся в окрестности U ∩D, U b M, на которой зна-
чение величины o(1) из определения полиномиальной hc-дифференцируемости
не превосходит заданного ε > 0. Рассмотрим два шара, лежащие в этой окрест-
ности. Пусть x, y — точки, принадлежащие разным шарам. Тогда при действии
отображения D̂Pϕ� (x) на них, учитывая выражение (4) и то, что b̂x4 — полином
конечной степени, получаем оценку

∣∣y4 + b̂x4
∣∣ < Kd∞(x, y), где величина K ко-

нечна и определяется коэффициентами в полиноме b̂x4 . Обратно, рассмотрим
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точки ϕ� (x) и ϕ� (y), лежащие в образах разных шаров, и выразим координаты
прообразов при отображении D̂Pϕ� (x) точек ϕ� (x) и D̂Pϕ� (x)〈y〉. Из выраже-
ния (4) видно, что оценка аналогична:

d2(x, y) ≤ K xd2(ϕ� (x), D̂Pϕ� (x)〈y〉).
Так как xd2-расстояние между ϕ� (y) и D̂Pϕ� (x)〈y〉 не превосходит εd2(x, y), в
силу обобщенного неравенства треугольника имеем

xd2(ϕ� (x), ϕ� (y)) ≥ K ′d2(x, y), (6)
поэтому образы отдаленных шаров будут находиться на положительном рас-
стоянии. Отсюда вытекает аддитивность � на отдаленных шарах.

Докажем теперь абсолютную непрерывность � относительно меры H 4 на
M. Рассмотрим снова окрестность U ∩D, на которой значение величины o(1)
из определения полиномиальной hc-дифференцируемости не превосходит за-
данного ε > 0. Абсолютная непрерывность будет следовать из условия на U ,
соотношения (4) и того, что b̂x4 — полином конечной степени переменных y1 и y2.
Действительно, в силу этих условий и обобщенного неравенства треугольника
справедливы соотношения xd2(ϕ� (x), D̂Pϕ� (x)〈y〉) ≤ L′d2(x, y) и

xd2(ϕ� (x), ϕ� (y)) ≤ Ld2(x, y). (7)
Осталось рассмотреть для произвольного множества нулевой меры на M по-
крытие из определения функции H 4

δ , затем каждый шар покрытия заменить
шаром, радиус которого увеличен в max{1, 1/L} раз, с центром в точке покры-
ваемого множества. Тогда их образы будут лежать в шарах, радиусы которых
сравнимы с радиусами шаров исходного покрытия. Это свойство обеспечивает
абсолютную непрерывность �.

Таким образом,

�(A) =
∫

D∩A

�′(x) dH 4(x).

Покажем, что

�′(x) =
√

1 + 〈D̂ϕ(x), D̂ϕ(x)〉
всюду на D. Для этого фиксируем точку x ∈ D и ε > 0 и рассмотрим окрест-
ность U b M, U 3 x, на которой величина из определения полиномиальной hc-
дифференциуемости не превосходит ε > 0. Пусть Box2(x, r) ⊂ U . Рассмотрим
его образ ϕ� (Box2(x, r)) и покрытие {xiBox2(ϕ� (xi), ri)}i∈N,ri<δ для некоторого
фиксированного δ > 0.

Заметим, что каждое отображение y 7→ D̂Pϕ� (xi)〈y〉, i ∈ N, является глад-
ким (но не контактным) отображением локальных однородных групп G xiM
и G ϕ� (xi)

xi M̃, где G ϕ� (xi)
xi M̃ — локальная группа Карно, построенная по бази-

су {xiX̃k}4k=1 в точке ϕ� (xi). Фиксируем точку xi и перейдем в нормальные
координаты относительно ϕ� (xi) (в базисе {xiX̃k}4k=1, см. [16]). Заметим [16],
что

xiBox2(ϕ� (xi), ri) = xiB̂ox
ϕ� (xi)
2 (ϕ� (xi), ri).

Тогда непосредственными рассуждениями получается, что в нормальных коор-

динатах мера множества D̂Pϕ� (xi)〈D〉∩xiB̂ox
ϕ� (xi)
2 (ϕ� (xi), ri) равна 2ω2r4i (см.,

например, [16]). Иными словами,

2ω2r
4
i =

H 3
(
D̂Pϕ� (xi)〈D〉 ∩ xiB̂ox

ϕ� (xi)
2 (ϕ� (xi), ri)

)
|xi g̃(ϕ� (xi))|

(1 + o(1)), (8)
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где символом xi g̃ обозначен риманов тензор в базисе {xiX̃k}4k=1, ограниченный
на D̂Pϕ� (xi)〈D〉, мера H 3 вычисляется в этом же базисе и o(1) → 0 при ri → 0
равномерно на U .

В силу справедливости соотношений вида (8) для всех i ∈ N и выражений
полей {xiX̃k}4k=1 через нильпотентизированные [19] имеем

2ω2
∑
i∈N

r4i = (1 + o(1))
∑
i∈N

H 3
i

(
D̂Pϕ� (xi)〈D〉 ∩ xiB̂ox

ϕ� (xi)
2 (ϕ� (xi), ri)

)
|xi g̃(ϕ� (xi))|

,

где мера H 3
i вычисляется в базисе

{
xiX̂ϕ� (xi)

k

}4
k=1, i ∈ N. Ввиду (4) якобиан

отображения y 7→ D̂Pϕ� (xi)〈y〉 в точке xi равен
√

1 + 〈D̂ϕ(xi), D̂ϕ(xi)〉 |
xi g̃(ϕ� (xi))|
|g(xi)| ,

поэтому

2ω2
∑
i∈N

r4i = (1 + o(1))

×
∑
i∈N

√
1 + 〈D̂ϕ(xi), D̂ϕ(xi)〉

Ĥ 3
xi

(
D̂Pϕ� (xi)−1

(
xiB̂ox

ϕ� (xi)
2 (ϕ� (xi), ri)

))
|g(xi)|

,

где мера Ĥ 3
xi вычисляется в базисе

{
X̂xi
k

}3
k=1. Так как полиномиальный hc-

дифференциал D̂Pϕ� (y) непрерывен по y ∈ D, в силу результатов из [19] правую
часть последнего соотношения можно представить в виде

(1 + o(1))
√

1 + 〈D̂ϕ(x), D̂ϕ(x)〉
∑
i∈N

Ĥ 3
xi

(
D̂Pϕ� (xi)−1

(
xiB̂ox

ϕ� (xi)
2 (ϕ� (xi), ri)

))
|g(xi)|

= (1+o(1))

√
1 + 〈D̂ϕ(x), D̂ϕ(x)〉

|g(x)|
∑
i∈N
H

3(D̂Pϕ� (xi)−1(xiB̂ox
ϕ� (xi)
2 (ϕ� (xi), ri)

))
,

где o(1) → 0 при ri → 0, i ∈ N. Таким образом, значение суммы
∑
i∈N

r4i близко к

точной нижней грани тогда и только тогда, когда значение∑
i∈N
H

3(D̂Pϕ� (xi)−1(xiB̂ox
ϕ� (xi)
2 (ϕ� (xi), ri)

))
близко к точной нижней грани. Покажем, что эта точная нижняя грань рав-
на H 3(Box2(x, r)) с точностью до множителя 1 + o(1), где o(1) → 0 при r → 0
равномерно на U .

Фиксируем i ∈ N и сравним прообразы D̂Pϕ� (xi)−1
(
xiB̂ox

ϕ� (xi)
2 (ϕ� (xi), ri)

)
и ϕ−1

�

(
xiB̂ox

ϕ� (xi)
2 (ϕ� (xi), ri)

)
. Пусть y ∈ ϕ−1

�

(
xiB̂ox

ϕ� (xi)
2 (ϕ� (xi), ri)

)
. В си-

лу (4)
xid2(ϕ� (y), D̂Pϕ� (xi)〈y〉) = o(d2(xi, y)).

Ввиду оценок (6), (7), которые верны и для ϕ� , и для D̂Pϕ� (xi), имеем d2(xi, y)
≤ 1

K′ ri. Тогда с учетом обобщенного неравенства треугольника получаем, что

y ∈ D̂Pϕ� (xi)−1(xiB̂ox
ϕ� (xi)
2 (ϕ� (xi), ri(1 + o(1)))

)
,

где o(1) → 0 при ri → 0.
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Пусть теперь

y ∈ D̂Pϕ� (xi)−1(xiB̂ox
ϕ� (xi)
2 (ϕ� (xi), ri)

)
(напомним, что o(1) из определения полиномиальной hc-дифференцируемости
не превосходит ε; предположим также без ограничения общности, что o(1)
из локальной аппроксимационной теоремы не превосходит ε). Покажем, что
xid∞(ϕ� (xi), ϕ� (y)) < ri с точностью до слагаемого O(ε) · ri. В силу обоб-
щенного неравенства треугольника на локальных группах и локальной аппрок-
симационной теоремы имеем xid2(ϕ� (xi), ϕ� (y)) ≤ xid2(ϕ� (xi), D̂Pϕ� (xi)〈y〉) +
C xid2(D̂Pϕ� (xi)〈y〉, ϕ� (y)) +L εri, где C — константа из обобщенного неравен-
ства треугольника, и L < ∞ зависит только от U b M. По выбору y вы-
полняется xid2(ϕ� (xi), D̂Pϕ� (xi)〈y〉) < ri. Кроме того, d2(xi, y) < 1

K′ ri и потому
xid2(D̂Pϕ� (xi)〈y〉, ϕ� (y)) ≤ ε 1

K′ ri. Следовательно, y ∈ ϕ−1
�

(
xiB̂ox

ϕ� (xi)
2 (ϕ� (xi), (1+

S ε)ri)
)
, где S <∞ зависит только от U b M.

Отсюда в силу непрерывности отображений D̂Pϕ� (xi), i ∈ N, вытекает, что
в сумме ∑

i∈N
H

3(D̂Pϕ� (xi)−1(xiB̂ox
ϕ� (xi)
2 (ϕ� (xi), ri))

)
каждое слагаемое

H
3(D̂Pϕ� (xi)−1(xiB̂ox

ϕ� (xi)
2 (ϕ� (xi), ri)

))
можно заменить на H 3

(
ϕ−1
� (xiBox2(ϕ� (xi), ri))

)
, i ∈ N.

Найдем точную нижнюю грань значений сумм∑
i∈N
H

3(ϕ−1
� (xiBox2(ϕ� (xi), ri))

)
. (9)

Так как шары {xiBox2(ϕ� (xi), ri)}i∈N покрывают множество ϕ� (Box2(x, r)), точ-
ная нижняя грань сумм (9) будет не меньше чем H 3(Box2(x, r)). Действитель-
но, в силу соотношений

D̂Pϕ� (xi)−1(xiB̂ox
ϕ� (xi)
2 (ϕ� (xi), (1− o(1))ri)

)
⊂ ϕ−1

� (xiBox2(ϕ� (xi), ri))

⊂ D̂Pϕ� (xi)−1(xiB̂ox
ϕ� (xi)
2 (ϕ� (xi), (1 + o(1))ri)

)
мера H 3 на «шарах» ϕ−1

� (xiBox2(ϕ� (xi), ri)) удовлетворяет условию удвоения.
Поэтому к ним применима теорема Витали [20, 21], т. е. можно выбрать счетный
дизъюнктный набор «шаров», покрывающий Box2(x, r) с точностью до множе-
ство нулевой меры. Для оставшегося множества нулевой меры, так как верны
соотношения (6) и (7), можно снова применить теорему Витали (к его покры-
тию) и найти набор шаров, покрывающий его, сумма мер которых не превос-
ходит некоторого малого τ > 0. Отсюда следует, что точная нижняя грань
сумм (9) равна H 3(Box2(x, r)). Тогда при δ → 0 получаем

H
4
� (ϕ� (Box2(x, r))) =

√
1 + 〈D̂ϕ(x), D̂ϕ(x)〉H

3(Box2(x, r))
|g(x)|

(1 + o(1))

=
√

1 + 〈D̂ϕ(x), D̂ϕ(x)〉H 4(Box2(x, r))(1 + o(1)),

где o(1) → 0 при r → 0 равномерно на U , g(x) — риманов тензор, и �′(x) =√
1 + 〈D̂ϕ(x), D̂ϕ(x)〉. Из этого соотношения следует [22, 23] формула площа-

ди (5). Теорема доказана.
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