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Аннотация. Пусть K — корневой класс групп. Доказано, что свободное произ-
ведениеK -группы A иK -аппроксимируемой группы B с объединенной подгруп-
пой, являющейся ретрактом в группе B, K -аппроксимируемо. Также получено
достаточное условие K -аппроксимируемости обобщенного свободного произведе-
ния двухK -аппроксимируемых групп, объединенная подгруппа которого является
ретрактом в одном из сомножителей.
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1. Введение

Пусть K — некоторый класс групп. Группа G называется аппроксимиру-
емой классом K (K -аппроксимируемой), если для любого неединичного эле-
мента g группы G существует гомоморфизм σ группы G на некоторую группу
из класса K такой, что образ элемента g относительно гомоморфизма σ от-
личен от 1. Если в качестве K взять класс всех конечных групп, то понятие
K -аппроксимируемости совпадает с наиболее изученным понятием финитной
аппроксимируемости. Мы же рассмотрим свойство аппроксимируемости корне-
выми классами групп.

Согласно Грюнбергу [1] содержащий хотя бы одну неединичную группу
класс групп K называется корневым, если выполняются следующие три усло-
вия.

1. Если группа X принадлежит классу K и Y — подгруппа группы X, то
группа Y также принадлежит классу K .

2. Прямое произведение любых двух групп из класса K принадлежит
классу K .

3. Если 1 6 Z 6 Y 6 X — субнормальный ряд группы X такой, что
фактор-группы X/Y и Y/Z принадлежат классу K , то в группе X существует
нормальная подгруппа T такая, что T ⊆ Z и фактор-группа X/T принадлежит
классу K .

Заметим, что в данном Грюнбергом определении корневого класса групп
второе условие вытекает из первого и третьего. Кроме того, данное определение
не позволяет легко разграничить корневые и некорневые классы групп. Более
простая характеризация корневых классов была дана в работе [2], где показано,
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что корневыми являются те и только те наследственные классы групп, кото-
рые замкнуты относительно декартовых сплетений. Что же касается корневых
классов, состоящих только из конечных групп, то для них известна еще более
понятная и легко проверяемая характеризация: класс конечных групп корне-
вой тогда и только тогда, когда он замкнут относительно взятия подгрупп и
расширений [3].

Отметим, что корневыми являются многие активно изучаемые классы
групп: класс всех периодических групп, конечных групп, конечных p-групп,
конечных π-групп, разрешимых групп, разрешимых групп без кручения. Име-
ет смысл упомянуть и тот факт, что пересечение любых двух корневых классов
групп снова корневой класс [2].

В той же работе [1] Грюнбергом установлено, что свободное произведение
произвольного семейства групп, аппроксимируемых корневым классом K , са-
мо являетсяK -аппроксимируемой группой тогда и только тогда, когда каждая
свободная группаK -аппроксимируема. Позже Д. Н. Азаров и Тьеджо [4] дока-
зали, что любая свободная группа аппроксимируется любым корневым классом,
что полностью положительно разрешило вопрос о K -аппроксимируемости сво-
бодного произведения K -аппроксимируемых групп.

Аппроксимируемость корневыми классами групп обобщенных свободных
произведений и HNN-расширений исследовалась в [2, 4–14]. Другие свойства
корневых классов групп изучались в [2, 3, 15, 16]. Во многих случаях удается
показать, что некоторое свойство конкретного корневого класса групп справед-
ливо не только для данного корневого класса, но и в более общей ситуации, а
иногда верно для всех корневых классов групп. Так, например, при изучении
аппроксимируемости и отделимости корневыми классами групп утверждения,
справедливые для уже привычных нам классов всех конечных групп, конечных
p-групп, конечных π-групп, часто удается обобщить, накладывая на корневой
класс лишь требование замкнутости относительно факторизации (сравни [17] и
[11], [18] и [12]).

В данной работе рассматривается вопрос об аппроксимируемости корневы-
ми классами групп обобщенного свободного произведения

G = (A ∗B;H = K,ϕ)

двух групп A и B с подгруппами H 6 A и K 6 B, объединенными в соответ-
ствии с изоморфизмом ϕ : H → K, при условии, что объединенная подгруппа
является ретрактом в одном из сомножителей.

Напомним, что подгруппа Y группы X называется ретрактом этой груп-
пы, если существует гомоморфизм σ : X → Y , действующий на подгруппе Y
тождественно. Легко видеть, что подгруппа Y является ретрактом группы X
тогда и только тогда, когда X представляет собой расщепляемое расширение
некоторой группы Z (изоморфной ядру указанного выше гомоморфизма σ) при
помощи Y .

Первым из результатов, полученных в данной работе, является

Теорема 1. Пусть K — корневой класс групп, K — ретракт группы B.
Пусть также группа A принадлежит классу K , а группа B K -аппроксимируе-
ма. Тогда группа A является ретрактом G и, в частности, группа G K -аппрок-
симируема.

При помощи этого утверждения получено достаточное условие аппрокси-
мируемости группы G произвольным корневым классом групп K (теорема 2),
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в котором группа A уже не обязательно принадлежит классу K . Напомним
определения используемых в формулировке этого условия понятий.

Подмножество M группы X называется K -отделимым в X [19], если для
любого элемента x ∈ X, не принадлежащего M , существует гомоморфизм σ
группы X на некоторую группу из класса K такой, что xσ /∈Mσ.

Следуя [20], будем говорить, что группа X K -квазирегулярна по подгруп-
пе Y , если для любой нормальной в Y подгруппы M 6 Y такой, что Y/M ∈
K , найдется нормальная подгруппа N группы X, удовлетворяющая условиям
X/N ∈ K и N ∩ Y 6 M .

Теорема 2. Пусть K — корневой класс групп, K — ретракт группы B.
Пусть группы A и B K -аппроксимируемы, подгруппа H группы A K -отдели-
ма, группа A K -квазирегулярна по подгруппе H. Тогда группа G K -аппрок-
симируема.

Доказательства теорем 1 и 2 приводятся в разд. 3. В разд. 6 будет показано,
что условия K -отделимости подгруппы H в группе A и K -квазирегулярно-
сти группы A по подгруппе H, содержащиеся в формулировках теоремы 2 и
приводимого далее следствия 2, в общем случае не являются необходимыми
для K -аппроксимируемости группы G.

Сформулируем следствия теоремы 2. Говорят (см., например, [21]), что
группа имеет конечный ранг Гирша — Зайцева, равный r, если она облада-
ет конечным субнормальным рядом, каждый фактор которого является либо
периодической, либо бесконечной циклической группой, и число бесконечных
циклических факторов данного ряда равно r.

Следствие 1. Пусть K — корневой класс групп, группы A и B аппрокси-
мируются K -группами без кручения, подгруппы H и K имеют конечный ранг
Гирша — Зайцева, K — ретракт группы B. Тогда группа G K -аппроксимируе-
ма.

Пусть π — некоторое множество простых чисел. Следуя [22], нильпотент-
ную группу будем называть π-ограниченной, если она обладает центральным
рядом, каждый фактор X которого удовлетворяет следующему условию: в
произвольной фактор-группе Y группы X все примарные компоненты, соот-
ветствующие числам из множества π, конечны.

Очевидно, что конечно порожденная нильпотентная группа оказывается
π-ограниченной для любого множества π. Отметим также (см. [22, предложе-
ние 5]), что если π совпадает с множеством всех простых чисел, то π-ограни-
ченная нильпотентная группа — это в точности нильпотентная группа, ограни-
ченная и разрешимая в смысле А. И. Мальцева [19].

Если L — некоторый класс групп, то через π(L ) будем обозначать мно-
жество всех простых делителей конечных порядков элементов всевозможных
L -групп. Если ни одна из L -групп не имеет кручения, то это множество есте-
ственным образом оказывается пустым.

Следствие 2. Пусть K — корневой класс групп, A — K -аппроксими-
руемая π(K )-ограниченная нильпотентная группа, B — K -аппроксимируемая
группа, подгруппа H K -отделима в группе A, подгруппа K — ретракт груп-
пы B. Если выполняется хотя бы одно из следующих четырех условий:

1) класс K состоит только из конечных групп,
2) класс K состоит только из периодических групп и множество π(K )

конечно,
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3) класс K состоит только из периодических групп и подгруппа H конечно
порождена,

4) группа A конечно порождена,
то группа G K -аппроксимируема.

Следующие два утверждения известны, однако теорема 2 позволяет дать
более короткие и простые их доказательства.

Следствие 3 [13, теорема 2]. Пусть K — корневой класс групп, H —
нормальная подгруппа группы A, K — ретракт группы B. Если группа B
K -аппроксимируема и A/H ∈ K , то группа G также K -аппроксимируема.

Следствие 4 [6, теорема 1]. Пусть K — корневой класс групп, A и B —
K -аппроксимируемые группы, подгруппа H — ретракт группы A, подгруппа
K — ретракт группы B. Тогда группа G K -аппроксимируема.

Таким образом, теорема 2 обобщает ряд полученных в работах [6] и [13]
результатов, а также доказанное Болером и Эвансом утверждение о финитной
аппроксимируемости свободного произведения двух финитно аппроксимируе-
мых групп с объединенными ретрактами [23] и полученное П. А. Бобровским
и Е. В. Соколовым [24] аналогичное утверждение для аппроксимируемости ко-
нечными p-группами.

Доказательства всех следствий будут приведены в разд. 4 данной статьи.
Разд. 5 содержит пример применения полученных результатов к исследованию
вопроса об аппроксимируемости обобщенных свободных произведений классом
конечных π-групп.

2. Вспомогательные утверждения

Пусть X — группа, L — некоторый класс групп. Обозначим через L ∗(X)
семейство всех нормальных подгрупп группы X, фактор-группы по которым
принадлежат классу L .

Предложение 1. Пусть L — замкнутый относительно взятия подгрупп и
прямых произведений конечного числа сомножителей класс групп, X — произ-
вольная группа. Тогда пересечение конечного числа подгрупп семействаL ∗(X)
снова является подгруппой данного семейства.

Доказательство. Справедливость данного утверждения следует из тео-
ремы Ремака. В самом деле, если Y1, Y2, . . . , Yn ∈ L ∗(X), то фактор-груп-
па X/(Y1 ∩ Y2 ∩ · · · ∩ Yn) вкладывается в прямое произведение фактор-групп
X/Y1, X/Y2, . . . , X/Yn и в силу условий, наложенных на класс L , принадлежит
данному классу. Предложение доказано.

Предложение 2. Пусть класс группL замкнут относительно взятия под-
групп и расширений, и пусть X — расщепляемое расширение группы Z при по-
мощи группы Y . Пусть также M — произвольная подгруппа семейства L ∗(X),
U = M ∩ Z, V = M ∩ Y , W — подгруппа из L ∗(Y ) такая, что W ⊆ V , и пусть
L = WU . Тогда L ∈ L ∗(X) и X/L — расщепляемое расширение ZL/L при
помощи Y L/L.

Доказательство. Покажем, что подгруппа L нормальна в группе X.
Действительно,

LX = (WU)X = WXU = WY ZU = WZU.
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Подгруппа Z нормальна в группе X, стало быть, [W,Z] ⊆ Z. Так как
M — нормальная подгруппа группы X и W 6 M , имеем [W,Z] ⊆ M . Поэтому
[W,Z] ⊆ U и, следовательно, WZ ⊆ WU . Тогда LX ⊆ WU = L. Значит, L —
нормальная подгруппа группы X.

Покажем, что фактор-группа X/L принадлежит классу L . Поскольку L
нормальна в группе X, то L нормальна и в M . Рассмотрим фактор-группу
M/L:

M/L = M/LU = M/L(M ∩ Z) ∼= MZ/LZ = MZ/WUZ

= MZ/WZ 6 X/WZ = Y Z/WZ ∼= Y/W (Y ∩ Z).

Так как X — расщепляемое расширение группы Z при помощи группы Y , то
Y ∩ Z = 1. Стало быть, Y/W (Y ∩ Z) = Y/W . Воспользовавшись замкнутостью
класса L относительно взятия подгрупп и тем, что W ∈ L ∗(Y ), получаем, что
M/L ∈ L . Заметим, что (X/L)/(M/L) ∼= X/M . При этом M/L ∈ L , X/M ∈ L
и класс L замкнут относительно взятия расширений. Значит, X/L ∈ L .

Покажем, что X/L — расщепляемое расширение ZL/L при помощи Y L/L.
Очевидно, что подгруппа ZL/L нормальна в группе X/L. Поскольку X = Y Z,
то X/L ⊆ Y L/L · ZL/L. Обратное включение очевидно. Тем самым X/L =
Y L/L · ZL/L.

Так как L = WU , то Y L = Y U и ZL = WZ. Отсюда и из условия Y ∩
Z = 1 легко следует, что Y L ∩ ZL ⊆ WU = L. Поэтому Y L/L ∩ ZL/L = 1.
Предложение доказано.

Предложение 3. Пусть класс группL замкнут относительно взятия под-
групп и расширений, и пусть X — расщепляемое расширение группы Z при
помощи группы Y . Если группа X L -аппроксимируема, то подгруппа Y L -от-
делима в группе X.

Доказательство. Пусть x — произвольный элемент группы X, не при-
надлежащий подгруппе Y . Тогда он представим в виде x = yz, где z ∈ Z \ {1}
и y ∈ Y . В силу L -аппроксимируемости группы X существует подгруппа
M ∈ L ∗(X) такая, что z /∈ M . Положим U = M ∩ Z, V = M ∩ Y и L = V U .
Тогда по предложению 2 L ∈ L ∗(X).

Предположим, что x ∈ Y L. Заметим, что Y L = Y V U = Y U . Поэтому
существуют элементы y′ ∈ Y и u ∈ U такие, что x = y′u. Следовательно,
yz = y′u. Отсюда и из того, что Y ∩ Z = 1, получаем, что z = u ∈ U . Тогда
z ∈M , что противоречит выбору подгруппы M . Следовательно, x /∈ Y L.

Таким образом, если x /∈ Y , то найдется подгруппа L ∈ L ∗(X) такая, что
x /∈ Y L. Следовательно, подгруппа Y L -отделима в группе X. Предложение
доказано.

Предложение 4. Пусть класс группL замкнут относительно взятия под-
групп и прямых произведений конечного числа сомножителей, и пусть X —
некоторая группа, Y — L -отделимая подгруппа группы X.

1. Если группа X L -квазирегулярна по подгруппе Y , то все подгруппы
семейства L ∗(Y ) L -отделимы в группе X.

2. Если все подгруппы семейства L ∗(Y ) L -отделимы в группе X и имеют
в подгруппе Y конечные индексы, то группа X L -квазирегулярна по подгруп-
пе Y .

Доказательство. Сначала проверим утверждение 1. Пусть M — произ-
вольная подгруппа семейства L ∗(Y ), x — произвольный элемент группы X,
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не принадлежащий M . Если x /∈ Y , то в силу L -отделимости подгруппы Y
в группе X в семействе L ∗(X) найдется подгруппа N такая, что x /∈ Y N и,
следовательно, x /∈MN .

Пусть теперь x ∈ Y . Так как группа X L -квазирегулярна по подгруппе
Y , существует подгруппа N ∈ L ∗(X), удовлетворяющая условию N ∩ Y 6 M .
Отсюда и из того, чтоM ⊆ Y , получаем, чтоMN∩Y ⊆M . Обратное включение
очевидно. Значит, MN ∩ Y = M .

Следовательно, x /∈MN . Поэтому подгруппа M , а значит, и все подгруппы
семейства L ∗(Y ) L -отделимы в группе X.

Докажем утверждение 2. Пусть снова M — произвольная подгруппа семей-
ства L ∗(Y ), и пусть 1 = y1, . . . , yn — некоторая полная система представителей
смежных классов группы Y по подгруппе M . Так как M по условию име-
ет конечный индекс в подгруппе Y , множество {y1, . . . , yn} конечно. Поэтому,
пользуясьL -отделимостью подгруппы M в группе X и предложением 1, можем
найти подгруппу N ∈ L ∗(X) такую, что y2, . . . , yn не содержатся в MN .

Предположим, что N∩Y 6⊆M . Тогда в подгруппе N∩Y найдется элемент g,
не принадлежащий M . Следовательно, его можно записать в виде g = xyi для
подходящих x ∈ M и i ∈ {2, . . . , n}. Тогда yi = x−1g ∈ MN , что противоречит
выбору подгруппы N . Стало быть, N ∩Y 6 M . Это означает L -квазирегуляр-
ность группы X по подгруппе Y . Предложение доказано.

Пусть π — некоторое множество простых чисел. Как обычно, через π′ будем
обозначать множество всех простых чисел, не принадлежащих π.

Говорят, что подгруппа Y некоторой группы X π′-изолирована в X, если
для произвольного элемента x группы X и произвольного π′-числа q из того, что
xq — элемент подгруппы Y , следует, что x также является элементом подгруппы
Y . Следующее предложение дает весьма общее необходимое условие L -отде-
лимости подгрупп.

Предложение 5. ПустьL — произвольный класс групп, состоящий толь-
ко из периодических групп, X — некоторая группа, Y — ее подгруппа. Если
подгруппа Y L -отделима в группе X, то она π(L )′-изолирована в X.

Доказательство. Пусть q — π(L )′-число и x — элемент группы X та-
кой, что xq ∈ Y . Пусть также N — произвольная подгруппа семейства L ∗(X).
Тогда X/N — периодическая π(L )-группа. Обозначим через s порядок ее эле-
мента xN . Отсюда xs ∈ N , а потому xs ∈ Y N . С другой стороны, xq ∈ Y ,
поэтому xq ∈ Y N . Таким образом, xs ∈ Y N и xq ∈ Y N , причем q и s взаимно
просты. Следовательно, x ∈ Y N . Так как подгруппа N ∈ L ∗(X) была выбрана
произвольным образом, то

x ∈
⋂

N∈L ∗(X)

Y N.

Отсюда и из L -отделимости подгруппы Y в группе X вытекает, что x ∈ Y .
Предложение доказано.

Если класс L корневой, а группа X π(L )-ограниченная нильпотентная,
то необходимое условие L -отделимости подгруппы, доставляемое предложени-
ем 5, оказывается и достаточным, как показывает приводимое далее предложе-
ние 8. Его доказательство опирается на следующие два известных утверждения.

Предложение 6 [22, теорема 3]. Пусть π — непустое множество простых
чисел. Произвольная π′-изолированная подгруппа π-ограниченной нильпотент-
ной группы отделима в этой группе классом Fπ всех конечных π-групп.
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Предложение 7 [15, предложение 2]. Пусть K — корневой класс групп.
Если множество π(K ) непусто, то класс всех конечных разрешимых π(K )-
групп содержится в K .

Предложение 8. Пусть K — корневой класс групп, состоящий только
из периодических групп. Тогда произвольная π(K )′-изолированная подгруппа
π(K )-ограниченной нильпотентной группы K -отделима.

Доказательство. Пусть X — произвольная π(K )-ограниченная нильпо-
тентная группа и Y — некоторая ее π(K )′-изолированная подгруппа. Класс K
корневой, а потому содержит хотя бы одну неединичную группу, стало быть,
множество π(K ) непусто. Отсюда и из предложения 6 следует, что подгруппа
Y отделима в группе X конечными π(K )-группами. Так как гомоморфный
образ нильпотентной группы снова является нильпотентной группой, подгруп-
па Y оказывается отделимой в X конечными нильпотентными π(K )-группами,
а значит, и конечными разрешимыми π(K )-группами. В силу предложения 7
класс конечных разрешимых π(K )-групп содержится в K . Следовательно,
подгруппа Y K -отделима в группе X. Предложение доказано.

Предложение 9. Пусть K — корневой класс групп, X — K -аппрокси-
мируемая π(K )-ограниченная нильпотентная группа, Y — K -отделимая под-
группа группы X. Если выполняется хотя бы одно из следующих трех условий:

1) класс K состоит только из конечных групп,
2) класс K состоит только из периодических групп и множество π(K )

конечно,
3) класс K состоит только из периодических групп и подгруппа Y конеч-

но порождена,
то группа X K -квазирегулярна по подгруппе Y .

Доказательство. Пусть V — произвольная подгруппа семействаK ∗(Y ).
Так как подгруппа Y K -отделима в группе X, ввиду предложения 5 Y π(K )′-
изолирована в X. Отсюда и из того, что V ∈ K ∗(Y ), вытекает π(K )′-изолиро-
ванность подгруппы V в группе X. Тогда согласно предложению 8 подгруппа
V K -отделима в этой группе. Покажем, что V имеет конечный индекс в группе
Y . В силу произвольности выбора V и предложения 4 отсюда будет следовать,
что группа X K -квазирегулярна по подгруппе Y .

Класс π(K )-ограниченных нильпотентных групп замкнут относительно
взятия подгрупп и гомоморфных образов [22, предложение 2]. Поэтому фак-
тор-группа Y/V является π(K )-ограниченной нильпотентной K -группой. Ес-
ли справедливо условие 1 или 3, то отсюда сразу же следует, что группа Y/V
конечна.

Пусть выполняется условие 2. Заметим, что в силу упомянутых выше
свойств класса π(K )-ограниченных нильпотентных групп любой фактор Z про-
извольного центрального ряда группы Y/V оказывается периодической π(K )-
ограниченной абелевой π(K )-группой. Это означает, что все примарные ком-
поненты группы Z соответствуют числам из множества π(K ) и потому их ко-
личество конечно. При этом каждая такая компонента согласно определению
свойства π(K )-ограниченности также конечна. Следовательно, конечными ока-
зываются как группа Z, так и вся фактор-группа Y/V . Предложение доказано.

Предложение 10 [20, предложение 1.2.5]. Пусть класс L замкнут отно-
сительно взятия подгрупп и прямых произведений конечного числа сомножите-
лей, X — L -аппроксимируемая группа, Y — подгруппа группы X. Если суще-
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ствует подгруппа Z ∈ L ∗(X) такая, что Z∩Y = 1, то подгруппа Y L -отделима
в группе X.

Предложение 11. Пусть L — класс групп без кручения, замкнутый от-
носительно взятия подгрупп и прямых произведений конечного числа сомножи-
телей, X — L -аппроксимируемая группа, Y — подгруппа группы X, имеющая
конечный ранг Гирша — Зайцева. Тогда существует подгруппа Z ∈ L ∗(X)
такая, что Z ∩ Y = 1. В частности, Y является L -группой.

Доказательство. Пусть 1 = Y0 6 Y1 6 · · · 6 Yn = Y — субнормальный
ряд группы Y , каждый фактор которого является либо периодической, либо
бесконечной циклической группой. Доказательство будем вести индукцией по
длине этого ряда.

Если n = 0, то утверждение предложения очевидным образом следует из
L -аппроксимируемости группы X. Поэтому далее будем считать, что n > 1
и для всех подгрупп, обладающих рядом указанного выше вида длины, мень-
шей n, искомое утверждение имеет место.

Так как группа X, а значит, и ее подгруппа Y1, аппроксимируется группа-
ми без кручения, она сама не имеет кручения. Тем самым Y1 — бесконечная
циклическая группа, порожденная некоторым элементом y. Также из L -ап-
проксимируемости группы X следует, что существует нормальная подгруппа
M этой группы такая, что X/M ∈ L и y /∈ M . Из отсутствия кручения в
фактор-группе X/M вытекает, что элемент y имеет бесконечный порядок по
модулю подгруппы M , поэтому M ∩ Y1 = 1.

Поскольку

M ∩ Yi+1/M ∩ Yi ∼= (M ∩ Yi+1)Yi/Yi 6 Yi+1/Yi,

группа M ∩Y также обладает субнормальным рядом, каждый фактор которого
является либо периодической, либо бесконечной циклической группой, причем
длина этого ряда строго меньше n. Стало быть, в силу индуктивного предпо-
ложения существует подгруппа L ∈ L ∗(X) такая, что L ∩ (M ∩ Y ) = 1.

Обозначим L∩M через Z. Тогда Z∩Y = 1 и ввиду предложения 1 подгруп-
па Z содержится в семействе L ∗(X). Следовательно, Z — искомая подгруппа.
Предложение доказано.

В заключение данного раздела приведем ряд доказанных в [4] утверждений,
которые потребуются в дальнейшем.

Предложение 12. Пусть K — корневой класс групп. Тогда имеют место
следующие утверждения.

1. Произвольное расширение K -аппроксимируемой группы при помощи
K -группы аппроксимируется классом K [4, лемма].

2. Обобщенное свободное произведение P двух K -аппроксимируемых
групп, в свою очередь, аппроксимируется классом K , если существует гомо-
морфизм группы P на группу из класса K , инъективный на объединенной
подгруппе [4, теорема 3].

3. Пусть P — обобщенное свободное произведение двух изоморфных
K -аппроксимируемых групп, и пусть изоморфизм, склеивающий объединен-
ные подгруппы, совпадает с ограничением на них изоморфизма свободных мно-
жителей. Группа P аппроксимируется классом K тогда и только тогда, когда
объединенные подгруппы K -отделимы в сомножителях [4, теорема 4].
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3. Доказательства теорем

Прежде всего, напомним ряд понятий и конструкций, впервые появившихся
в работе [25].

Пусть A и B — некоторые группы, H 6 A, K 6 B, ϕ : H → K — изомор-
физм подгрупп. Нормальные подгруппы R и S групп A и B соответственно
называются (H,K,ϕ)-совместимыми, если (H ∩R)ϕ = K ∩ S.

В этом случае отображение ϕR,S : HR/R → KS/S, переводящее элемент
hR, h ∈ H, в элемент (hϕ)S, определено корректно и является изоморфиз-
мом подгруппы HR/R фактор-группы A/R на подгруппу KS/S фактор-группы
B/S. Это позволяет построить свободное произведение

GR,S = (A/R ∗B/S;HR/R = KS/S, ϕR,S)

групп A/R и B/S с подгруппами HR/R и KS/S, объединенными относительно
изоморфизма ϕR,S , и сюръективный гомоморфизм ρR,S : G → GR,S , действие
которого на подгруппах A и B совпадает с действием естественных гомомор-
физмов ε : A→ A/R и δ : B → B/S.

Доказательство теоремы 1. Предположим теперь, что A, B, H, K, ϕ
и класс K удовлетворяют условиям теоремы 1.

Так как подгруппа K является ретрактом группы B, существует нормаль-
ная подгруппа N группы B такая, что B — расщепляемое расширение группы
N при помощи группы K. Поскольку N ∩K = 1, подгруппы 1 и N (H,K,ϕ)-
совместимы. Поэтому можно рассмотреть группу

G1,N = (A ∗B/N ;H = KN/N,ϕ1,N ).

В силу выбора подгруппы N справедливо равенство B/N = KN/N . Сле-
довательно, G1,N = A. Так как гомоморфизм ρ1,N : G → G1,N продолжает
тождественное отображение группы A, последняя является ретрактом группы
G. При этом A ∈ K и, значит, G1,N оказывается K -группой. Таким образом,
группа G K -аппроксимируема в силу утверждения 2 предложения 12. Теорема
доказана.

Доказательство теоремы 2. Далее до конца раздела будем считать, что
A, B, H, K, ϕ и K удовлетворяют условиям теоремы 2.

Пусть M и N — произвольные подгруппы семейств K ∗(A) и K ∗(B) со-
ответственно. Построим пару (H,K,ϕ)-совместимых подгрупп R ∈ K ∗(A) и
S ∈ K ∗(B) таких, что R 6 M , S 6 N и группа GR,S K -аппроксимируема.

Так как M ∈ K ∗(A), то M ∩H ∈ K ∗(H). Аналогично N ∈ K ∗(B), значит,
N ∩K ∈ K ∗(K). Тогда прообраз подгруппы N ∩K относительно изоморфизма
ϕ содержится в K ∗(H). Следовательно,

T = (M ∩H) ∩ (N ∩K)ϕ−1 ∈ K ∗(H)

в силу предложения 1. Поскольку группа A K -квазирегулярна по подгруппе
H, существует подгруппа P ∈ K ∗(A) такая, что P ∩H 6 T .

Так как K — ретракт группы B, найдется такая нормальная подгруппа Z
группы B, что B является расщепляемым расширением группы Z при помощи
группы K. Обозначим через S подгруппу (P∩H)ϕ(N∩Z). Тогда согласно пред-
ложению 2 S ∈ K ∗(B) и B/S — расщепляемое расширение ZS/S при помощи
KS/S.
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Пусть R = P∩M . Тогда снова в силу предложения 1 R ∈ K ∗(A). Покажем,
что подгруппы R и S (H,K,ϕ)-совместимы.

Из построения группы P вытекает справедливость включения

P ∩H ⊆M ∩H.

Тогда

(H ∩R)ϕ = (H ∩ P ∩M)ϕ = ((P ∩H) ∩ (M ∩H))ϕ = (P ∩H)ϕ.

Так как K ∩ Z = 1 и (P ∩H)ϕ 6 K, то

K ∩ S = K ∩ (P ∩H)ϕ(N ∩ Z) = (P ∩H)ϕ.

Таким образом, подгруппы R и S (H,K,ϕ)-совместимы.
Поскольку A/R и B/S —K -группы и KS/S — ретракт группы B/S, группа

GR,S K -аппроксимируема в силу теоремы 1. Следовательно, подгруппы R и S
искомые.

Перейдем непосредственно к доказательствуK -аппроксимируемости груп-
пы G. Пусть g — произвольный неединичный элемент группы G. Возможны
два случая: g ∈ H и g /∈ H.

Рассмотрим первый случай: g ∈ H. Тогда g — неединичный элементK -ап-
проксимируемой группы A. Значит, найдется подгруппа M ∈ K ∗(A) такая, что
g /∈M . В силу доказанного выше существуют (H,K,ϕ)-совместимые подгруппы
R ∈ K ∗(A) и S ∈ K ∗(B) такие, что R 6 M , S 6 B и группа GR,S K -аппрокси-
мируема. Под действием гомоморфизма ρR,S элемент g переходит в отличный
от 1 элемент gR фактор-группы A/R. Стало быть, существует гомоморфизм σ
группы GR,S на K -группу такой, что (gR)σ 6= 1.

Рассмотрим второй случай: g /∈ H. Пусть g = g1g2 . . . gl — несократимая
запись элемента g длины l > 1. Так как g /∈ H, то gk /∈ H для любого k ∈
{1, . . . , l}, причем если l > 1, то соседние слоги лежат в разных свободных
множителях.

Пусть gk ∈ A для некоторого k ∈ {1, . . . , l}. Тогда из K -отделимости
подгруппы H в группе A и того, что gk /∈ H, следует существование подгруппы
Ek ∈ K ∗(A) такой, что gk /∈ HEk.

Так как K — ретракт K -аппроксимируемой группы B, в силу предложе-
ния 3 подгруппа K K -отделима в B. Поэтому если gk ∈ B для некоторо-
го k ∈ {1, . . . , l}, то аналогично находим подгруппу Fk ∈ K ∗(B) такую, что
gk /∈ KFk.

Пусть

�A = {k | 1 6 k 6 l ∧ gk ∈ A}, �B = {k | 1 6 k 6 l ∧ gk ∈ B}.

Обозначим
M =

⋂
k∈�A

Ek, N =
⋂

k∈�B

Fk.

Ввиду предложения 1 M ∈ K ∗(A), N ∈ K ∗(B) и gk /∈ HM , если gk ∈ A;
gk /∈ KN , если gk ∈ B.

Как и выше, построим пару (H,K,ϕ)-совместимых подгрупп R ∈ K ∗(A) и
S ∈ K ∗(B) такую, что R 6 M , S 6 N и группа GR,S K -аппроксимируема.

Подействуем гомоморфизмом ρR,S на элемент g. Тогда

gρR,S = (g1g2 . . . gl)ρR,S = g1ρR,Sg2ρR,S . . . glρR,S 6= 1.
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Действительно, если gk ∈ A, то gk /∈ HR, значит, gkR /∈ HR/R. Если gk ∈ B, то
gk /∈ KS, тем самым gkS /∈ KS/S. Таким образом, если l = 1, то gρR,S не входит
в объединенную подгруппу, стало быть, отличен от 1. Если l > 1, то запись
элемента gρR,S несократима и имеет длину, большую 1, значит, gρR,S 6= 1.

Построенная группа GR,S K -аппроксимируема. Поэтому существует гомо-
морфизм σ группы GR,S на K -группу такой, что (gρR,S)σ 6= 1. Следовательно,
группа G K -аппроксимируема. Теорема доказана.

4. Доказательства следствий

Доказательство следствия 1. Легко видеть, что класс всех K -групп
без кручения замкнут относительно взятия подгрупп и прямых произведений
конечного числа сомножителей. Поэтому в силу предложения 11 существует
нормальная подгруппа Z группы A такая, что фактор-группа A/Z является
K -группой без кручения и Z ∩H = 1. Тогда группа A, очевидно, K -квазире-
гулярна по подгруппе H и ввиду предложения 10 подгруппа H K -отделима в
группе A. Следовательно, группа G K -аппроксимируема в силу теоремы 2.

Доказательство следствия 2. Если выполняется хотя бы одно из усло-
вий 1–3, то согласно предложению 9 группа A K -квазирегулярна по подгруппе
H и группа G K -аппроксимируема в силу теоремы 2.

Пусть выполняется условие 4. Если при этом классK состоит только из пе-
риодических групп, то справедливо также условие 3 и K -аппроксимируемость
группы G доказана. Поэтому далее будем считать, что класс K содержит хотя
бы одну непериодическую группу. Тогда бесконечная циклическая группа так-
же принадлежит классуK ввиду замкнутости последнего относительно взятия
подгрупп. Хорошо известно (см., например, [26, с. 13]), что в конечно порож-
денной нильпотентной группе без кручения все члены верхнего центрального
ряда изолированы. Отсюда с помощью очевидной индукции легко следует, что
каждая такая группа обладает конечным субнормальным рядом с бесконечны-
ми циклическими факторами. Так как класс K замкнут относительно расши-
рений, это означает, что все конечно порожденные нильпотентные группы без
кручения содержатся в K .

Поскольку группа A конечно порожденная нильпотентная, ее периодиче-
ская часть τ(A) конечна. Ввиду K -аппроксимируемости группы A и предло-
жения 1 отсюда вытекает существование такой подгруппы N ∈ K ∗(A), что
N ∩ τ(A) = 1. Тогда N является конечно порожденной нильпотентной группой
без кручения и в силу доказанного выше принадлежит классу K . Следова-
тельно, группа A представляет собой расширение K -группы N при помощи
K -группы A/N и потому, в свою очередь, содержится в классе K . Теперь
K -аппроксимируемость группы G вытекает из теоремы 1.

Доказательство следствия 3. Из условия A/H ∈ K следует, что под-
группа H K -отделима в группе A. K -квазирегулярность группы A по под-
группе H вытекает из того, что класс K корневой.

В самом деле, если M — произвольная подгруппа семейства K ∗(H), то
A/H, H/M ∈ K и согласно условию 3 из определения корневого класса суще-
ствует подгруппа N ∈ K ∗(A) такая, что N 6 M . Тогда N ∩H = N 6 M .

Из K -аппроксимируемости группы B следует K -аппроксимируемость ее
подгруппы K, а значит, и изоморфной ей группы H. Тогда группа A представ-
ляет собой расширение K -аппроксимируемой группы H при помощи K -груп-
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пы A/H. Стало быть, группа A K -аппроксимируема согласно утверждению 1
предложения 12.

Тем самым группа G K -аппроксимируема в силу теоремы 2. Следствие
доказано.

Доказательство следствия 4. По предложению 3 подгруппа H K -от-
делима в группе A. Покажем, что группа AK -квазирегулярна по подгруппе H.

Так как H — ретракт группы A, найдется такая нормальная подгруппа Z
группы A, что A — расщепляемое расширение Z при помощи H, т. е. A = HZ
и Z ∩ H = 1. Пусть N — произвольная подгруппа семейства K ∗(H). Ввиду
предложения 2 подгруппа NZ принадлежит семействуK ∗(A). Из соотношения
Z ∩H = 1 вытекает, что NZ ∩H 6 N . Следовательно, группа A K -квазирегу-
лярна по подгруппе H.

Значит, обобщенное свободное произведение G K -аппроксимируемо в силу
теоремы 2. Следствие доказано.

5. Приложение к обобщенным свободным
произведениям групп порядка pq

Баумслаг [25] установил, что любое обобщенное свободное произведение
двух конечных групп финитно аппроксимируемо. Для конечных p-групп ана-
логичное утверждение неверно, критерий аппроксимируемости классомFp всех
конечных p-групп свободного произведения двух Fp-групп с объединенной под-
группой был найден Хигманом [27]. Вопрос об аппроксимируемости обобщенно-
го свободного произведения двух конечных π-групп классом Fπ всех конечных
π-групп для некоторого непустого множества простых чисел π оказывается еще
более сложным. В предположении, что объединенные подгруппы нормальны
в свободных множителях, соответствующий критерий доказан в [17], однако в
общем случае проблема остается открытой. В частности, обобщить в данном
направлении критерий Хигмана вряд ли возможно, так как в формулировке
и доказательстве последнего существенным образом используется нильпотент-
ность конечных p-групп.

Вместе с тем из доказательства результата Баумслага следует, что обоб-
щенное свободное произведение двух конечных групп аппроксимируется клас-
сом Fπ для любого множества π, которое содержит все простые числа, не пре-
восходящие некоторого числа, зависящего от порядков свободных множителей.
Поэтому можно поставить также следующий вопрос: для какого минимально-
го множества простых чисел π заданное обобщенное свободное произведение
является Fπ-аппроксимируемой группой? Понятно, что условия, необходимые
и достаточные для того, чтобы указанное множество совпадало с множеством
всех простых делителей порядков свободных множителей, и составляют иско-
мый критерий Fπ-аппроксимируемости обобщенного свободного произведения
двух Fπ-групп.

По-видимому, поиск ответов на поставленные вопросы имеет смысл начи-
нать с самых простых примеров. В связи с этим определенный интерес может
представлять

Предложение 13. Пусть p, q, r — (не обязательно различные) простые
числа. Тогда произвольное обобщенное свободное произведение двух групп по-
рядков pq и qr аппроксимируется конечными {p, q, r}-группами.

Доказательство. Хорошо известно и нетрудно показать (см., например,
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[28, § 11.2, 17.1]), что группа порядка uv, где u и v — простые числа, либо абеле-
ва, либо представляет собой неабелево расщепляемое расширение циклической
группы порядка u при помощи циклической группы порядка v (последнее воз-
можно, лишь если u ≡ 1 (mod v)). Отсюда следует, что объединенная подгруп-
па либо нормальна в обоих свободных множителях, либо является ретрактом
хотя бы одного из них. Во втором случае утверждение предложения вытекает
из теоремы 1, в первом — из следствия теоремы 3 в [17]. Предложение доказано.

6. Заключительные замечания

Ниже приводятся два примера, показывающие, что условия, накладывае-
мые на подгруппу H в теореме 2, в общем случае не являются необходимыми
для аппроксимируемости группы G. Первый из них свидетельствует также, что
аналогичным образом дело обстоит и с условием K -отделимости подгруппы H
в группе A из следствия 2.

Пример 1. Пусть p и q — различные простые числа, Fp — класс всех ко-
нечных p-групп, A — бесконечная циклическая группа, порожденная элементом
a, B — свободная группа с базисом {b; c}, H и K — бесконечные циклические
группы, порожденные элементами aq и b соответственно, ϕ : H → K — изомор-
физм, переводящий элемент aq в элемент b, G = (A ∗B;H = K,ϕ).

Баумслаг [29] доказал, что построенная таким образом группа G Fp-ап-
проксимируема. Очевидно также, что подгруппа K является ретрактом груп-
пы B.

В силу предложения 5Fp-отделимая подгруппа произвольной группы {p}′-
изолирована в этой группе. Заметим, что q является {p}′-числом и aq ∈ H, при
этом a /∈ H. Значит, подгруппа H не является {p}′-изолированной, а потому и
Fp-отделимой в группе A.

Покажем, что группа A Fp-квазирегулярна по подгруппе H.
Пусть M — произвольная подгруппа семейства F ∗

p (H). Она порождается
элементом aqp

n

для некоторого n ∈ N. Положим N = Apn . Тогда N ∈ F ∗
p (A), и

так как числа pn и q взаимно просты, N ∩H = M . Значит, группа A Fp-квази-
регулярна по подгруппе H.

Пример 2. Пусть A — свободная группа с базисом {ai, bi, c | i ∈ N}, N —
нормальное замыкание в группе A множества элементов {a2

i , b
2
i , c

2, [ai, bi]c−1,
[ai, bj ], [ai, aj ], [bi, bj ], [ai, c], [bi, c] | i, j ∈ N, i 6= j}. Тогда фактор-группа A/N
имеет представление〈

ai, bi, c; a2
i = b2i = c2 = 1, [ai, bi] = c,

[ai, bj ] = [ai, aj ] = [bi, bj ] = [ai, c] = [bi, c] = 1, i, j ∈ N, i 6= j
〉
.

Известно (см. [20, пример 1.4.3]), что фактор-группа A/N не является фи-
нитно аппроксимируемой. Поэтому подгруппа N группы A не обладает свой-
ством финитной отделимости.

Пусть далее H — нормальное замыкание в группе A множества элементов{
a2
i , b

2
i , c, [ai, bj ], [ai, aj ], [bi, bj ] | i, j ∈ N

}
,

K — некоторая изоморфная копия группы H, ϕ : H → K — изоморфизм, B —
прямое произведение группы K и циклической группы порядка 2 с порождаю-
щим b, G = (A ∗B; H = K, ϕ).
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Тогда свободные множители A и B обобщенного свободного произведения
G финитно аппроксимируемы, K — ретракт группы B.

Фактор-группа A/H представляет собой, очевидно, прямое произведение
циклических групп порядка 2 и, следовательно, финитно аппроксимируема. По-
этому подгруппа H финитно отделима в группе A.

Легко видеть, что N 6 H и образ подгруппы H относительно естественного
гомоморфизма группы A на фактор-группу A/N совпадает с конечной цикли-
ческой подгруппой, порожденной элементом c. Следовательно, N ∈ F ∗(H), где
F — класс всех конечных групп.

Как отмечено выше, подгруппа N не отделима в классе F . Поэтому в силу
предложения 4 группа A не F -квазирегулярна по подгруппе H.

Покажем, что группа G финитно аппроксимируема.
Обозначим через M нормальное замыкание в группе G подгруппы A. Лег-

ко видеть, что подгруппа M порождается подгруппами A и b−1Ab. Так как
элемент b принадлежит централизатору в группе B подгруппы K, из теоремы
Неймана [30, с. 512] следует, что группа M представляет собой свободное про-
изведение подгрупп A и b−1Ab с объединенными подгруппами H и K. Посколь-
ку эти подгруппы объединяются в соответствии с изоморфизмом, являющимся
ограничением на H очевидного изоморфизма группы A на группу b−1Ab, из
утверждения 3 предложения 12 следует, что группа M финитно аппроксимиру-
ема.

Таким образом, группа G представляет собой расширение финитно аппрок-
симируемой группы M при помощи фактор-группы G/M , изоморфной конеч-
ной группе B/K. Следовательно, группа G финитно аппроксимируема в силу
утверждения 1 того же предложения 12.
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