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О ТЕОРЕМЕ ВИНЕРА ДЛЯ ПЕРИОДИЧЕСКИХ

НА БЕСКОНЕЧНОСТИ ФУНКЦИЙ

И. И. Струкова

Аннотация. Рассматриваются периодические на бесконечности функции со зна-
чениями в комплексном банаховом пространстве. Вводятся понятия канонического
и обобщенного рядов Фурье периодической на бесконечности функции. Получен
аналог теоремы Винера об абсолютно сходящихся рядах Фурье для периодических
на бесконечности функций, ряды Фурье которых суммируемы с весом. Приводятся
критерий представимости периодической на бесконечности функции в виде сум-
мы чисто периодической и исчезающей на бесконечности функций, а также спек-
тральный критерий периодичности на бесконечности функции. Результаты статьи
получены с существенным использованием спектральной теории изометрических
представлений.
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§ 1. Основные понятия и результаты

Пусть X — комплексное банахово пространство, EndX — банахова алгеб-
ра линейных ограниченных операторов (эндоморфизмов), действующих в X.
Пусть J — один из промежутков R+ = [0,∞), R = (−∞,∞). Символом Cb =
Cb(J, X) обозначим банахово пространство непрерывных и ограниченных на J
функций с нормой ‖x‖∞ = sup

t∈J
‖x(t)‖X , Cb,u = Cb,u(J, X) — замкнутое подпро-

странство равномерно непрерывных функций из Cb, C0 = C0(J, X) — замкнутое
подпространство исчезающих на бесконечности функций, т. е. функций, для
которых выполняется условие lim

|t|→∞
‖x(t)‖ = 0.

В банаховом пространстве Cb,u(J, X) рассмотрим полугруппу операторов
S : J → EndCb,u, действующих по правилу

(S(t)x)(τ) = x(t+ τ), t, τ ∈ J. (1)

Отметим, что S — группа операторов, если J = R.
Определение 1. Функция x ∈ Cb,u(J, X) называется медленно меняющей-

ся на бесконечности, если (S(t)x− x) ∈ C0(J, X) для любого t ∈ J.

Множество медленно меняющихся на бесконечности функций обозначим
через Csl,∞ = Csl,∞(J, X). Примерами таких функций являются
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1) x1(t) = sin ln(1 + t2), t ∈ R;
2) x2(t) = arctg t, t ∈ R;
3) x3 : R+ → X, x3(t) = c + x0(t), t ≥ 0, где c — вектор из банахова

пространства X и x0 — любая функция из C0(R+, X);
4) любая непрерывно дифференцируемая функция x из Cb(R, X) со свой-

ством x′ ∈ C0(R, X).
Такое определение медленно меняющейся на бесконечности функции рас-

сматривалось в [1–5]. В теории дифференциальных уравнений (см. [6, 3.6.3]) ис-
пользовалось эквивалентное (если рассматривать функции из Cb,u(R, X)) опре-
деление, при этом функции назывались стационарными на бесконечности.

В статьях Пака [7, с. 123] и Караматы [8] положительная непрерывная
функция L : R+ → R+ называлась медленно меняющейся, если при любом
λ > 0 выполнено L(λx)

L(x) → 1 при x→ +∞.

Определение 2. Функция x ∈ Cb,u(J, X) называется периодической на
бесконечности периода ω > 0 (ω-периодической на бесконечности), если

(S(ω)x− x) ∈ C0(J, X)

или, что эквивалентно, lim
|t|→∞

‖x(t+ ω)− x(t)‖X = 0.

Таким образом, каждая периодическая на бесконечности периода ω функ-
ция x является решением разностного уравнения вида x(t+ω)−x(t) = y(t), t ∈ J,
где y ∈ C0(J, X), а каждая медленно меняющаяся на бесконечности функция
является периодической на бесконечности любого периода. Периодические на
бесконечности функции, определенные на RN , со значениями в комплексном
банаховом пространстве рассматривались в [9, 10]. В [2] было дано определение
почти периодической на бесконечности функции.

Множество ω-периодических на бесконечности функций обозначим симво-
лом Cω,∞ = Cω,∞(J, X).

Отметим,что оба множества Csl,∞(J, X) и Cω,∞(J, X) образуют линейные
замкнутые подпространства из банахова пространства Cb,u(J, X). Банахово
пространство Cω = Cω(J, X) непрерывных периодических периода ω функций,
определенных на J со значениями в X, образует замкнутое подпространство в
Cω,∞(J, X). Таким образом, имеют место включения Csl,∞(J, X) ⊂ Cω,∞(J, X) ⊂
Cb,u(J, X), при этом все эти подпространства инвариантны относительно опера-
торов S(t), t ∈ J.

Если X = C, то в обозначениях рассматриваемых функциональных про-
странств опускается символ X, например, Cω,∞(J) обозначает пространство
Cω,∞(J,C).

Примерами периодических на бесконечности функций являются
1) предельно периодические функции, т. е. любая функция x : J → X,

представимая в виде x = y + y0, где y ∈ Cω(J, X), y0 ∈ C0(J, X);
2) функция x̄ ∈ Cb,u(R, X) такая, что она совпадает с x ∈ Cω(R, X) на R+

и lim
t→−∞

‖x̄(t)‖X = 0;

3) любая функция из Csl,∞(J, X);

4) любая функция x ∈ Cb,u(J, X), представимая в виде x =
n∑

k=−n
xk(t)ei

2πk
ω t,

t ∈ J, n ∈ N, где xk ∈ Csl,∞(J, X), k ∈ Z.
Отметим следующее свойство пространств Csl,∞(J) и Cω,∞(J): простран-

ство Csl,∞(J) несепарабельно (семейство функций {xα, α ≥ 0} из Cb(R+) вида
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xα(t) = exp(iα ln(1 + t)), α, t ≥ 0, обладает свойством ‖xα − xβ‖∞ ≥
√

2, где
α, β ∈ R+, α 6= β). Следовательно, несепарабельным является и банахово про-
странство Cω,∞(J).

Если X — банахова алгебра, то все введенные в рассмотрение функциональ-
ные пространства являются банаховыми алгебрами (с операцией поточечного
умножения (xy)(t) = x(t)y(t), t ∈ J, для функций x, y из рассматриваемого про-
странства). Каждая из таких алгебр коммутативна, если коммутативна алгебра
X, и является C∗-алгеброй, если X — C∗-алгебра. В частности, коммутативны-
ми C∗-алгебрами являются алгебры Csl,∞(J) и Cω,∞(J).

Определение 3. Каноническим рядом Фурье функции x ∈ Cω,∞(J, X) бу-
дем называть ряд вида ∑

n∈Z
xn(t)ei

2πn
ω t, t ∈ J,

где функции xn : J → X, n ∈ Z, определяются формулами

xn(t) =
1
ω

ω∫
0

x(t+ τ)e−i
2πn
ω (t+τ) dτ, t, τ ∈ J, n ∈ Z, (2)

и называются каноническими коэффициентами Фурье функции x.

Ясно, что если x ∈ Cω(R, X), то xk(t) ≡ xk = 1
ω

ω∫
0
x(τ)e−i

2πn
ω τ dτ , τ ∈ R,

k ∈ Z, — обычные коэффициенты Фурье функции x.
Определение 4. Обобщенным рядом Фурье функции x ∈ Cω,∞(J, X) на-

зывается любой ряд вида ∑
n∈Z

yn(t)ei
2πn
ω t, t ∈ J, (3)

где yn, n ∈ Z, — функции из Cb,u(J, X) такие, для которых yn − xn ∈ C0(J, X),
n ∈ Z, а функции xn, n ∈ Z, определяются формулой (2).

Отметим, что если функция x̄ ∈ Cb,u(R, X) такова, что она совпадает с
x ∈ Cω(R, X) на R+ и lim

t→−∞
‖x̄(t)‖ = 0, то x̄ ∈ Cω,∞(R, X) и один из ее обобщен-

ных рядов Фурье имеет вид
∑
n∈Z

yn(t)ei
2πn
ω t, t ∈ R, где yn(t) ≡ xn, n ∈ Z, t ≥ 0,

xn, n ∈ Z, — коэффициенты Фурье функции x, и yn(t) = 0 при t ≤ −1, причем
yn — непрерывная функция.

Лемма 1. Канонические коэффициенты Фурье xn, n ∈ Z (определенные
формулой (2)), функции x ∈ Cω,∞(J, X) являются медленно меняющимися на
бесконечности функциями, т. е. xn ∈ Csl,∞(J, X), n ∈ Z.

Утверждение леммы вытекает из равенств

xn(t+ ω)− xn(t) =
1
ω

ω∫
0

(S(ω)x− x)(t+ τ)e−i
2πn
ω (t+τ) dτ, t ∈ J, n ∈ Z.

Непосредственно из определения 4 и леммы 1 следует, что коэффициенты
любого обобщенного ряда Фурье функции x ∈ Cω,∞(J, X) обладают свойством
yn ∈ Csl,∞(J, X), n ∈ Z.
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Определение 5. Будем говорить, что обобщенный ряд Фурье

x(t) ∼
∑
n∈Z

yn(t)ei
2πn
ω t, t ∈ J,

периодической на бесконечности функции x ∈ Cω,∞(J, X) сходится к x относи-
тельно подпространства C0(J, X), если существует последовательность функ-
ций

(
x0
n

)
из C0(J, X) такая, что

lim
n→∞

sup
t∈J

∥∥∥∥∥x(t)−
n∑

k=−n

yk(t)ei
2πk
ω t + x0

n(t)

∥∥∥∥∥
X

= 0.

Важно отметить, что данное определение корректно, т. е. сходимость не
зависит от выбора обобщенного ряда Фурье функции x. Это объясняется тем,
что yn − xn ∈ C0(J, X), где xn, n ∈ Z, — канонические коэффициенты Фурье
функции x, определяемые по формуле (2).

Символом ‖yn‖∼, n ∈ Z, обозначим величину inf
x0∈C0(J,X)

‖yn − x0‖∞.

Определение 6. Будем говорить, что функция x ∈ Cω,∞(J, X) имеет абсо-
лютно сходящийся ряд Фурье, если существует обобщенный ряд Фурье (3) этой
функции такой, что

∑
n∈Z

‖yn‖∞ <∞ (или, что то же самое, если
∑
n∈Z

‖xn‖∼ <∞,

где xn, n ∈ Z, — канонические коэффициенты Фурье функции x).

Обобщенные коэффициенты Фурье периодической на бесконечности функ-
ции могут сходиться к нулю сколь угодно медленно. Далее приведен соответ-
ствующий

Пример. Рассмотрим непрерывно дифференцируемую функцию ϕ : R →
R такую, что suppϕ ⊂ [0, 1] и ϕ

( 1
2

)
= 1. Возьмем произвольную числовую

последовательность (αn), n ≥ 1, со свойством lim
n→∞

αn = 0. Далее построим
последовательность функций (xn) из Csl,∞(R+) с непересекающимися носите-
лями:

x1(t) =

 ϕ
(

t−2m
ln(m+2)

)
, t ∈ [2m, 2m + ln(m+ 2)], m ≥ 0,

0, t /∈
⋃
m≥0

[2m, 2m + ln(m+ 2)],

xn(t) =
{
αnx1(t− (n− 1) ln(n+ 2)), t ≥ 2n,
0, t ∈ [0, 2n), n ≥ 2.

Поскольку ‖xn‖∼ = αn, n ≥ 1, ряд
∞∑
n=1

xn(t)eint равномерно сходится к неко-

торой функции x периода 2π. Этот ряд является обобщенным рядом Фурье для
x (но не является каноническим). Ввиду произвольности выбора последователь-
ности (αn) со свойством lim

n→∞
αn = 0 получаем, что обобщенные коэффициенты

Фурье функций из C2π,∞(R) могут сколь угодно медленно сходиться к нулю.

Заметим, что если функция x ∈ Cω,∞(J, X) дважды непрерывно дифферен-
цируема и x′, x′′ ∈ Cb,u(J, X), то x′, x′′ ∈ Cω,∞(J, X). Непосредственный подсчет
канонических коэффициентов Фурье функции x′′ показывает, что канонический
ряд Фурье функции x абсолютно сходится.

Отметим также, что если функция x имеет абсолютно сходящийся ряд Фу-
рье, то ее канонический ряд Фурье сходится к x относительно подпространства
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C0(J, X). Однако канонический ряд Фурье функции x может не быть абсолютно
сходящимся, хотя функция имеет абсолютно сходящийся ряд Фурье в смысле
определения 6.

Символом Aω(R) обозначим замкнутую подалгебру функций из Cω(R) с
абсолютно сходящимся рядом Фурье. Одним из основных результатов статьи
является теорема 2, в которой следующая знаменитая теорема Винера (см. [11])
распространяется на периодические на бесконечности функции, ряды Фурье
которых суммируемы с весом.

Теорема 1 [11]. Если функция f ∈ Aω(R) обладает свойством f(t) 6= 0 для
всех t ∈ R, то функция 1/f также имеет абсолютно сходящийся ряд Фурье.

Пусть X — банахова алгебра с единицей e.
Определение 7. Функцию x ∈ Cb(J, X) назовем обратимой относитель-

но подпространства C0(J, X) (или обратимой на бесконечности), если суще-
ствует функция y ∈ Cb(J, X) такая, что xy − e, yx − e ∈ C0(J, X), где e(t) ≡ e,
t ∈ J. Функцию y будем называть обратной к x относительно подпростран-
ства C0(J, X).

Непосредственно из определения 7 следует, что функция x ∈ Cω,∞(J, X)
обратима относительно подпространства C0(J, X) тогда и только тогда, когда
она представима в виде x = y+x0, где x0 ∈ C0(J, X), а функция y ∈ Cω,∞(J, X)
такова, что inf

t∈J
‖y(t)‖X > 0. Из определения 7 также следует, что функция

x ∈ Cω,∞(J, X) обратима относительно подпространства C0(J, X) тогда и только
тогда, когда существует такое число A > 0, что inf

|t|>A
‖x(t)‖X > 0.

Если y1, y2 — функции, обратные к x ∈ Cb(J, X) относительно подпростран-
ства C0(J, X), то y1 − y2 ∈ C0(J, X).

Рассмотрим функцию a ∈ Cω,∞(J, X) и введем обозначение da(k) = ‖ak‖∼,
k ∈ Z, где ak — k-й канонический коэффициент Фурье функции a, определяе-
мый по формуле (2). Для рассматриваемой функции будем считать выполнен-
ным одно из условий следующего предположения.

Предположение 1. Для функции a ∈ Cω,∞(J, X) выполнено одно из сле-
дующих условий:

(1)
∑
k∈Z

da(k) < ∞, т. е. функция a обладает абсолютно сходящимся рядом

Фурье;
(2)

∑
k∈Z

da(k)α(k) < ∞, где α : Z → R+ — неубывающий субэкспоненциаль-

ный вес, т. е. для функции α выполнены следующие три условия:
а) lim

|k|→∞
lnα(k)
|k| = 0,

б) α(k) ≥ 1 для всех k ∈ Z,
в) α(k + n) ≤ α(k)α(n) для всех k, n ∈ Z;
(3) sup

k∈Z
da(k)β(k) <∞, где β : Z → R+ — функция, для которой выполнены

следующие условия:
а)
∑
k∈Z

1
β(k) <∞,

б) lim
|k|→∞

ln β(k)
|k| = 0,

в) существует постоянная C(β) > 0 такая, что
∑
j∈Z

1
β(k−j)β(j) ≤ C(β) 1

β(k) для

всех k ∈ Z,
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г) lim
m→∞

β0(m) = 0, где функция β0 : N → R+ определяется равенством

β0(m) = sup
|k|≥2

∑
|j|≤m−1

β(k)
β(mk+j) , m ≥ 1;

(4) da(k) ≤ Mγ|k| для всех k ∈ Z\{0} для некоторых постоянных M =
M(a) > 0 и γ = γ(a) ∈ (0, 1);

(5) sup
k∈Z

da(k)(1 + |k|)q <∞ для некоторого q > 1;

(6) da(k) = 0 при |k| ≥ m для некоторого m = m(a) ∈ N (т. е. существует
обобщенный ряд Фурье функции a, имеющий конечное число отличных от нуля
коэффициентов Фурье).

Основным результатом данной работы является

Теорема 2. Если для обратимой относительно подпространства C0(J, X)
функции a ∈ Cω,∞(J, X) выполнено одно из условий (1)–(4) предположения 1,
то любая обратная к ней относительно подпространства C0(J, X) функция b
удовлетворяет соответствующему условию:

(1′)
∑
k∈Z

db(k) <∞;

(2′)
∑
k∈Z

db(k)α(k) <∞;

(3′) sup
k∈Z

db(k)β(k) <∞;

(4′) db(k) ≤ Nγ|k| для всех k ∈ Z\{0} для некоторых постоянных N =
N(b) > 0 и γ1 = γ1(b) ∈ (0, 1).

Если же для функции a выполнено одно из условий (5), (6), то обратная к
ней относительно C0(J, X) функция b удовлетворяет условию (1′).

Рассмотрим последовательность операторов (AN ) из EndCb,u(J, X) вида

AN = 1
N

N−1∑
k=0

S(kω), N ≥ 1, причем ‖AN‖ = 1, N ≥ 1.

Справедлив следующий критерий представимости периодической на беско-
нечности функции в виде суммы периодической и исчезающей на бесконечности
функций.

Теорема 3. Для того чтобы функция x ∈ Cω,∞(J, X) была представима в
виде x = x1 + x0, где x1 ∈ Cω(J, X), x0 ∈ C0(J, X), необходимо и достаточно,
чтобы в Cb,u(J, X) существовал lim

N→∞
ANx.

В теореме 6 получен спектральный критерий периодичности на бесконеч-
ности функции x ∈ Cb,u(J, X).

Один из основных результатов данной статьи (а именно теорема 2) бли-
зок к результатам, полученным в [12]. Однако в [12] рассматриваются только
три класса функций и не рассматриваются функции, определенные на полуоси.
К тому же в данной статье получен ряд дополнительных результатов, которые
отсутствуют в [12].

§ 2. О гармоническом анализе
периодических векторов и операторов

ПустьX — комплексное банахово пространство и T : R → EndX — сильно
непрерывное изометрическое представление.

Пусть L1(R) — банахова алгебра определенных на R измеримых по Лебегу
и суммируемых комплекснозначных функций со сверткой функций в качестве



192 И. И. Струкова

умножения:

(f ∗ g)(t) =
∫
R

f(t− s)g(s) ds, t ∈ R, f, g ∈ L1(R).

Банахово пространство X наделяется структурой банахова L1(R)-модуля
с помощью формулы

fx =
∫
R

f(t)T (−t)x dt, x ∈X , f ∈ L1(R). (4)

Используемые далее понятия из спектральной теории модулей можно найти
в [13–20].

Далее через f̂ : R → C обозначается преобразование Фурье

f̂(λ) =
∫
R

f(t)e−iλt dt, λ ∈ R,

функции f ∈ L1(R).
Определение 8. Спектром Бёрлинга вектора x ∈ X называется множе-

ство �(x) чисел из R вида

�(x) = {λ0 ∈ R : fx 6= 0 для любой функции f ∈ L1(R) c f̂(λ0) 6= 0}.

Из определения следует, что �(x) = R\{µ0 ∈ R : существует функция f ∈
L1(R) такая, что f̂(µ0) 6= 0 и fx = 0}.

Лемма 2 (см. [14–18]). Для любых f ∈ L1(R) и x ∈ X справедливы сле-
дующие свойства:

(1) из условия fx = 0 для любой функции f ∈ L1(R) следует, что x = 0
(т. е. L1(R)-модуль X невырожденный);

(2) �(x) — замкнутое подмножество из R, причем �(x) = ∅ тогда и только
тогда, когда x = 0;

(3) �(fx) ⊂ (supp f̂) ∩ �(x);
(4) fx = 0, если (supp f̂) ∩ �(x) = ∅, и fx = x, если множество �(x)

компактно и f̂ = 1 в некоторой его окрестности;
(5) �(x) = {λ0} — одноточечное множество тогда и только тогда, когда

вектор x 6= 0 удовлетворяет равенствам T (t)x = exp(iλ0t)x, t ∈ R.
Банахово пространство Cb(R, X) наделяется структурой банахова L1(R)-

модуля (см. [13, 18]) с помощью операции свертки

(f ∗x)(t) =
∫
R

f(τ)(S(−τ)x)(t) dτ =
∫
R

f(τ)x(t−τ) dτ =
∫
R

f(t−τ)x(τ) dτ, t ∈ R,

где f ∈ L1(R), x ∈ Cb(R, X).
Банахово пространство Cb,u(R, X) является замкнутым подмодулем про-

странства Cb(R, X), а структура банахова L1(R)-модуля на нем задается фор-
мулой (4), где X = Cb,u(R, X) и T (t) = S(t), t ∈ R.

Определение 9. Число λ0 ∈ �(x) отнесем к несущественному спектру
�0(x) функции x ∈ Cb(R, X), если существует функция f ∈ L1(R) такая, что
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f̂(λ0) 6= 0 и f ∗ x ∈ C0(R, X). Множество �ess(x) = �(x)\�0(x) назовем суще-
ственным спектром функции x.

Определение 10. Пусть x ∈ Cb(R+, X) и x̄ — функция из Cb(R, X), сов-
падающая с x на R+ и обладающая свойством lim

t→−∞
x̄(t) = 0. Существенным

спектром �ess(x) функции x назовем множество �ess(x̄).

Данное определение корректно, т. е. не зависит от выбора продолжения
x̄ ∈ Cb(R, X) функции x на R (если x̄1 — еще одно такое продолжение x на R,
то x̄1 − x̄ ∈ C0(R, X)).

Заметим, что существенный спектр функции x : R → C, x(t) = exp it2,
t ∈ R, пуст. Если x(t) = y(t) + x0(t), t ≥ 0, где y ∈ Cω(R+, X) и x0 ∈ C0(R+, X),
то �ess(x) ⊂ 2π

ω Z. Если z ∈ Cω(R, X) — нечетная периодическая функция, то
функция z1 : t 7→ z(|t|) не является периодической, но z1 периодическая на
бесконечности периода ω, а ее существенный спектр содержится в множестве
2π
ω Z.

Определение 11. Вектор x0 ∈ X назовем периодическим вектором пе-
риода ω > 0 (относительно представления T ), если T (ω)x0 = x0.

Множество периодических (периода ω) векторов обозначим через Xω =
Xω(T ). Оно образует замкнутое подпространство в X , инвариантное относи-
тельно операторов T (t), t ∈ R.

Теорема 4. Для того чтобы вектор x0 ∈ X был периодическим периода
ω > 0 (т. е. x0 ∈Xω), необходимо и достаточно, чтобы имело место включение

�(x0) ⊂
2π
ω

Z. (5)

Доказательство. Необходимость. Если x0 ∈ Xω, то по определению
T (ω)x0−x0 = 0. Тогда для любой функции f ∈ L1(R) из формулы (4) получаем,
что

f(T (ω)x0 − x0) =
∫
R

f(τ)T (−τ)(T (ω)x0 − x0) dτ =
∫
R

f(τ)T (−τ +ω)x0 dτ − fx0

=
∫
R

(T (ω)f)(u)T (−u)x0 du− fx0 = (T (ω)f − f)x0 = 0.

Если λ0 /∈ 2π
ω Z, то рассмотрим f ∈ L1(R) такую, что f̂(λ0) 6= 0. Тогда

ĝ(λ0) = (eiλ0ω − 1)f̂(λ0) 6= 0 для g = S(ω)f − f ∈ L1(R). Отсюда получаем, что
найдена функция g ∈ L1(R) такая, что gx = (S(ω)f − f)x = 0 и ĝ(λ0) 6= 0. Из
определения 9 следует, что λ0 /∈ �(x0). Таким образом, доказано включение (5).

Достаточность. Пусть для �(x0) выполнено (5). Рассмотрим вектор
y0 = T (ω)x0 − x0. Если функция f ∈ L1(R) такова, что supp f̂ — компакт, то
из свойства 3 леммы 2 следует, что �(fy0) ⊂ supp f̂ ∩ �(y0) ⊂ supp f̂ ∩ �(x0) ⊂
supp f̂ ∩ 2π

ω Z есть конечное множество вида
{ 2π
ω k1, . . . ,

2π
ω kn

}
, k1, . . . , kn ∈ Z.

Из доказательства теоремы 1 в [13] и теоремы 3.2.7 в [17] следует, что вектор
fx0 представим в виде

fx0 = x1 + · · ·+ xn,

где �(xj) =
{ 2π
ω kj

}
, T (t)xj = ei

2π
ω kjtxj , 1 ≤ j ≤ n. Тогда

fy0 = f(T (ω)x0 − x0) = (T (ω)− I)fx0 =
n∑
j=1

(ei2πkj − 1)xj = 0.
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Поскольку множество функций из L1(R), имеющих преобразование Фурье
с компактным носителем, плотно в X и L1(R)-модуль X невырожденный (см.
свойство 1 леммы 2), то T (ω)x0 − x0 = 0. Стало быть, x0 ∈ Xω. Теорема
доказана.

Из равенств T (t + ω)x − T (t)x = T (t)(T (ω)x − x) = 0, t ∈ R, для любо-
го x ∈ Xω следует, что ϕx : R → X , ϕx(t) = T (t)x, является непрерывной
периодической функцией. Рассмотрим ее ряд Фурье

ϕx(t) ∼
∑
n∈Z

xne
i 2πnω t,

где xn = 1
ω

ω∫
0
T (τ)xe−i

2πn
ω τ dτ , n ∈ Z.

Определение 12. Ряд x ∼
∑
n∈Z

xn назовем рядом Фурье вектора x ∈ Xω,

а векторы xn, n ∈ Z, — коэффициентами Фурье вектора x.

Если ряд Фурье вектора x ∈X абсолютно сходится, т. е. выполнено усло-

вие
∑
n∈Z

‖xn‖ <∞, то справедливо равенство x =
∑
n∈Z

xn = lim
N→∞

N∑
n=−N

xn.

Наряду с изометрическим (не обязательно периодическим) представлением
T : J → EndX рассмотрим представление T̃ : J → End(EndX ), T̃ (t)A =
T (t)AT (−t), t ∈ J, A ∈ EndX .

Определение 13. Оператор A ∈ EndX назовем периодическим (относи-
тельно представления T̃ ) периода ω > 0, если

T̃ (ω)A = T (−ω)AT (ω) = A

(т. е. оператор A перестановочен с оператором T (ω)), и функция t 7→T (t)AT (−t):
J → EndX непрерывна в равномерной операторной топологии.

Множество ω-периодических операторов образует замкнутую подалгебру
EndωX = (EndX )ω из алгебры EndX .

В соответствии с определением 11 рассмотрим ряд Фурье A ∼
∑
n∈Z

An опе-

ратора A относительно представления T̃ , где An = 1
ω

ω∫
0
T (τ)AT (−τ)e−i 2πnω τ dτ.

Определим двустороннюю последовательность (dA(n)), положив dA(n) =
‖An‖X , n ∈ Z. Для рассматриваемого оператора будем считать выполненным
одно из условий следующего предположения.

Предположение 2. Для оператора A ∈ EndX выполнено одно из усло-
вий:

(1)
∑
k∈Z

dA(k) <∞, т. е. оператор A обладает абсолютно сходящимся рядом

Фурье;
(2)

∑
k∈Z

dA(k)α(k) < ∞, где α : Z → R+ — неубывающий субэкспоненциаль-

ный вес, т. е. для функции α выполнены следующие три условия:
а) lim

|k|→∞
lnα(k)
|k| = 0,

б) α(k) ≥ 1 для всех k ∈ Z,
в) α(k + n) ≤ α(k)α(n) для всех k, n ∈ Z;
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(3) sup
k∈Z

dA(k)β(k) <∞, где β : Z → R+ — функция, для которой выполнены
следующие условия:

а)
∑
k∈Z

1
β(k) <∞,

б) lim
|k|→∞

ln β(k)
|k| = 0,

в) существует постоянная C(β) > 0 такая, что
∑
j∈Z

1
β(k−j)β(j) ≤ C(β) 1

β(k) для

всех k ∈ Z,
г) lim

m→∞
β0(m) = 0, где функция β0 : N → R+ определяется равенством

β0(m) = sup
|k|≥2

∑
|j|≤m−1

β(k)
β(mk+j) , m ≥ 1;

(4) dA(k) ≤ Mγ|k| для всех k ∈ Z\{0} для некоторых постоянных M =
M(A) > 0 и γ = γ(A) ∈ (0, 1);

(5) sup
k∈Z

dA(k)(1 + |k|)q <∞ для некоторого q > 1;

(6) dA(k) = 0 при |k| ≥ m для некоторого m = m(A) ∈ N (т. е. ряд Фурье
оператора A имеет конечное число отличных от нуля коэффициентов Фурье).

Концепция рядов Фурье периодических операторов рассматривалась в [14,
17, 21, 22]. Из теорем 1, 3–5, а также следствия из теоремы 3 в [22] следует
справедливость следующего утверждения.

Теорема 5. Пусть оператор A ∈ EndX обратим и для него выполнено
одно из условий (1)–(4) предположения 2. Тогда обратный оператор B = A−1 ∈
EndX удовлетворяет соответствующему условию:

(1′)
∑
k∈Z

dB(k) <∞;

(2′)
∑
k∈Z

dB(k)α(k) <∞;

(3′) sup
k∈Z

dB(k)β(k) <∞;

(4′) dB(k) ≤ Nγ|k| для всех k ∈ Z\{0} для некоторых постоянных N =
N(B) > 0 и γ1 = γ1(B) ∈ (0, 1).

Если же для оператора A выполнено одно из условий (5), (6), то оператор
B удовлетворяет условию (1′).

§ 3. Доказательства теорем 2 и 3

В дальнейшем символом X будем обозначать банахову алгебра с единицей,
а символом X — фактор-пространство Cω,∞(J, X)/C0(J, X), которое является
банаховым пространством с нормой ‖x̃‖ = inf

y∈x+C0(J,X)
‖y‖, где x̃ = x+C0(J, X) —

класс эквивалентности, содержащий функцию x ∈ Cω,∞(J, X).
Банахово пространствоX становится банаховой алгеброй, если умножение

вводится следующим образом:

x̃ỹ = x̃y, x̃, ỹ ∈X . (6)

Ясно, что подпространства Cω,∞(R, X) и C0(R, X) являются замкнутыми
подмодулями из L1(R)-модуля Cb(R, X). Формула (6) не позволяет корректно
задать структуру L1(R)-модуля в Cb(R+, X). Тем не менее такой структурой на-
деляются фактор-пространства Cb,u(J, X)/C0(J, X) и Cω,∞(J, X)/C0(J, X). (Слу-
чай J = R очевиден — Cb(R, X)/C0(R, X) является фактор-модулем.)
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Пусть J = R+. В фактор-пространстве Cb,u(R+, X)/C0(R+, X) корректно
определяется сильно непрерывная группа изометрий

S̃ : R → End(Cb,u(R+, X)/C0(R+, X)),

действующая по правилу S̃(t)x̃ = S̃(t)x, t ∈ R, x̃ ∈ Cb,u(R+, X)/C0(R+, X), где
S(t)x — сдвиг функции x влево (см. формулу (1)) для t ≥ 0, а для t < 0 символ
S̃(t)x обозначает класс эквивалентности, содержащий непрерывную функцию
xt ∈ Cb(R+, X) вида

xt(s) =
{
x(s+ t), s+ t > 0,
−t−1x(0)s, s+ t ≤ 0, s ≥ 0.

Структура банахова L1(R)-модуля на Cb,u(J, X)/C0(J, X) (в частности,
Cω,∞(J, X)/C0(J, X)) наделяется формулой

fx̃ =
∫
R

f(τ)S̃(−τ)x̃ dτ, f ∈ L1(R), x̃ ∈ Cb,u(J, X)/C0(J, X),

где J = {R+,R}. Непосредственно из определения представления S̃ : J →
EndCb,u(J, X)/C0(J, X) следует, что S̃(ω)x̃ = x̃, x̃ ∈ Cb,u(J, X)/C0(J, X). Таким
образом, функция t 7→ S̃(t)x̃ : R → Cω,∞(J, X)/C0(J, X) является непрерыв-
ной ω-периодической функцией, т. е. она принадлежит банахову пространству
Cω(R, Cω,∞(J, X)/C0(J, X)). Стало быть, имеет место

Лемма 3. Функция x ∈ Cb,u(J, X) ω-периодическая на бесконечности то-
гда и только тогда, когда класс эквивалентности x̃ = x+C0(J, X) является ω-пе-
риодическим вектором относительно представления S̃ ∈ EndCb,u(J, X)/C0(J, X).

Получен следующий спектральный критерий периодичности на бесконеч-
ности функции x ∈ Cb,u(J, X).

Теорема 6. Для того чтобы функция x ∈ Cb,u(J, X) была ω-периодической
на бесконечности, необходимо и достаточно, чтобы имело место включение

�ess(x) ⊂ 2π
ω

Z.

Доказательство. Рассмотрим фактор-пространство

X = Cb,u(J, X)/C0(J, X),

которое, как отмечалось ранее, является банаховым L1(R)-модулем. Непосред-
ственно из определений 8 и 9 следует, что �(x̃) = �ess(x), при этом без ограни-
чения общности можно считать, что J = R. Утверждение теоремы следует из
леммы 3 и теоремы 4. Теорема доказана.

Доказательство теоремы 2. Пусть функция a ∈ Cω,∞(J, X) обрати-
ма относительно подпространства C0(J, X) и b ∈ Cb,u(J, X) — одна из обрат-
ных к a (относительно подпространства C0(J, X)) функций. Тем самым ãb̃ =
b̃ã = ẽ — единица алгебры Cb,u(J, X)/C0(J, X). Рассмотрим оператор A ∈
EndCb,u(J, X)/C0(J, X) вида Ax̃ = ãx̃, x̃ ∈ Cb,u(J, X). Этот оператор являет-
ся ω-периодическим относительно представления S̃ ∈ EndCb,u(J, X)/C0(J, X), и
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коэффициенты An, n ∈ Z, его ряда Фурье A ∼
∑
n∈Z

An относительно представ-

ления S̃ имеют вид Anx̃ = ãnx̃, x̃ ∈ Cb,u(J, X), где an ∈ Csl,∞(J, X), n ∈ Z, —
канонические коэффициенты Фурье функции a. Отметим, что ‖ãn‖ = ‖an‖∼ =
da(n) = inf

x0∈C0(J,X)
‖an + x0‖. Оператор A непрерывно обратим, и обратный

к нему оператор B = A−1 ∈ EndCb,u(J, X)/C0(J, X) имеет вид Bx̃ = b̃x̃, где
b̃ ∈ Cb,u(J, X)/C0(J, X) — класс эквивалентности, построенный по функции
b ∈ Cb,u(J, X). Для оператора A справедлива теорема 5, значит, любой пред-
ставитель b класса b̃ удовлетворяет соответствующему условию из теоремы 2.
Теорема доказана.

Доказательство теоремы 3. Необходимость. Пусть x ∈ Cω,∞(J, X)
представима в виде x = x1+x0, где x1 ∈ Cω(J, X), x0 ∈ C0(J, X). Тогда AN (x1+
x0) = x1 + ANx0, N ≥ 1. Поскольку x0 ∈ C0(J, X), то lim

N→∞
ANx0 = 0, следова-

тельно, lim
N→∞

ANx = x1.

Достаточность. Пусть для некоторой функции x ∈ Cω,∞(J, X) существу-
ет предел lim

N→∞
ANx = y. Покажем, что x представима в виде x = x1 + x0, где

x1 ∈ Cω(J, X), x0 ∈ C0(J, X). В силу равенств

S(ω)y − y = lim
N→∞

(
1
N

N−1∑
k=0

S((k + 1)ω)x− 1
N

N−1∑
k=0

S(kω)x

)

= lim
N→∞

(
1
N

(S(Nω)x− x)
)

= 0

функция y периодическая, т. е. y ∈ Cω(J, X), откуда вытекает, что ANy = y
для любого N ≥ 1. Обозначив x− y = x0 ∈ Cω,∞(J, X), получим следующую
цепочку равенств:

lim
N→∞

ANx0 = lim
N→∞

AN (x− y) = lim
N→∞

(ANx− y) = y − y = 0. (7)

По функции x0 построим класс x̃0 ∈ X , который в силу леммы 3 являет-
ся ω-периодическим вектором в пространстве X = Cω,∞(J, X)/C0(J, X), т. е.
x̃0 ∈ Xω. Наряду с операторами AN , N ≥ 1, рассмотрим последовательность

операторов (ÃN ), N ≥ 1, из EndX следующего вида: ÃN = 1
N

N−1∑
k=0

S̃(kω). Тогда

ÃN x̃0 = x̃0 для любого N ≥ 1. С другой стороны, из (7) следует справедли-
вость равенства lim

N→∞
ÃN x̃0 = 0̃, откуда непосредственно получаем, что x̃0 = 0̃.

Значит, x0 ∈ C0(J, X), т. е. функция x представима в виде x = y + x0, где
y ∈ Cω(J, X), x0 ∈ C0(J, X). Теорема доказана.
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