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Аннотация. Доказано, что периодическая группа Шункова, насыщенная полными
линейными группами размерности два над конечными полями, изоморфна полной
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1. Введение

По определению группа G насыщена группами из множества групп X, если
любая конечная подгруппа K из G содержится в подгруппе группы G, изоморф-
ной некоторой группе из X [1].

В [2] доказано, что произвольная периодическая группа, насыщенная груп-
пами из множества групп L2(pn), где p и n не фиксируются, изоморфна L2(Q),
где Q — локально конечное поле. Там же этот результат удалось обобщить на
случай, когда группа насыщена группами из множества групп SL2(pn). Есте-
ственно было рассмотреть случай, когда периодическая группа насыщена груп-
пами из множества групп GL2(pn). В [3] обсуждалась

Гипотеза. Пусть периодическая группа G насыщена группами из множе-
ством групп GL2(pn), где p, n не фиксируются. Тогда G ' GL2(Q) для некото-
рого локально конечного поля Q.

Там же было показано, что данная гипотеза в классе всех периодических
групп неверна. Таким образом, возникает задача выделения в периодических
группах классов групп, в которых эта гипотеза имеет место.

В [4] гипотеза доказана в классе локально конечных групп. В [3] она дока-
зана в классе периодических групп Шункова при дополнительном ограничении:
p фиксируется. В настоящей работе от этого ограничения удается избавиться.

Теорема. Периодическая группа Шункова G, насыщенная группами из
множества =, состоящего из всех групп GL2(pn) (здесь p и n не фиксируются),
изоморфна GL2(Q) для подходящего локально конечного поля Q.

Под символом e в данной работе будет пониматься единица группы G.

2. Известные факты и определения

Определение 1. Группа G называется группой Шункова (сопряженно-
бипримитивно конечной группой), если для любой конечной подгруппы H из G
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в фактор-группе NG(H)/H любые два сопряженных элемента простого порядка
порождают конечную группу [5].

Определение 2. Пусть группа G насыщена группами из множества групп
X и K — подгруппа из G. Через X(K) обозначим множество всех подгрупп из
G, содержащих K и изоморфных группам из X. В частности, если 1 — единич-
ная подгруппа G, то X(1) — множество всех подгрупп группы G, изоморфных
группам из X [6].

Определение 3. Сплетенной группой называется сплетение циклической
группы и группы порядка два.

Предложение 1. Пусть G — группа Шункова, a, b — элементы из G такие,
что a2 = bp = e, где p — простое число. Тогда 〈a, b〉 конечна.

Доказательство. По определению 1 группа 〈b, ba〉 конечна. Так как a ∈
NG(〈b, ba〉), то 〈b, ba〉〈a〉 — конечная группа. Поскольку 〈a, b〉 ⊆ 〈b, ba〉〈a〉, то
〈a, b〉 также конечная группа. Предложение доказано.

Предложение 2 [7, теорема 23.1.1]. Расширение локально конечной груп-
пы при помощи локально конечной группы есть локально конечная группа.

Предложение 3 [8, c. 206]. В бесконечной 2-группе T любая конечная
подгруппа отлична от своего нормализатора. В частности, T содержит беско-
нечную локально конечную подгруппу.

Предложение 4 [9]. Периодическая группа, содержащая инволюцию, цен-
трализатор которой конечен, локально конечна.

Предложение 5 [8, c. 206]. Если в периодической группе G некоторая
силовская 2-подгруппа конечна, то все силовские 2-подгруппы из G конечны и
сопряжены.

Предложение 6 [10]. Бесконечная 2-группа, насыщенная сплетенными
группами, изоморфна сплетению бесконечной локально циклической 2-группы
и группы порядка 2.

Предложение 7 [11]. Пусть I означает множество индексов, Kα — конеч-
ное поле для любого α ∈ I и R = {PGL2(Kα) | α ∈ I}. Периодическая группа
G, насыщенная группами из множества R, изоморфна простой группе PGL2(P )
над подходящим локально конечным полем P .

Предложение 8 [5]. p-Группа Шункова G, обладающая конечной макси-
мальной элементарной абелевой подгруппой, черниковская.

Предложение 9. ПустьG— локально конечная группа, насыщенная груп-
пами из множества {GL2(pn)}, где p — нефиксированное простое число, n —
нефиксированное натуральное число. Тогда G ' GL2(P ), где P — локально
конечное поле [4].

Предложение 10. Пусть L = GL2(2n). Тогда

1) L = L2(2n)× Z, где Z =
〈(

α 0
0 α

)〉
— центр группы L, α ∈ GF (q);

2) R =
{(

1 α
0 1

)
, α ∈ GF (2n)

}
— силовская 2-подгруппа группы L, NL(R)

= R h D, где D =
〈(

α 0
0 β

)〉
— подгруппа диагональных матриц группы L,
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β ∈ GF (2n), D = Z × T , T =
〈(

α 0
0 1

)〉
и |Z| = |T | = 2n − 1;

3) PGL2(pn) = L/Z = L2(2n) [12, 13].

Предложение 11. Пусть L = GL2(pn) и p нечетно. Тогда
1. |L| = (pn − 1)2pn(pn + 1).

2. R =
{(

1 α
0 1

)
, α ∈ GF (pn)

}
— силовская p-подгруппа группы L, NL(R)

= R hD, где D =
〈(

γ 0
0 β

)〉
— подгруппа диагональных матриц группы L и

β, γ — ненулевые элементы поля GF (pn), D = Z × T , Z =
〈(

γ 0
0 γ

)〉
, — центр

группы L, T =
〈(

γ 0
0 1

)〉
, CL(D) = D и |Z| = |T | = pn − 1.

3. Любые две различные силовские p-подгруппы группы L пересекаются
тривиально.

4. Пусть M = 〈a〉 × 〈b〉, где |a| = |b| = k > 2, — подгруппа L. Тогда k делит
pn − 1 и Mg ⊆ D и NL(Mg) = NL(D) = D h 〈ω〉 для некоторого g ∈ L, где

ω =
(

0 1
1 0

)
.

5. Пусть a — элемент нечетного порядка из L и CL(〈a〉) содержит две раз-
личные циклические 2-подгруппы одинакового порядка. Тогда |a| делит pn− 1.

6. В L нет подгрупп, изоморфных A4.

7. L = SL2(pn) h T , где T =
(
α 0
0 1

)
и 0 6= α ∈ GF (pk).

8. L = (SL2(pn) ·Z) · 〈υ〉, где υ =
(
h 0
0 1

) (
0 1
1 0

)
, υ2 =

(
h 0
0 h

)
∈ Z и h —

элемент поля GF (pn), из которого не извлекается корень квадратный.
9. Если q ≡ 1(mod 4), 2s — это 2-часть числа q−1, ξ — примитивный корень

степени 2s из 1 в GF (q), то ее силовская 2-подгруппа S порядка 2s+1 является

сплетением групп Z2s и Z2, S =
〈(

ξ 0
0 1

)
,

(
1 0
0 ξ

)
,

(
0 1
1 0

)〉
.

10. Если q ≡ −1(mod 4), 2s — это 2-часть числа q + 1, ξ — примитивный
корень степени 2s+1 из 1 в GF (q2), то ее силовская 2-подгруппа S является по-

лудиэдральной группой порядка 2s+2 и S =
〈(

ξ 0
0 ξ + ξq

)
,

(
0 1
−1 0

)〉
[12, 14].

Пусть N — некоторое множество циклических групп нечетного порядка, а
M — некоторое множество групп L2(2m). Положим X={X ×Y }, где X принад-
лежит M, а Y принадлежит N.

Предложение 12. Периодическая группа Шункова G, насыщенная груп-
пами из множества X, локально конечна и изоморфна прямому произведению
L × V , где L ' L2(Q) для некоторого локально конечного поля Q характери-
стики два, а V — локально циклическая группа без инволюций [15].

Предложение 13. Пусть T — бесконечная силовская 2-подгруппа пери-
одической группы G, MT — множество всех силовских 2-подгрупп группы G,
изоморфных T , NT — множество всех силовских 2-подгрупп группы G, не изо-
морфных T . Тогда существуют такие X ∈ MT и Y ∈ NT , что |X ∩ Y | ≥ t, где
t — наперед заданное натуральное число [16,лемма 6].
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3. Доказательство теоремы

Предположим обратное, и пусть G — контрпример.

Лемма 1. Пусть периодическая группа R насыщена группами из множе-
ства =. Тогда силовская 2-подгруппа S группы R одного из следующих видов:

1) S = 〈a2n = v2 = 1, av = a2n−1−1〉 — полудиэдральная группа и |S| = 2n+1;
2) S = 〈a,w | a2n = b2

n

= w2 = e, aw = b, ab = ba〉 — сплетенная 2-группа и
|S| = 2n+2;

3) S — конечная элементарная абелева 2-группа;
4) S — бесконечная элементарная абелева 2-группа;
5) S = S̃K, где S̃ — бесконечная локально циклическая 2-группа, K —

конечная 2-группа, изоморфная некоторой подгруппе группы диэдра порядка 8;
6) S = ((A×B)h〈w〉), где A — бесконечная локально циклическая 2-группа,

w2 = e и Aw = B.
Доказательство. 1. Если в R некоторая S конечна, то она одна из видов

1–3 утверждения леммы. Действительно, это так ввиду предложений 5, 10, 11
(пп. 9, 10). П. 1 доказан.

В дальнейшем считаем, что S — бесконечная группа.
2. Если полная часть S̃ группы S является единичной группой, то S вида 4

из условия леммы. В этом случае S содержит подгруппу D = 〈x〉 × 〈y〉 × 〈z〉,
где x2 = y2 = z2 = 1. В силу предложения 3 D вложена в бесконечную локаль-
но конечную подгруппу I группы S. Если I содержит элемент порядка 4, то
〈D, b〉 — конечная 2-группа, которая по условию насыщенности является под-
группой группы D1, где D1 — одна из следующих групп (предложения 10, 11):
D1 — конечная группа полудиэдра, D1 — конечная сплетенная 2-группа, D1 —
элементарная абелева 2-группа. Но в первых двух случаях D1 не может содер-
жать подгруппу D, а в последнем не может содержать элемент b.

Итак, I — элементарная абелева 2-группа, и можно считать I максимальной
в указанном смысле (D ⊂ I). Если S = I, то все доказано. Предположим, что
v ∈ S \ I 6= ∅. Покажем, что v можно выбрать так, что vw = wv для некоторой
инволюции w ∈ I. Если |v| = 2, то группа 〈v, w〉 конечна для любой инволюции
w из I. Пусть d — инволюция из Z(〈v, w〉). Если d ∈ I, то положим w = d. Если
d /∈ I, то положим v = d. Подгруппа 〈w〉 × 〈v〉 = K1, очевидно, не лежит в I и
K1 ∩ I = 〈w〉. Возьмем в I инволюцию t 6= w. Ясно, что tw = wt.

Рассмотрим конечную подгруппу 〈w, v, t〉. Данная подгруппа, очевидно, не
лежит в I, и

(〈w〉 × 〈t〉) ⊆ (〈w, v, t〉 ∩ I).
В силу предложения 3 в 〈w, v, t〉 существует элемент v1 такой, что v1 ∈ NG(〈w〉×
〈t〉) \ I и v2

1 ∈ I. Тогда K2 = 〈v1, w, t, t1〉, где t1 ∈ I \ (〈w〉 × 〈t〉), — конечная
2-группа.

По условию насыщенности K2 ≤ K3 ∈ =(1). Так как K2 содержит подгруп-
пу 〈w〉 × 〈t1〉 × 〈t〉, из структуры = вытекает, что K2 — элементарная абелева
2-группа. В силу произвольности выбора t1 из I получим, что v1 перестаново-
чен с любой инволюцией из I. Таким образом, I ×〈v1〉 — элементарная абелева
2-группа, что противоречит максимальности I как элементарной абелевой 2-
группы.

Пусть |v| = 4. Возьмем x1 = v2. По доказанному выше x1 ∈ I. В дальней-
шем, дословно повторяя рассуждения для случая |v| = 2, получим, что v ∈ K2 —
элементарная абелева 2-группа. Противоречие с тем, что |v| = 4. П. 2 доказан.
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В дальнейшем будем считать, что S не содержит элементарных абелевых
групп порядка более четырех. Пусть S̃ — максимальная полная абелева под-
группа из S.

3. Если ранг S̃ не меньше двух, то S — группа вида 6 из условия леммы.
В этом случае S̃ = A × B, где A,B — квазициклические группы. Возьмем в S̃
конечную подгруппу R = 〈a〉 × 〈b〉, где a ∈ A, b ∈ B, и |a| = |b| > 2. По условию
насыщенности R ⊂ K ∈ =(1). Следовательно, K ' GL2(pn) и p 6= 2. Пусть
Sk — силовская 2-подгруппа из K, содержащая R. По предложению 11 (п. 9)
Sk = (〈c〉 × 〈d〉h 〈w〉) — сплетенная 2-группа, т. е. |c| = |d| > 2 и cw = d. Ясно,
что R ≤ (〈c〉 × 〈d〉) и Rw = R. Возьмем в R̃ \ R элемент y со свойством y2 ∈ R.
Очевидно, такой элемент в силу структуры S̃ найдется. Ясно, что y ∈ CG(R).
Следовательно, группа 〈R, y,w〉 конечна.

По условию насыщенности 〈R, y,w〉 ⊂ K1 ∈ =(1) и K1 ' GL2
(
pn1
1

)
, где

p1 6= 2. По предложению 11 (п. 4) 〈R1, y, w〉 ⊂ NK1(R) = (〈c1〉 × 〈d1〉) h 〈w〉 —
сплетенная группа. Здесь |c1| = |d1| =

(
pn1
1 − 1

)2 и cw1 = d1. Кроме того,
CK1(R) = (〈c1〉×〈d1〉). В частности, отсюда вытекает, что 〈yw, y〉 ≤ (〈c1〉×〈d1〉).
Пусть y1 — другой элемент из S̃ \R со свойством y2

1 ∈ R и 〈y1〉 6= 〈y〉. Покажем,
что y1yw = ywy1. Действительно, 〈R, y, yw〉 — конечная группа.

По условию насыщенности 〈R, y1, yw〉 ≤ K2 ∈ =(1), K2 ' GL2
(
pn2
2

)
, где

p1 6= 2. По предложению 11 (п. 4) CK2(R) = (〈c2〉 × 〈d2〉), где |c2| = |d2| =
(pn2 − 1)2. Так как 〈R, y1, yw〉 < CK2(R), то y1yw = ywy1, что и требовалось.

Пусть Y — множество элементов из S̃ \ R таких, что y2 ∈ R для любого
y ∈ Y . Ясно, что Y — конечное множество. Из сказанного выше получаем, что
〈Y,R〉 — конечная абелева группа из CG(R), а 〈R, Y, Y w, w〉 — конечная группа
из NG(R). По условию насыщенности 〈R, Y, Y w, w〉 ≤ K3 ∈ =(1), K3 ' GL2

(
pn3
3

)
и p3 6= 2. По предложению 11 (п. 4) NK3(R) = (〈c3〉 × 〈d3〉) h 〈w〉, (〈c3〉 × 〈d3〉) =
CK3(R) и R1 = S̃ ∩ (〈c3〉 × 〈d3〉). По построению R < R1 = (〈v1〉 × 〈u1〉), где
〈v〉 < A, 〈u〉 < B и vw1 = u1. Действуя по описанному выше алгоритму, строим в
S цепочку подгрупп R ⊂ R1 ⊂ R2 ⊂ · · · ⊂ Ri ⊂ . . . со следующими свойствами:
Ri = (〈ui〉 × 〈vi〉) и vwi = ui. Так как S̃ — полная 2-группа ранга 2, очевидно,⋃
Ri = S̃ и w ∈ N(S̃).

Осталось показать, что S̃ h 〈w〉 = S. Рассмотрим NG(S)/S̃ = N . Ясно,
что в N силовская 2-подгруппа конечна, а значит, все силовские 2-подгруппы
из N конечны и сопряжены (предложение 5), а силовские 2-подгруппы в N

сопряжены. Поэтому с точностью до сопряженности можно считать, что S̃ h
(〈w〉) ⊆ S. Из предложения 11 (п. 4) получаем, что y ∈ (S̃ h 〈w〉) для любого
y ∈ S. Следовательно, S ⊆ (S̃ h 〈ωn〉) и S̃ h 〈w〉 = S. П. 3 доказан.

4. Если Dn ⊂ S, где Dn = 〈an〉 × 〈bn〉 h 〈wn〉, |an| = |bn| > 2, awnn = bn и
w2
n = e, то S вида 6 из условия леммы. Если S содержит бесконечную цепочку

D1 ⊂ D2 ⊂ · · · ⊂ Dn ⊂ . . . , (1)

то, очевидно,
⋃
Dn насыщена конечными сплетенными 2-группами, по предло-

жению 6 S̃ ранга 2 и по п. 3 все доказано. Предположим, что бесконечных
цепочек типа (1) в S нет. Тогда S̃ — квазициклическая группа и, очевидно,
S̃ ⊆ Z(S). Пусть Dn — максимальная сплетенная 2-группа из S. Положим
(〈an〉 × 〈bn〉) = Rn.

Пусть s — элемент из S̃ \Rn такой, что s2 ∈ Rn. Тогда 〈Rn, s, 〉 — конечная
группа и по условию насыщенности 〈Rn, s, 〉 ⊂ K ' GL2(pn), где p 6= 2. По
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предложению 11 (п. 4) s ∈ CK(Rn). Следовательно, sx = xs для любого x ∈
CK(Rn). Выберем x ∈ CK(Rn) \ S так, что x2 ∈ Rn. Пусть s1 ∈ S̃ и s21 =
s. По условию насыщенности конечная группа 〈s1, x,Rn〉 ⊆ K1 эквивалентна
GL2

(
pn1

)
, для некоторого нечетного простого p1. Так как 〈s1, x,Rn〉 ⊆ CK1(Rn),

по предложению 11 (п. 4) s1x = xs1. Далее, используя индукцию, получим,
что S̃ ⊂ CG(x) и 〈S̃, x〉 — абелева группа. Следовательно, S̃Rn〈x〉 — абелева 2-
подгруппа, содержащая подгруппу Rn1 = 〈an1〉 × 〈bn1〉 со свойством Rn ⊂ Rn1 .
Действуя подобным образом, строим бесконечную цепочку вложенных друг в
друга подгрупп

S̃Rn ⊂ S̃Rn1 ⊂ · · · ⊂ S̃Rnk ⊂ . . . .

Положим S̃1 =
⋃
S̃Rnk . Несложно видеть. что S̃1 — полная абелева группа

ранга 2 и ωn ∈ NG(S̃1). Положим S1 = S̃1 h 〈ωn〉. Тогда S1 — группа вида 6 из
условия леммы. П. 4 доказан.

5. Пусть S не содержит подгруппу Dn = (〈an〉 × 〈bn〉) h 〈wn〉 с условием
|an| = |bn| > 2. Тогда S вида 5 из условия леммы. Очевидно, в этом случае
полная часть S̃ группы S — квазициклическая 2-группа. Тогда S = S/S̃ —
конечная 2-группа, и пусть K — ее минимальный по порядку образ в S. Тем
самым S = S̃K.

Пусть S̃n — конечная подгруппа из S̃ порядка 2n. Из условия насыщенности
вытекает, что в группе S̃nK найдется абелева нормальная подгруппа K1 со
свойством |S̃nK : K1| ≤ 2, в частности, |K : K ∩K1| ≤ 2. Поскольку n можно
взять сколь угодно большим, S̃K1 — абелева группа. По [2, теорема 9.1.4] S̃K1 =
S̃ × 〈k1〉, где |k1| ≤ 2 (см. построение группы S̃1 из п. 4). Так как |S : S̃K1| ≤ 2,
|S̃K1 : S̃| ≤ 2, то |S : S̃| ≤ 4.

Пусть S циклическая. Тогда S = 〈sS̃〉 для некоторого s ∈ S. Пусть m —
наименьшее число, при котором sm ∈ S̃. Возьмем в S элемент x со свойством
xm = sm (такой найдется в силу полноты S̃). Тогда x−1s — элемент порядка m.
Ясно, что m ≤ 4 и S = S h 〈x−1s〉. Взяв в качестве K группу 〈x−1s〉, получаем
требуемое.

Пусть S не циклическая. Тогда S̃ = 〈s1S̃〉 × 〈s2S̃〉, где s2i ∈ S̃ и S2
2 ∈

S̃. Следовательно, можно считать, что s1, s2, s1s2 — инволюции (доказывается
точно так же, как и в случае, когда S — циклическая группа). Одна из этих
инволюций лежит в CS(S̃). Пусть для определенности это s1. Тогда S = (S̃ ×
〈s1〉)h 〈s2〉. Возьмем в S̃ инволюцию z, а в качестве K группу (〈z〉×〈s1〉)h 〈s2〉.
П. 5 доказан.

Завершим доказательство леммы. Если S — конечная группа, то лемма
доказана по п. 1. Если S — бесконечная группа и содержит элементарную абе-
леву подгруппу порядка 8, то лемма доказана по п. 2. Если S не содержит
элементарных абелевых подгрупп порядка 8, то по предложению 8 S облада-
ет нетривиальной полной частью S̃, и лемма доказана ввиду пп. 3–5. Лемма
доказана.

Лемма 2. Пусть K ∈ =(1). Тогда K ' GL2(pm) для некоторого нечетного
простого p.

Доказательство. Предположим обратное. Если K ' GL2(2n) для любой
K из =(1), то по предложениям 12, 10 (п. 1) G ' L2(Q) × V , где Q — локаль-
но конечное поле характеристики 2, а V — локально циклическая группа без
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инволюций, и по предложению 9 теорема доказана. В дальнейшем будет пред-
полагаться, что существует такая K из =(1), что K не изоморфна GL2(2n) ни
для какого n. Следовательно, K изоморфна GL2(pn), и p 6= 2. Зафиксируем K
и p. Предположим, что наряду с K найдется H ∈ =(1) такая, что H ' GL2(2m).

1. Неравенство m > 2 невозможно. Предположим обратное. По лемме 1 и
предложению 13 в этом случае любая силовская 2-подгруппа из G — элемен-
тарная абелева. Тогда H ' GL2(2n) для любой H из =(1), что противоречит
выбору K. П. 1 доказан.

2. Равенство m = 2 невозможно. Предположим обратное. Тогда H '
L2(22) × 〈d〉, где d — элемент порядка 3. Так как L2(22) содержит подгруппу,
изоморфную A4, то G также содержит подгруппу, изоморфную A4. Пусть это
подгруппа V = (〈a〉 × 〈b〉) h 〈d〉, где a2 = b2 = d3 = e, и ad 6= a. Так как G
содержит K, силовская 2-подгруппа S из G, содержащая (〈a〉 × 〈b〉), не элемен-
тарная абелева. Возьмем элемент x ∈ NS(〈a〉 × 〈b〉) \ (〈a〉 × 〈b〉) со свойством
x2 ∈ (〈a〉 × 〈b〉). Фактор-группа 〈V, x〉/(〈a〉 × 〈b〉) конечна, так как порождается
инволюцией и элементом простого порядка (предложение 1). Следовательно,
группа 〈V, x〉 конечна (предложение 2), ее силовская 2-подгруппа не элементар-
ная абелева, и по условию насыщенности 〈V, x〉 ⊆ M , где M ' GL2(qm) для
некоторого нечетного простого q. Ясно, что V ⊆ M , а поскольку V ' A4,
приходим к противоречию с предложением 11 (п. 6). П. 2 доказан.

3. Равенство m = 1 невозможно. Предположим обратное. Тогда H '
(〈c〉 h 〈d〉), где c3 = d2 = e и cd = c−1. Возьмем инволюцию x из CG(d) с
тем свойством, что x 6= d. Ввиду леммы 1 такая инволюция найдется. То-
гда 〈c, cx, x, d〉 — конечная группа, порядок которой больше |H|. По условию
насыщенности 〈c, cx, x, d〉 ⊆ M , где M ' GL2(qm) для некоторого нечетного
простого q. То, что q 6= 2, вытекает из разобранных выше случаев и того фак-
та, что |M | > 6. Таким образом, в этом случае группа H всегда вкладывается в
некоторую большую с требуемым в условии леммы свойством. Не ограничивая
общности рассуждений, можно считать, что ни множество =(1), ни множество
= не содержат групп диэдра порядка 6. П. 3 доказан. Лемма доказана.

Зафиксируем некоторую группу K ∈ =(1). По лемме 2 K ' PGL2(pm), где
p — простое нечетное число.

Лемма 3. Для произвольного элемента a ∈ K порядка p группа CG(a)
содержит одну инволюцию.

Доказательство. Ясно, что Z(K) содержит инволюцию, а стало быть, и
CG(a) содержит инволюцию. Пусть z и t — две различные инволюции из CG(a).
Без ограничения общности можно считать, что z из центра K. Фактор-группа
〈a, z, t〉/〈a〉 конечна, так как порождена двумя инволюциями. По предложе-
нию 1 группа 〈a, z, t〉 конечна и по условиям теоремы вложима в некоторую
конечную подгруппу K1 ∈ =(〈a, z, t〉).

1. Для любого K1 ∈ =(〈a, z, t〉) имеем K1 ' GL2
(
pm1
1

)
, где p1 — простое

нечетное число, не равное p. Предположим обратное. Пусть для некоторой
группы K1, K1 ' GL2(pm). Тогда элемент a содержится в некоторой силовской
p-подгруппе группы K1 и CK1(〈a〉) содержит только одну инволюцию (предло-
жение 11 (пп. 1–3)). В этом случае z = t и приходим к противоречию с выбором
z и t. П. 1 доказан.

По п. 1 и предложению 11 (пп. 2, 5) Z(K1) содержит элемент порядка p,
а K1 содержит подгруппу 〈a〉 × 〈c〉 порядка p2. Рассмотрим в K подгруппу
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Фробениуса 〈a〉 h 〈b〉, где |b| = p − 1. Пусть v — инволюция из 〈b〉. Ясно, что
av = a−1. По условию насыщенности конечная группа 〈a, c, cv, v〉 содержится в
K2, где K2 ' GL2

(
pm1
2

)
и p2 — простое нечетное число (лемма 2).

2. p2 6= p. Предположим обратное. Возьмем силовскую p-подгруппу Sp из
K2, содержащую 〈a〉×〈c〉. По предложению 11 (п. 3), v ∈ NK2(Sp) и xv = x−1 для
любого x ∈ Sp (предложение 11, п. 2). В частности, cv = c−1 и v ∈ NG(〈a〉×〈c〉).
Возьмем «сплетающую» инволюцию ω из NK1(〈a〉× 〈c〉) (предложение 11, п. 4).
Фактор-группа 〈(〈a〉×〈c〉), v, ω〉/(〈a〉×〈c〉) конечна, так как порождается двумя
инволюциями. Следовательно, по предложению 2 группа 〈(〈a〉 × 〈c〉), v, ω〉 ко-
нечна. По условию насыщенности конечная группа 〈(〈a〉×〈c〉), v, ω〉 содержится
в K3, где K3 ' GL2

(
pm3
3

)
. Ясно, что p3 6= p (инволюция ω действует нерегуляр-

но на (〈a〉 × 〈c〉), и приходим к противоречию с предложением 11 (п. 4). П. 2
доказан.

По п. 2 (〈a〉 × 〈c〉) содержит неединичный элемент r из центра K2 и r 6= a.
Тогда 〈a〉×〈c〉 = 〈a〉×〈r〉, v ∈ NK2(〈a〉×〈c〉) и без ограничения общности можно
считать, что c совпадает с r, следовательно, cv = c. Поскольку b ∈ NK(〈a〉h〈v〉),
а c ∈ CG(〈a〉h 〈v〉), то 〈a, v, c, cb〉 — конечная группа. По условию насыщенности
〈a, v, c, cb〉 ⊆ K4, где K4 ' GL2

(
pm4

)
для некоторого нечетного простого p4 6= p.

В этом случае a /∈ Z(K4), поскольку av = a−1. Так как cb ∈ NK4(〈c〉 × 〈a〉),
то cb ∈ (〈c〉 × 〈a〉), b = v и p = 3 (предложение 11 (п. 4)). Следовательно,
K ' GL2(3m).

3. Неравенство m > 1 невозможно. Предположим обратное. Следователь-
но, в K найдется 〈a〉 × 〈a1〉 порядка 32, и

〈
a, a1, ac1

〉
h 〈v〉 — конечная группа,

которая по условию насыщенности лежит в K5, где K5 ' GL2
(
pm5
5

)
. Так как

cv = c, то p5 6= 3. Поскольку подгруппы
〈
a〉 × 〈ac1

〉
и 〈a〉 × 〈a1〉 имеют нетриви-

альное пересечение с центром K5, они совпадают, значит, c ∈ NG(〈a〉×〈a1〉), что
возможно только в случае, если c ∈ CG(〈a〉×〈a1〉). Из последнего вытекает, что
либо c ∈ (〈a〉×〈a1〉 и cv = c−1, что не так, либо (〈a〉×〈a1〉×〈c〉)h〈v〉 — конечная
подгруппа в G. По условию насыщенности ((〈a〉 × 〈a1〉 × 〈c〉) h 〈v〉) ⊆ K6, где
K6 ' GL2(3m6), m6 > 2. Но это невозможно, поскольку cv = c. П. 3 доказан.

Для завершения доказательства леммы осталось доказать следующий пункт.
4. Равенство m = 1 невозможно. Предположим обратное. Тогда K '

GL2(3) — конечная разрешимая группа порядка 48 с полудиэдральной силов-
ской 2-подгруппой SK . Возьмем элемент d ∈ CG(SK) и |d| > 2. Тогда 〈SK , d〉 —
конечная группа. По условию насыщенности 〈SK , d〉 ⊆ K7, где K7 ∈ =(1). В
этом случае K7 ' GL2

(
pm7
7

)
. Тогда либо p7 = 3 и m7 > 1, либо p7 6= 3. Следова-

тельно, без ограничения общности можно считать, что K /∈ =(1), а GL2(3) /∈ =.
Противоречие с выбором K. П. 4 доказан. Лемма доказана.

Лемма 4. Для произвольного элемента a порядка p из K все 2-элементы
группы CG(a) порождают локально циклическую 2-подгруппу.

Доказательство. Если все 2-элементы из CG(a) являются инволюциями,
то утверждение леммы вытекает из леммы 2. Пусть CG(a) содержит 2-элементы
порядка больше 2. Сделаем следующее индуктивное предположение: если в
CG(a) существует циклическая подгруппа 〈b0〉, |b0| = 2k и k ≥ 1, то она един-
ственна. Пусть в CG(〈a〉) существует циклическая подгруппа 〈b〉 и |b| = 2k+1.
Предположим, что существует другая циклическая подгруппа 〈c〉, лежащая в
CG(a), 〈c〉 6= 〈b〉, |c| = 2k+1. Рассмотрим подгруппу 〈a, b, c〉. В ней конечная абе-
лева подгруппа 〈a, b2〉 = 〈a, c2〉 нормальна (равенство 〈b2〉 = 〈c2〉 = 〈d〉 следует
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из индуктивного предположения). Тогда фактор-группа 〈a, b, c〉/〈a, d〉 конечна,
поскольку порождена двумя инволюциями. Следовательно, конечной являет-
ся и группа 〈a, b, c〉. По условиям теоремы 〈a, b, c〉 ⊆ L ∈ =(〈a, b, c〉). Если
L ' GL2(pm), то в L существует только одна циклическая группа порядка 2k+1,
лежащая в CG(〈a〉), и она лежит в центре группы L. Противоречие с выбором
〈c〉. Следовательно, 〈b〉 = 〈c〉. Если L ' GL2

(
pm1

)
, где p1 — простое нечетное

число, не равное p, то по предложению 11 (п. 5) p|
(
pm1 −1

)
и L содержит абелеву

подгруппу D порядка
(
pm1 − 1

)2 (предложение 11 (п. 2)). Без ограничения общ-
ности можно считать, что 〈a〉 ⊆ D и CG(a) содержит две различные инволюции.
Противоречие с леммой 3. Лемма доказана.

Лемма 5. Все 2-элементы из Z(K) лежат в центре группы G и порождают
в нем единственную локально циклическую 2-подгруппу.

Доказательство. Обозначим через z инволюцию из центра K.
1. Инволюция z лежит в центре группы G. Предположим обратное. Тогда

существует элемент g ∈ G такой, что zg = υ и υ 6= z. Пусть a — элемент порядка
p из K. Группа 〈a, aυ〉 конечна по определению 1. Так как 〈a, aυ〉υ = 〈aυ, a〉 =
〈a, aυ〉, то υ ∈ Ng(〈a, aυ〉). Последнее означает, что группа 〈aυ, a, υ〉 конечна. По
условию насыщенности

〈aυ, a, υ〉 ⊆ L1 ∈ =(〈aυ, a, υ〉).

По лемме 3 z ∈ Z(L1), значит, zυ = υz, т. е. zG = 〈zg | g ∈ G〉 — абелева
нормальная подгруппа в G периода 2. Следовательно, z = υ. Противоречие с
выбором υ. П. 1 доказан.

Предположим, что Z(K) содержит 2-элементы порядка больше 2. В этом
случае силовская 2-подгруппа из K является сплетенной группой (предложе-
ние 11 (пп. 9, 10)). По лемме 1 силовская 2-подгруппа из G также сплетенная
группа (конечная или бесконечная). Сделаем следующее индуктивное пред-
положение: если в Z(K) существует циклическая подгруппа 〈d〉 порядка 2k
(k ≥ 1), то она также содержится в Z(G). Пусть в Z(K) существует цикличе-
ская подгруппа 〈b〉 порядка 2k+1. Покажем, что b лежит в центре группы G.
Предположим обратное. Тогда существует g ∈ G такой, что bg = c 6= b. В силу
индуктивного предположения можно считать, что b2 = c2 = d ∈ Z(G). Следо-
вательно, 〈a, c〉 — конечная группа (предложение 1). По условию насыщенности
〈a, c〉 ⊆ L2 ∈ =(〈a, c〉).

2. Порядок |c| не делит |Z(L2)|. Предположим обратное. Тогда по лемме 4
b ∈ Z(L2). Следовательно, bG = 〈bg | g ∈ G〉 — абелева нормальная подгруппа в
G, и, значит, b = c. Противоречие с выбором c. П. 2 доказан.

По п. 2 и предложению 11 (пп. 9, 10) NL2(〈c〉) содержит инволюцию t со
свойством ct = cw, где w — инволюция из 〈c〉 (предложение 11 (пп. 9, 10)). Так
как c = bg, то NG〈b〉 содержит инволюцию tg

−1
со свойством bgtg

−1
= bwg−1

.
По условию насыщенности конечная группа 〈b, tg−1

, a〉 содержится в L3 и b ∈
CL3(a), где L3 ' GL2

(
pm1

)
, и p1 — простое нечетное число.

3. Равенство p = p1 невозможно. Предположим обратное. Тогда b ∈ Z(L3)
(предложение 11, п. 2) и инволюция tg

−1
перестановочна с b; противоречие. П. 3

доказан.

По п. 3 p 6= p1. Тогда либо p|
(
pm1 − 1

)2, либо p|
(
pm1 + 1

)
. В первом случае

CL3(a) содержит две различные инволюции, что противоречит лемме 2. Во вто-
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ром случае L3 содержит подгруппу (〈b1〉×〈a〉)h〈t〉, где SL3 = (〈b1〉×〈t〉) — силов-
ская 2-подгруппа группы L3 — будет полудиэдральной группой порядка больше
8 (b2

k

1 = t2 = e и bt1 = b−1
1 wg−1

), at = a−1, b ∈ 〈b1〉, а силовская 2-подгруппа из
Z(L3) совпадает с 〈wg−1〉. Как отмечалось выше, силовская 2-подгруппа из G
является сплетенной группой (конечной или бесконечной). Следовательно, в
G существует элемент d порядка 4 такой, что d ∈ CG(SL3) и d2 ∈ 〈b1〉. Отсю-
да, в частности, получаем, что d2 — инволюция из Z(G). Из определения 1 и
предложения 1 вытекает, что 〈b1, a, ac〉 и 〈d, t〉 — конечные группы. Ясно, что
〈d, t〉 ∈ NG(〈b1, a, ac〉). Следовательно, 〈d, t, b1, a, ac〉 — конечная группа, кото-
рая по условию насыщенности лежит в некоторой L4 ∈ =(1). Легко видеть,
что силовская 2-подгруппа из L4 — сплетенная группа и |b| | |Z(L4)|. Но тогда
b ∈ Z(L4), что не так. Лемма доказана.

Лемма 6. Пусть b — элемент нечетного порядка из Z(K). Тогда в G не
существует элемента x такого, что bx = b−1 и x2 ∈ Z(G).

Доказательство. Предположим обратное. Пусть такой элемент x суще-
ствует. Так как G — группа Шункова, то 〈b, x, a〉 — конечная группа. Здесь a —
элемент порядка p из K. По условию насыщенности 〈b, x, a〉 ⊆ L, где L ∈ =(1),
т. е. L ' GL2

(
pm1

)
. Если p = p1, то из предложения 11 (пп. 2, 3, 6) вытекает, что

b ∈ Z(L). Следовательно, bx = b, что противоречит выбору элемента x. Если
p 6= p1, то либо p|

(
pm1 − 1

)2, либо p|
(
pm1 + 1

)
. В первом случае CL(a) содержит

две различные инволюции (предложение 11 (п. 2)), что противоречит лемме 3.
Во втором случае, переходя к фактор-группе L/Z(L) ' PGL2

(
pm1

)
, приходим

к противоречию со структурой PGL2
(
pm1

)
. Действительно, поскольку b — не

центральный элемент из L, то

(〈b〉Z(L)/Z(L)× 〈a〉Z(L)/Z(L)) h 〈x〉Z(L)/Z(L)

— подгруппа из L/Z(L) порядка 2p|b|, причем инволюция 〈x〉Z(L)/Z(L) действу-
ет тождественно на циклической группе 〈a〉Z(L)/Z(L) и регулярно на цикличе-
ской группе 〈b〉Z(L)/Z(L). Но таких подгрупп в PGL2

(
pm1

)
нет (предложение 11

(пп. 7, 8)). Лемма доказана.

Лемма 7. Пусть b ∈ Z(K) и |b| = r — простое нечетное число. Тогда
b ∈ Z(G).

Доказательство. Предположим обратное. Пусть b 6= bg для некоторого
g ∈ G. По условию насыщенности конечная группа 〈b, bg〉 содержится в K(1,g) ∈
=(〈b, bg〉).

1. Существует такой g, что b не принадлежит Z(K(1,g)). Действительно,
если b ∈ Z(K(1,g)) для любого g ∈ G, то bG = 〈bg | g ∈ G〉 — абелева нор-
мальная подгруппа в G. Следовательно, 〈b, g〉 — конечная группа. По условию
насыщенности 〈b, g〉 ⊆ K2 ∈ =(〈b, g〉). Следовательно, bK2 = 〈bx | x ∈ K2〉 — нор-
мальная r-подгруппа в K2. По предложению 11 (п. 2) bK2 ⊂ Z(K2), в частности,
b ∈ Z(K2), значит, bg = b. Противоречие с выбором g. П. 1 доказан.

Положим K1,g = K1 и зафиксируем группу K1.
2. r ∈ π(Z(K1)). По предложению 11 (пп. 7, 8)

K1 = K1/Z(K1) = L1 h 〈υ〉,

где L1 ' L2(pn1) и |υ| = 2. Так как все элементы нечетных порядков из K1

попадают в подгруппу L1, для некоторой инволюции t̄ ∈ K1, b̄t̄ = b̄−1. Здесь
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b̄ — образ b при естественном гомоморфизме K1 на K1. Это означает, что для
некоторого 2-элемента t ∈ K1, bt = b−1z, и t2 ∈ Z(G) (лемма 5), где e 6= z ∈
Z(K1) (лемма 6). Так как r = |b| = |bt| = |b−1z|, то e = (b−1z)r = (br)−1zr =
ezr = zr. П. 2 доказан.

Положим z = d, зафиксируем t и подгруппу (〈d〉 × 〈b〉) из K1. Ясно, что
t ∈ NK1(〈d〉 × 〈b〉), dt = d и bt = b−1d.

3. В K найдется инволюция υ такая, что 〈d, b, υ〉 ⊆ K3 ∈ =(〈d, b, υ〉) —
конечная группа и d /∈ Z(K3). Так как b ∈ Z(〈d, b, υ〉), то 〈d, b, υ〉 — конечная
группа для любой инволюции υ ∈ K и по условию насыщенности

〈d, b, υ〉 ⊆ K3 ∈ =(〈d, b, υ〉).

Предположим, что d ∈ Z(K3) для любой инволюции υ ∈ K. Так как K = 〈υ |
υ ∈ K, υ2 = e〉, то d ∈ CG(K). Здесь может быть две взаимно исключающие
возможности: либо d ∈ K, либо ad /∈ K. В первом случае d ∈ Z(K) и по
предложению 11 (п. 2) 〈d〉 = 〈b〉, что невозможно. Во втором случае имеем
конечную подгруппу 〈d〉 ×K и по условию насыщенности

(〈d〉 × (〈b〉 × 〈c〉) h 〈w〉) ⊆ K4 ' GL2
(
pm1

)
,

где p1 — нечетное простое число, 〈b〉 × 〈c〉 — подгруппа порядка r2 из K, а w —
«сплетающая» инволюция из NK(〈b〉 × 〈c〉). Но, с другой стороны, p1 6= r, и в
K4 нет элементарно абелевых подгрупп порядка r3 (предложение 11 (пп. 1, 4));
противоречие. Итак, требуемая инволюция υ найдется. П. 3 доказан.

Завершим доказательство леммы. Так как 〈d〉 × 〈b〉 ⊆ K3 и |〈d〉 × 〈b〉| = r2,
по предложению 11 (п. 4) (〈d〉 × 〈b〉) ∩ Z(K3) = 〈z〉 6= e. Ясно, что 〈d〉 × 〈b〉 =
〈d〉 × 〈z〉. Поскольку a /∈ Z(K3), в фактор-группе K3 = K3/Z(K3) найдется
такая инволюция t̄1, что d̄t̄1 = d̄−1.

Следовательно, в K3 найдется 2-элемент t1 такой, что dt1 = d−1z1. По
лемме 5 t21 ∈ Z(G), и по лемме 6 z1 6= e. Ясно также, что z1 ∈ 〈z〉. Стало быть,
t1 ∈ NK3(〈d〉 × 〈z〉). Поскольку (〈d〉 × 〈z〉) = (〈d〉 × 〈b〉), то t1 ∈ NK3(〈d〉 × 〈b〉).
Итак, имеем 2-элементы t и t1 из NG(〈d〉 × 〈b〉), нетривиально действующие
на (〈a〉 × 〈b〉), такие, что dt = d, dt1 = d−1z1 6= d и t2, t21 ∈ Z(G). Так как
фактор-группа 〈(〈d〉 × 〈b〉), t1, t〉/

〈
(〈d〉 × 〈b〉), t21, t2

〉
= 〈t1, t̄〉 порождается двумя

инволюциями t1 и t̄, она конечна.
Получили, что 〈(〈d〉 × 〈b〉), t1, t〉 = M также конечная группа. По усло-

вию насыщенности M ⊆ K5 ∈ =(M). В силу того, что t1, t2 ∈ {NK5(〈d〉 ×
〈b〉)\CK5(〈d〉 × 〈b〉)}, из предложения 11 (п. 4) получаем, что xt = t1 и d 6=
d−1z1 = dt1 = dxt = dt = d для некоторого x ∈ CK5((〈d〉 × 〈b〉)); противоречие.
Лемма доказана.

Лемма 8. Пусть b ∈ Z(K), где K ∈ =(1) и |b| — нечетное число. Тогда
b ∈ Z(G).

Доказательство. В силу леммы 7 и индукции будем считать, что |b| = rn,
где r — простое число, n > 1 и br ∈ Z(G). В этом случае группа 〈b, bg〉 конечна
для любого g ∈ G (определение 1). По условию насыщенности 〈b, bg〉 ⊆ K(1,g) и
K(1,g) ' GL2

(
pm1

)
для некоторого нечетного простого p1.

1. Существует такой g ∈ G, что bbg 6= bgb. Действительно, если bbg = bgb
для любого g ∈ G, то bG = 〈bg | g ∈ G〉 — абелева нормальная подгруппа в G.
Следовательно, 〈b, g〉 — конечная группа. По условию насыщенности 〈b, g〉 ⊆
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K2 ∈ =(〈b, g〉). Значит, bK2 = 〈bx | x ∈ K2〉 — нормальная r-подгруппа в K2.
По предложению 11 (п. 2) bK2 ⊂ Z(K2), в частности, b ∈ Z(K2), значит, bg = b.
Противоречие с выбором g. П. 1 доказан.

Зафиксируем группу K1 = K(1,g).
2. rn||Z(K1)|. По предложению 11 (п. 2)

K1 = K1/Z(K1) = L2 h 〈υ〉,

где L1 ' L2(pn1) и |υ| = 2. Так как все элементы нечетных порядков из K1

попадают в подгруппу L1, то b̄t̄ = b̄−1 для некоторой инволюции t̄ ∈ K1. Здесь
b̄ — образ b при естественном гомоморфизме K1 на K1. Это означает, что
bt = b−1z и t2 ∈ Z(G) для некоторого 2-элемента t ∈ K1, где e 6= z ∈ Z(K1).
Так как rn = |b| = |bt| = |b−1z|, то e = (b−1z)r

n

= (br
n

)−1zr
n

= ezr
n

= zr
n

.
Соотношение zr

n−1 6= e вытекает из леммы 6. П. 2 доказан.
Пусть z из п. 2. Положим z = d, зафиксируем t и подгруппу (〈d〉〈b〉) из K1.

Ясно, что t ∈ N(〈d〉〈b〉) и 〈br〉 = 〈dr〉 (индуктивное предположение относительно
b и предложение 11 (п. 2)).

3. Структура 〈d〉〈b〉 следующая.
3.1. 〈d〉〈b〉 = 〈d〉 × 〈b1〉.
3.2. b1 = bd−k, где br = drk и (k, r) = 1.
3.3. |b1| = r.
3.4. bt1 = b−1

1 d1−2k.
3.5. dt = d.
3.6. bt = b−1d.
3.7. b = d(rn−1)/2 b1.
Доказательство проводится непосредственными вычислениями.
4. В K найдется инволюция υ такая, что конечная группа 〈d, b, υ〉 содер-

жится в K3 ∈ =(〈d, b, υ〉) и d /∈ Z(K3).
Так как b ∈ Z(〈d, b, υ〉), то 〈d, b, υ〉 — конечная группа для любой инволюции

υ ∈ K (предложение 1) и по условию насыщенности

〈d, b, υ〉 ⊆ K3 ∈ =(〈d, b, υ〉).

Предположим, что d ∈ Z(K3) для любой инволюции υ ∈ K. Так как K =
〈υ | υ ∈ K, υ2 = e〉, то d ∈ CG(K). Здесь может быть две взаимно исключающие
возможности: либо d ∈ K, либо d /∈ K. В первом случае d ∈ Z(K) и по
предложению 11 (п. 2) 〈a〉 = 〈b〉, что невозможно. Во втором случае имеем
конечную подгруппу 〈d〉K и по условию насыщенности

(〈d〉(〈b〉 × 〈c〉) h 〈w〉) ⊆ K4 ' GL2
(
pm1

)
,

где p1 — нечетное простое число, 〈b〉 × 〈c〉 — подгруппа порядка (rn)2 из K, а
w — «сплетающая» инволюция из NK(〈b〉×〈c〉). Но тогда p1 6= r и в K3 нет эле-
ментарных абелевых подгрупп порядка r3 (предложение 11 (пп. 1, 4)). С другой
стороны, по п. 3 группа 〈d〉〈b〉 содержит нециклическую абелеву подгруппу по-
рядка r2, поэтому K4 содержит элементарную абелеву подгруппу порядка r3.
Противоречие, которое указывает на то, что требуемая инволюция υ найдется.
П. 4 доказан.

Завершим доказательство леммы. Так как 〈d〉〈b〉 ⊆ K3 и 〈d〉〈b〉 = 〈d〉 × 〈b1〉
(см. п. 3 настоящей леммы), по предложению 11 (п. 4) (〈d〉〈b〉) ∩ Z(K3) 6= e.
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Пусть z — элемент порядка r из указанного пересечения. Поскольку b1 /∈ Z(K3),
то 〈z〉 × 〈b1〉) — подгруппа порядка r2 из K3. Из того факта, что d /∈ Z(K3) и
предложения 11 (п. 4) вытекает, что в NK3(〈z〉 × 〈b1〉) найдется инволюция t1
такая, что dt1 6= d. Тем самым dt1 = d−1z1, где z1 — элемент порядка rn из
Z(K3). Меньший порядок элемент z1 иметь не может в силу леммы 6, так как
〈dr〉 = 〈br〉, а 〈br〉 ⊂ Z(G) по индуктивному предположению. Ясно также, что
z ∈ 〈z1〉, t1 ∈ NK3(〈d〉〈z1〉) и

〈
zr1

〉
= 〈dr〉 = 〈br〉.

Если 〈z1〉 = 〈b〉, то (〈d〉〈z1〉) = (〈d〉〈b〉) и t1 ∈ NK3(〈d〉〈b〉). Итак, в NG(〈d〉〈b〉)
имеем 2-элемент t (t2 ∈ Z(G)) и инволюцию t1, нетривиально действующие на
〈d〉〈b〉, такие, что dt = d, dt1 = d−1z1 6= d. Фактор-группа 〈(〈d〉〈b〉), t1, t〉/〈d, b, t2〉
= 〈t̄1, t̄〉 порождается двумя инволюциями t̄1 и t̄, стало быть, она конечна. Сле-
довательно, 〈(〈d〉〈b〉), t1, t〉 = M также конечная группа. По условию насы-
щенности M ⊆ K5 ∈ =(M). Из предложения 11 (п. 4) получаем, что t1, t ∈
{NK5(〈a〉〈b〉)\CK5(〈d〉〈b〉)} и xt = t1, d 6= d−1z1 = dt1 = dxt = dt = d для некото-
рого x ∈ CK5(〈d〉〈b〉); противоречие.

Если 〈z1〉 6= 〈b〉, то из того, что 〈d, b, t1〉 ⊆ NK2(〈z〉×〈b1〉), и предложения 11
(п. 4) вытекает, что bt1 = b−1z2, где 〈z1〉 = 〈z2〉. В этом случае 〈b〉〈z1〉 = 〈z1〉 ×
〈b2〉, 〈d〉〈z1〉 = 〈z1〉 × 〈d2〉, где b2, d2 — элементы порядка r из NK2(〈z〉 × 〈b1〉)
(п. 3 настоящей леммы). Так как z ∈ 〈z1〉, то 〈z〉 × 〈b2〉 = 〈z〉 × 〈d2〉, поэтому
〈z1〉〈b〉 = 〈z1〉〈d〉. Отсюда немедленно вытекает, что 〈d〉〈b〉 ⊆ 〈z1〉〈b〉. Поскольку
〈d〉〈b〉 = 〈b〉×〈b1〉, то |〈d〉〈b〉| = |〈z1〉〈b〉|. Следовательно, 〈b〉〈d〉 = 〈z1〉〈b〉 = 〈z1〉〈d〉
и t1 ∈ NK3(〈a〉〈b〉). Таким образом, инволюции t, t1 опять попадают вNG(〈d〉〈b〉),
и, как показано выше, dt = d, dt1 = d−1z1 6= d. Далее, дословно повторяя
завершающие рассуждения из случая 〈z1〉 = 〈b〉, приходим к противоречию.
Лемма доказана.

Лемма 9. Z(G) — локально циклическая группа.
Доказательство. Пусть 〈z1, . . . , zn〉 — подгруппа из Z(G), порожденная

конечным набором элементов. По условию насыщенности 〈z1, . . . , zn, 〉 ⊆ L ∈
=(1). По предложению 11 (п. 2) 〈z1, . . . , zn〉 — циклическая группа из Z(L).
Лемма доказана.

Завершим доказательство теоремы. По лемме 9 Z(G) — локально цикличе-
ская группа. Очевидно, фактор-группа G = G/Z(G) — периодическая группа.
Покажем, что G насыщена группами из множества R. Пусть H — конечная
подгруппа из G и H — некоторый ее конечный прообраз в G. По условию тео-
ремы H ⊆ M ⊂ G, M ∈ =(1) и M ' GL2(qn), где q — простое нечетное число
(лемма 2). По леммам 5, 8 Z(M) ⊂ Z(G). Переходя к G, получим

K ⊆M 'MZ(G)/Z(G) 'M/M ∩ Z(G) 'M/Z(M) ' PGL2(qn).

По предложению 7 G — локально конечная группа. По теореме Шмидта (пред-
ложение 1) G — локально конечная группа, и по предложению 7 G ' GL2(Q),
где Q — подходящее локально конечное поле. Теорема доказана.
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