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Аннотация. Завершено описание 3-филиформных алгебр Лейбница максималь-
ной длины. Изучены когомологические свойства алгебр максимальной длины. Ис-
пользованы результаты Кабесаса и Пастора [1], конструкция подходящего однород-
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1. Введение

Алгебры Лейбница были определены Блохом в 1965 г., назвавшим их D-
алгебрами ввиду их связи с дифференцированиями. Эти алгебры были вве-
дены как обобщение алгебр Ли в [2]. Позднее благодаря новой когомологиче-
ской точке зрения Лодэя [3] они стали исследоваться в работах Аюпова, Касаса
и др. [4, 5]. В когомологической теории существует важное семейство алгебр
Лейбница — алгебры с максимальной длиной градуировки. Замечательный
факт разложимости алгебры в прямую сумму подпространств размерности 1
упрощает вычисление дифференцирований, поскольку они индуцируют соот-
ветствующую градуировку группы когомологий.

Основной целью данной статьи является продолжение изучения p-филифор-
мных алгебр Лейбница максимальной длины. Эти алгебры играют в последние
годы главную роль в классификационной теории и в геометрических, аналити-
ческих и физических приложениях.

В [1, 4, 6] получена классификация p-филиформных алгебр Лейбница мак-
симальной длины при 0 ≤ p ≤ 2. Более того, завершена классификация квази-
филиформных алгебр Лейбница максимальной длины [7]. В настоящей рабо-
те дана классификация 3-филиформных алгебр Лейбница максимальной дли-
ны, у которых ассоциированные естественно градуированные алгебры являют-
ся нелиевыми алгебрами Лейбница. Кроме того, в разд. 3 проведен анализ
пространства дифференцирований и первой группы когомологий полученных
алгебр. Мы ограничиваемся данным подсемейством, так как классификация
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3-филиформных алгебр Лейбница максимальной длины, у которых ассоции-
рованные естественно градуированные алгебры являются алгебрами Ли, уже
получена в [8].

Напомним, что алгебра L над полем F называется алгеброй Лейбница,
если она удовлетворяет тождеству Лейбница:

[x, [y, z]] = [[x, y], z] − [[x, z], y], x, y, z ∈ L ,

где [−,−] означает умножение в L .
Рассмотрим произвольную n-мерную алгебру Лейбница L над полем F .

Пусть {e1, e2, . . . , en} — базис L . Тогда с точностью до изоморфизма L опре-
деляется правилом умножения базисных элементов, а именно

[ei, ej] =

n∑

k=1

γk
ijek,

где γk
ij — структурные константы. Следовательно, зафиксировав базис, мо-

жем рассматривать каждую алгебру размерности n над полем F как точку в
n3-мерном пространстве структурных констант, наделенном топологией Зарис-
ского.

Далее будут рассматриваться только конечномерные алгебры Лейбница над
полем комплексных чисел C. Пусть L — алгебра Лейбница. Тогда L есте-
ственно фильтрована при помощи убывающей центральной последовательностиL 1 = L , L k+1 = [L k,L ], где k ≥ 1. Таким образом, нильпотентная алгебраL имеет ниль-индекс s, если s — минимальное целое такое, что L s 6= {0} иL s+1 = {0}.

Алгебра Лейбница L Z-градуирована, если L =
⊕
i∈Z

Vi, где [Vi, Vj ] ⊆ Vi+j

для любых i, j ∈ Z. Градуировка называется конечной, если число ненулевых
пространств Vi конечно.

Будем говорить, что Z-градуированная алгебра Лейбница L допускает
связную градуировку, если L = Vk1

⊕ Vk1+1 ⊕ · · · ⊕ Vk1+t и Vk1+i 6= 〈0〉 для
любого i (0 ≤ i ≤ t).

Определим естественно градуированные алгебры следующим образом.

Определение 1.1. Пусть Li = L i/L i+1, 1 ≤ i ≤ k, и grL = L1 ⊕L2 ⊕
· · · ⊕ Lk. Тогда [Li,Lj ] ⊆ Li+j и получается градуированная алгебра grL .
Если grL и L изоморфны, то говорят, что L — естественно градуированная

алгебра. При этом градуировку называют естественной.

Определение 1.2. Число l(⊕L ) = l(Vk1
⊕ Vk1+1 ⊕ · · · ⊕ Vk1+t) = t+ 1, где

⊕L — связная градуировка, называется длиной градуировки. Градуировка ⊕L
имеет максимальную длину, если l(⊕L ) = dim(L ).

Определим длину алгебры L следующим образом:

l(L ) = max{l(⊕L ) : ⊕L = Vk1
⊕ · · · ⊕ Vkt

— естественная градуировка}.

Алгебра L называется алгеброй максимальной длины, если l(L ) = dim(L ).
Множество R(L ) = {x ∈ L : [y, x] = 0 ∀y ∈ L } называется правым аннулято-

ром L . Оператор Rx : L → L такой, что Rx(y) = [y, x] для любого y ∈ L ,
будем называть оператором правого умножения, множество Cent(L ) = {z ∈L : [x, z] = [z, x] = 0 ∀x ∈ L } — центром L .
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Пусть x — нильпотентный элемент из L \L 2. Для нильпотентного опе-
ратора Rx определим убывающую последовательность C(x) = (n1, n2, . . . , nk),
состоящую из порядков клеток Жордана оператора Rx. В множестве таких
последовательностей рассмотрим лексикографический порядок, т. е. C(x) =
(n1, n2, . . . , nk) < C(y) = (m1,m2, . . . ,ms) тогда и только тогда, когда существу-
ет i ∈ N такой, что nj = mj для любых j < i и ni < mi.

Определение 1.3. Последовательность C(L ) = maxC(x)x∈L \L 2 называ-
ется характеристической последовательностью алгебры L .

Пусть L — n-мерная нильпотентная алгебра Лейбница и p — неотрица-
тельное целое число (p < n).

Определение 1.4. Алгебра ЛейбницаL называется p-филиформной, если
C(L ) = (n − p, 1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

p

). Если p = 0, то L называется нуль-филиформной, а

если p = 1 — филиформной.

Следовательно, алгебра с характеристической последовательностью
(n− 2, 1, 1) называется 2-филиформной, тогда как нильпотентная алгебра ниль-
индекса n − 2 называется квази-филиформной. Заметим, что в случае алгебр
Ли оба определения совпадают.

Определение 1.5. Линейное преобразование d алгебры Лейбница L на-
зывается дифференцированием L , если

d([x, y]) = [d(x), y] + [x, d(y)] для любых x, y ∈ L .

Обозначим множество всех дифференцирований L через Der(L ).

Ясно, что Rx является дифференцированием для любого x ∈ L . Диффе-
ренцирования этого вида называются внутренними. Подобно случаю алгебр
Ли множество всех внутренних дифференцирований образует идеал алгебры
Der(L ).

Так как алгебра Z-градуирована, т. е. L =
⊕
i∈Z

Vi, эта градуировка индуци-

рует градуировку алгебры Der(L ) =
⊕
i∈Z

Wi:

Wi = {di ∈ Der(L ) : di(x) ∈ Vi+j для любого x ∈ Vj}.

Легко проверить, что для n-мерной алгебры максимальной длины Der(L )
= W−n ⊕ · · · ⊕ Wn (см. [9]). Дополнительную информацию можно найти при
определении групп когомологий алгебр Лейбница в [10].

В данной статье используется следующая техника: мы применяем расшире-
ния естественно градуированных алгебр Лейбница, используя естественные гра-
дуировки. При этом можно выделить два случая: естественно градуированные
алгебры Ли и естественно градуированные нелиевы алгебры. Изучение перво-
го случая завершено в [8], поэтому опишем результаты, полученные во втором
случае. Следует заметить, что все 3-филиформные алгебры Лейбница могут
быть получены как расширения естественно градуированных 3-филиформных
алгебр Лейбница. Действительно, естественно градуированная 3-филиформная
алгебра Лейбница допускает одну из следующих структур: нерасщепляемая 3-
филиформная алгебра Лейбница; нуль-филиформная алгебра Лейбница ⊕C3;
филиформная алгебра Лейбница ⊕C

2 и 2-филиформная алгебра Лейбница ⊕C.
В настоящей статье нерасщепляемый 3-филиформный случай рассматривается
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в п. 2.1. П. 2.2 посвящен изучению расширений естественно градуированных p-
филиформных алгебр Лейбница ⊕C3−p при 0 ≤ p ≤ 2. Далее рассматривается
случай однородного базиса, который допускает ассоциированная градуировка
максимальной длины. В заключение используем программное обеспечение Ма-

тематика, а также свойства градуировки и нильпотентность для получения
либо противоречия, либо классификации.

Поясним понятие расширения, используемое в этой работе. Мы называем
расширением алгебры естественное обобщение структурных констант алгебры,
использующее информацию о ее естественной ассоциированной градуировке.
Другими словами, пусть N — естественно градуированная алгебра, у которой
естественная градуировка — это N1⊕· · ·⊕Nt, и пусть умножение в N относитель-
но базиса {e1, . . . , en} определяется правилом [ei, ej ] =

∑
akijek при ek ∈ Ni+j .

Тогда N имеет ассоциированную алгебру Ñ с умножением относительно бази-
са {e1, . . . , en}, определенным правилом [ei, ej] =

∑
akijek + bsijes при es ∈ Ns и

s > i + j. По этой причине обычно говорим, что N — скелетон алгебры Ñ .

Подчеркнем тот факт, что использование компьютерных программ полезно
для получения нашей классификации. Такие программы применяются в статье
для небольшой фиксированной размерности. Далее обобщаем полученные ре-
зультаты и доказываем по индукции общие результаты для произвольной фик-
сированной размерности. Алгоритмы программ могут быть найдены на сайте
http://personal.us.es/jrgomez.

2. 3-Филиформные нелиевы алгебры

Лейбница максимальной длины

В данном разделе продолжаем классифицировать p-филиформные алгебры
Лейбница максимальной длины. Изучение филиформного и 2-филиформного
случаев сделано в [6], поэтому сосредоточимся на случае 3-филиформных ал-
гебр Лейбница. Для получения классификации выделим два случая: расщеп-
ляемый и нерасщепляемый. Будем говорить, что алгебра L расщепляема, если
она может быть представлена в виде L =

⊕Li, где Li — подалгебры в L . В
противном случае алгебра называется нерасщепляемой.

В данном разделе будут использоваться две программы: проверки тожде-
ства Лейбница и проверки изоморфизма. Первая представлена в [11], вторая
— в [12]. Кроме того, мы добавили некоторые подпрограммы для проверки
изоморфизма двух алгебр в случае, когда одна из них зависит от параметра.
Программа выдает значения параметра, при которых алгебры изоморфны.

2.1. Нерасщепляемый случай. Ограничимся классификацией 3-фили-
формных алгебр Лейбница максимальной длины, которые являются расшире-
нием естественно градуированных нелиевых нерасщепляемых алгебр Лейбница.

Заметим, что лиев случай полностью изучен в [8]. Можно заметить, что в
этом случае не существует нерасщепляемых 3-филиформных алгебр Лейбница
максимальной длины.

Во-первых, напомним классификацию естественно градуированных 3-фи-
лиформных нелиевых алгебр Лейбница [13].

Теорема 2.1. Пусть L — комплексная n-мерная нерасщепляемая есте-

ственно градуированная 3-филиформная нелиева алгебра Лейбница, где n ≥ 7.
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Тогда существует базис {e1, e2, . . . , en−3, f1, f2, f3} вL такой, чтоL изоморфна

L1 :





[ei, e1] = ei+1, 1 ≤ i ≤ n− 4,

[e1, f1] = f3,

[ei, f2] = ei+1, 1 ≤ i ≤ n− 4.

Теорема 2.2. Пусть L — комплексная n-мерная (n ≥ 7) нерасщепляе-

мая 3-филиформная алгебра Лейбница, у которой естественно градуированная

ассоциированная алгебра является нерасщепляемой нелиевой 3-филиформной

алгеброй Лейбница. Тогда l(L ) < n.

Доказательство. Естественная градуировка в L1 такова: L1⊕· · ·⊕Ln−3,
где L1 = 〈e1, f1, f2〉, L2 = 〈e2, f3〉 и Li = 〈ei〉 при 3 ≤ i ≤ n− 3. Изучим длину

ее расширения, которое обозначим через L̃1.
Заметим, что {e2, e3, . . . , en−3, f3} — идеал в R(L1) и en−3 ∈ Cent(L1). За-

менив базис: e′1 = e1, e
′
i+1 = [e′i, e

′
1] при 1 ≤ i ≤ n− 4, f ′

1 = f1 и f ′
2 = f2, можем

записать таблицу умножения в L̃1 в виде




[ei, e1] = ei+1, 1 ≤ i ≤ n− 4,

[e1, f1] = f3 + (∗)e3 + · · · + (∗)en−3,

[ei, f2] = ei+1 + (∗)ei+2 + · · · + (∗)en−3, 1 ≤ i ≤ n− 4,

[fi, e1] = (∗)e3 + · · · + (∗)en−3, 1 ≤ i ≤ 2,

[f3, e1] = (∗)e4 + · · · + (∗)en−3,

[fi, fj ] = (∗)e3 + · · · + (∗)en−3, 1 ≤ i, j ≤ 2,

[f3, fi] = (∗)e4 + · · · + (∗)en−3, 1 ≤ i ≤ 2,

[ei, f1] = (∗)ei+2 + · · · + (∗)en−3, 2 ≤ i ≤ n− 5,

где (∗) означает соответствующие коэффициенты в произведениях. Основным
инструментом доказательства является построение однородного базиса с по-
рождающими

x̃s = e1 +

n−3∑

i=2

aiei +

3∑

j=1

an−3+jfj, x̃t = f1 +

n−3∑

i=1

biei +

3∑

j=2

bn−3+jfj ,

x̃u = f2 +

n−3∑

i=1

ciei +

3∑

j=1,j 6=2

cn−3+jfj.

Произведения порождающих L̃1 могут быть определены в новом базисе
следующим образом:

[x̃s, x̃s] = (1 + an−1)e2 + (∗)e3 + · · · + (∗)en−3 + an−2f3,

[x̃t, x̃t] = b1(b1 + bn−1)e2 + (∗)e3 + · · · + (∗)en−3 + b1f3,

[x̃u, x̃u] = c1(1 + c1)e2 + (∗)e3 + · · · + (∗)en−3 + c1cn−2f3,

[x̃s, x̃t] = (b1 + bn−1)e2 + (∗)e3 + · · · + (∗)en−3 + f3,

[x̃t, x̃s] = b1(1 + an−1)e2 + (∗)e3 + · · · + (∗)en−3 + b1an−2f3,

[x̃s, x̃u] = (1 + c1)e2 + (∗)e3 + · · · + (∗)en−3 + cn−2f3,

[x̃u, x̃s] = c1(1 + an−1)e2 + (∗)e3 + · · · + (∗)en−3 + c1an−2f3,
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[x̃t, x̃u] = b1(1 + c1)e2 + (∗)e3 + · · · + (∗)en−3 + b1cn−2f3,

[x̃u, x̃t] = c1(b1 + bn−1)e2 + (∗)e3 + · · · + (∗)en−3 + c1f3.

Поскольку x̃s, x̃t, x̃u линейно независимы, det




1 an−2 an−1

b1 1 bn−1

c1 cn−2 1


 6= 0.

Случай 1. Если 1 + an−1 6= 0, то имеем следующие подслучаи.

Случай 1.1. Если [x̃s, x̃s] и [x̃s, x̃t] линейно независимы, то берем одно-
родный базис y1 = x̃s, yi = [yi−1, y1] при 2 ≤ i ≤ n − 3, z1 = x̃t, z2 = x̃u и
z3 = [x̃s, x̃t] = [y1, z1], где

[[x̃s, x̃s], . . . , x̃s︸ ︷︷ ︸
i-раз

] = (1 + an−1)
i−1ei + (∗)ei+1 + · · · + (∗)en−3 при 3 ≤ i ≤ n− 3,

получая градуировку Vks
⊕ V2ks

⊕ · · · ⊕ V(n−3)ks
⊕ Vkt

⊕ Vku
⊕ Vks+kt

. Предпо-
ложим, что градуировка имеет максимальную длину. Тогда ks, kt, ku попарно
различны. Достаточно рассмотреть произведения [z2, y1] и [y1, z2], чтобы опро-
вергнуть максимальность длины градуировки. Рассмотрим [z2, y1] = [x̃u, x̃s] =
c1[x̃s, x̃s] = c1y2. Так как [z2, y1] ∈ Vks+ku

, y2 ∈ V2ks
и ks 6= ku, то c1 = 0.

С другой стороны,

[y1, z2] = (1 + c1)e2 + (∗)e3 + · · · + (∗)en−3 + cn−2f3

= e2 + (∗)e3 + · · · + (∗)en−3 + cn−2f3 = Ay2

при A 6= 0. Также имеем [y1, z2] ∈ Vks+ku
и y2 ∈ V2ks

, откуда ku = ks, что проти-
воречит гипотезе о максимальности длины. Следовательно, в данном подслучае
не существует алгебры с градуировкой максимальной длины.

Случай 1.2. Если [x̃s, x̃s] и [x̃s, x̃t] линейно зависимы, то, используя [x̃s, x̃s]
6= 0, [x̃s, x̃t] 6= 0 и V2ks

= Vks+kt
, получаем ks = kt; противоречие.

Случай 2. 1 + an−1 = 0.

Случай 2.1. 1 + c1 6= 0.

Случай 2.1.1. Если [x̃s, x̃t] и [x̃s, x̃u] линейно независимы, то возьмем
новый базис

y1 = x̃s, z1 = x̃t, z2 = x̃u, y2 = [x̃s, x̃u] = [y1, z2], yi = [yi−1, z2]

при 3 ≤ i ≤ n− 3 и z3 = [x̃s, x̃t] = [y1, z1], где

yi+1 = [[x̃s, x̃u], . . . , x̃u︸ ︷︷ ︸
i-раз

] = (1 + c1)
iei+1 + · · · + (∗)en−3

при 2 ≤ i ≤ n − 4, дающий следующую градуировку максимальной длины:
Vks

⊕ Vks+ku
⊕ Vks+2ku

⊕ · · · ⊕ Vks+(n−4)ku
⊕ Vkt

⊕ Vku
⊕ Vkt+ks

.
Чтобы доказать отсутствие алгебры с градуировкой максимальной дли-

ны, в данном подслучае достаточно изучить значения ku, kt и ks, при которых
предыдущая градуировка имеет максимальную длину. Из свойств градуировки
легко следует, что градуировка связна тогда и только тогда, когда ku = ±1. Без
ограничения общности можно предполагать, что ku = 1. Исследуем значения
kt и ks.
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Случай (a). ks > 0.

z2 y1 y2 y3 ··· yn−3 z1 ? z3

1 2 3 4 n−2 n−1 n n+1

z2 z1 y1 y2 y3 ··· yn−3

1 2 3 4 5 n−1

Подслучай (a.1) Подслучай (a.2)

z2 ? ? ··· y1 y2 ··· yn−3

1 2 3

Подслучай (a.3)

Подслучай (a.1). ks = 2. При данных предположениях имеем kt = n− 1,
Vkt+ks

= Vn+1 и Vn = 〈0〉. Следовательно, рассматриваемая градуировка несвяз-
на.

Подслучай (a.2). ks = 3. Тогда kt = 2 и Vkt+ks
= V5 = 〈z3, y3〉, т. е. длина

градуировки не максимальна.

Подслучай (a.3). ks > 3. Существует некоторое Vp при 2 ≤ p ≤ ks такое,
что Vp = 〈0〉; противоречие со связностью градуировки.

Случай (b). ks < 0.

y1 y2 y3 ··· yn−3 z2

4−n 5−n 6−n 0 1

y1 y2 y3 ··· yn−3 ··· ? z2

0 1

Подслучай (b.1) Подслучай (b.2)

Подслучай (b.1). ks = 4−n. Из условий и связности имеем либо kt = 3−n,
либо kt = 2. Если kt = 3−n, то Vkt+ks

= V7−2n. Так как n ≥ 7, то V7−2n нулевое
и градуировка несвязна. С другой стороны, если kt = 2, то Vkt+ks

= V6−n =
〈y3, z3〉, что противоречит предположению о максимальности длины.

Подслучай (b.2). ks 6= 4−n. Этот подслучай никогда не дает градуировку
максимальной длины, так как V0 всегда нулевое (z1 /∈ V0).

Случай 2.1.2. Если [x̃s, x̃t] и [x̃s, x̃u] линейно зависимы, то аналогично
случаю 1.2 получаем противоречие.

Случай 2.2. Если 1 + c1 = 0, то невозможно построить базис, так как все
произведения порождающих могут быть записаны следующим образом:

[x̃s, x̃s] = (∗)e3 + · · · + (∗)en−3 + an−2f3,

[x̃t, x̃t] = b1[x̃s, x̃t] = (∗)e3 + · · · + (∗)en−3 + b1an−2f3,

[x̃u, x̃u] = c1[x̃s, x̃u] = (∗)e3 + · · · + (∗)en−3 + c1cn−2f3,

[x̃s, x̃t] = (∗)e3 + · · · + (∗)en−3 + f3,

[x̃t, x̃s] = b1[x̃s, x̃s] = (∗)e3 + · · · + (∗)en−3 + b1an−2f3,

[x̃s, x̃u] = (∗)e3 + · · · + (∗)en−3 + cn−2f3,

[x̃u, x̃s] = c1[x̃s, x̃s] = (∗)e3 + · · · + (∗)en−3 + c1an−2f3,

[x̃t, x̃u] = b1[x̃s, x̃u] = (∗)e3 + · · · + (∗)en−3 + b1cn−2f3,

[x̃u, x̃t] = c1[x̃s, x̃t] = (∗)e3 + · · · + (∗)en−3 + c1f3,

т. е. y2 не может быть порожден в данном случае. �

2.2. Расщепляемый случай. Изучим 3-филиформные алгебры Лейбница
максимальной длины, у которых естественно градуированные алгебры расщеп-
ляемы. В частности, рассмотрим нестандартные семейства.
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Определение 2.1. Пусть L — расщепляемая алгебра максимальной дли-
ны и k — целое число такое, что L = N1⊕N2⊕· · ·⊕Nk. Алгебра L называется
стандартной, если N1, N2, . . . , Nk являются алгебрами максимальной длины.
В противном случае L называется нестандартной.

Пример 2.2. Список стандартных 3-филиформных алгебр Лейбница мак-
симальной длины состоит из следующих алгебр: нуль-филиформные алгебры
Лейбница максимальной длины ⊕C

3, филиформные алгебры Лейбница макси-
мальной длины ⊕C2 и 2-филиформные алгебры Лейбница максимальной длины
⊕C. Эти алгебры изучены в [4, 6].

Принимая во внимание предыдущий пример, сведем изучение к нестан-
дартным семействам, т. е. изучим расширения естественно градуированных
филиформных нелиевых алгебр Лейбница ⊕C2 и естественно градуированных
2-филиформных нелиевых алгебр Лейбница ⊕C. Заметим, что нуль-филиформ-
ный случай не рассматривается, так как его расширение всегда дает стандарт-
ную алгебру. Лиев случай изучен в [8], где классификация представлена в виде
следующей теоремы.

Теорема 2.3. Пусть L — (n + 1)-мерная нестандартная 3-филиформная

алгебра Лейбница, у которой ассоциированная естественно градуированная ал-

гебра является алгеброй Ли. Тогда n нечетно и алгебра L изоморфна алгебре

Ли максимальной длины:

N :





[ei−1, e0] = ei, 2 ≤ i ≤ n− 2,

[en−3, e1] = −en−1,

[en−4, e2] = en−1,

[ei, en−2−i] = (−1)i−1en−1, 3 ≤ i ≤ ⌊n−3
2 ⌋,

[f1, e0] = en−1.

2.3. 2-Филиформный случай. Кабесас, Камачо и Родригэс получили
классификацию естественно градуированных 2-филиформных нелиевых алгебр
Лейбница [4]. Они доказали, что с точностью до изоморфизма существуют две
такие алгебры, которые при этом нерасщепляемы. Эти алгебры определяются
следующими таблицами умножения:

KF4 :





[ei, e1] = ei+1, 1 ≤ i ≤ n− 3,

[e1, en−1] = en + α3e3 + · · · + αn−2en−2,

[en−1, en−1] = β3e3 + β4e4 + · · · + βn−2en−2,

[ei, en−1] = βi,i+2ei+2 + βi,i+3ei+3 + · · · + βi,n−2en−2, 2 ≤ i ≤ n− 4,

[en, en−1] = γ4e4 + · · · + γn−2en−2;

KF5 :





[ei, e1] = ei+1, 1 ≤ i ≤ n− 3,

[e1, en−1] = e2 + en + α3e3 + · · · + αn−2en−2,

[en−1, en−1] = β3e3 + β4e4 + · · · + βn−2en−2,

[ei, en−1]=ei+1+βi,i+2ei+2+βi,i+3ei+3+ . . .+βi,n−2en−2, 2≤i≤n− 4,

[en, en−1] = γ4e4 + · · · + γn−2en−2.

Из этой классификации вытекает
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Теорема 2.4. Пусть L — (n+1)-мерная 3-филиформная нелиева алгебра

Лейбница максимальной длины, у которой ассоциированной естественно гра-

дуированной алгеброй является KF4 ⊕ C. Тогда L изоморфна либо M , либо

одной из алгебр семейства M1,α:

M :





[yi, y1] = yi+1, 1 ≤ i ≤ n− 3,

[y1, yn−1] = yn,

[z1, yn−1] = yn−2,

M1,α :





[yi, y1] = yi+1, 1 ≤ i ≤ n− 3,

[y1, yn−1] = yn,

[yn−1, z1] = yn−2,

[z1, yn−1] = αyn−2, α ∈ C,

при этом у данных алгебр градуировка максимальной длины следующая: V−1⊕
V0 ⊕ V1 ⊕ · · · ⊕ Vn−1, V−1 = 〈yn−1〉, V0 = 〈yn〉, Vi = 〈yi〉 при 1 ≤ i ≤ n − 2 и

Vn−1 = 〈z1〉.

Доказательство. Расширение KF4 ⊕C при помощи естественной граду-
ировки таковы:

L̃ :





[ei, e1] = ei+1 + (∗)ei+2 + · · · + (∗)en−2, 1 ≤ i ≤ n− 3,

[e1, en−1] = en + (∗)e3 + · · · + (∗)en−2,

[en−1, en−1] = (∗)e3 · · · + (∗)en−2,

[ei, en−1] = (∗)ei+2 + · · · + (∗)en−2, 2 ≤ i ≤ n− 4,

[en, en−1] = (∗)e4 + · · · + (∗)en−2,

[ei, f1] = (∗)ei+2 + · · · + (∗)en−2, 1 ≤ i ≤ n− 4,

[en−1, f1] = (∗)e3 + · · · + (∗)en−2,

[en, f1] = (∗)e4 + · · · + (∗)en−2,

[f1, ei] = (∗)ei+2 + · · · + (∗)en−2, 1 ≤ i ≤ n− 4,

[f1, en−1] = (∗)e3 + · · · + (∗)en−2,

[f1, en] = (∗)e4 + · · · + (∗)en−2,

[f1, f1] = (∗)e3 + · · · + (∗)en−2,

где (∗) означает соответствующие коэффициенты в произведениях. Получим
однородный базис, рассматривая порождающие

x̃s = e1 +

n∑

i=2

aiei + b1f1, x̃t = en−1 +

n∑

i=1,i6=n−1

Aiei +B1f1, x̃u = f1 +

n∑

i=1

αiei.

Рассмотрим следующие произведения, которые будут очень полезны в даль-
нейшем доказательстве:

[x̃s, x̃s] = e2 + (∗)e3 + · · · + (∗)en−2 + an−1en,

[x̃s, x̃t] = A1e2 + (∗)e3 + · · · + (∗)en−2 + en,

[[x̃s, x̃s], . . . , x̃s︸ ︷︷ ︸
i-раз

] = ei + (∗)ei+1 + · · · + (∗)en−2 при 3 ≤ i ≤ n− 2.

Возьмем однородный базис y1 = x̃s, yi = [yi−1, y1] при 2 ≤ i ≤ n − 2,
yn−1 = x̃t, yn = [y1, yn−1], z1 = x̃u и ассоциированную градуировку максималь-
ной длины Vks

⊕ V2ks
⊕ · · · ⊕ V(n−2)ks

⊕ Vkt
⊕ Vkt+ks

⊕ Vku
. Эта градуировка

связна тогда и только тогда, когда ks = ±1. Без ограничения общности можно
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предполагать, что ks = 1 (случай ks = −1 аналогичен). Продолжим доказатель-
ство изучением всевозможных значений kt и ku для градуировки максимальной
длины.

Случай 1. Если kt > 0, то имеем следующие возможности:
y1 y2 ··· yn−2 yn−1

1 2 n−2 n−1

y1 y2 ··· yn−2 z1
yn−1 yn

1 2 n−2 n−1 n n+1

Подслучай 1.1 Подслучай 1.2

y1 y2 ··· yn−2 ? ? ··· yn−1

1 2 n−2 n−1 n

Подслучай 1.3

Подслучай 1.1. kt = n−1. Из связности градуировки получаем ku = 0 или
ku = n+1, но ku = 0, что невозможно, так как z1 ∈ Vku

и z1 порождающий. Если
ku = n + 1, то [yi, z1] ∈ Vn+1+i = 〈0〉, [z1, yi] ∈ Vn+1+i = 〈0〉 при 1 ≤ i ≤ n − 2.
Более того, [z1, yn−1] и [yn−1, z1] принадлежат V2n = 〈0〉. С другой стороны,

[z1, yn], [yn, z1] ∈ V2n+1 = 〈0〉 и [z1, z1] ∈ V2n+2 = 〈0〉. Тогда z1 ∈ Cent(L̃ ), что
дает стандартную алгебру.

Подслучай 1.2. kt = n. Рассуждая аналогично предыдущему, легко про-
верить, что [yi, z1] = [z1, yi] = 0 при 3 ≤ i ≤ n, так как эти произведения лежат
в Vn−1+i = 〈0〉. Более того, [z1, y1], [y1, z1] ∈ Vn = 〈yn−1〉, что невозможно, по-

скольку yn−1 порождающий в yn−1 ∈ L̃ \L̃ 2, в то время как [z1, y1], [y1, z1] ∈ L̃ 2.

Так как y2 ∈ R(L̃ ), из тождества Лейбница следует [z1, y2] = [y2, z1] = 0.
В итоге, поскольку [z1, z1] ∈ V2n−2 = 〈0〉, приходим к заключению, что z1 ∈

Cent(L̃ ). Таким образом, полученная алгебра стандартна.

Подслучай 1.3. kt > n. Градуировка несвязна, потому что либо Vn−1 =
〈0〉, либо Vn = 〈0〉.

Случай 2. Если kt < 0, то выделяем подслучаи:
yn−1 yn y1 y2 ··· yn−2

−1 0 1 2 n−2

yn−1 ··· ? ? y1 y2 ··· yn−2

−1 0 1 2 n−2

Подслучай 2.1 Подслучай 2.2

Подслучай 2.1. Если kt = −1, то из связности градуировки следует, что
или ku = −2, или ku = n − 1. В первом случае докажем, что полученная

алгебра стандартна, так как z1 ∈ Cent(L̃ ). Из свойств градуировки имеем

[yi, z1], [z1, yi] ∈ Vi−2 = 〈yi−2〉 при 2 ≤ i ≤ n− 2, но из таблицы умножения в L̃
известно, что [yi, z1] = α1ei+1 + (∗)ei+2 + · · · + (∗)en−2 и [z1, yi] = (∗)ei+2 + · · · +
(∗)en−2. Следовательно, [yi, z1] = 0 и [z1, yi] = 0 при 2 ≤ i ≤ n − 2. С другой
стороны, [y1, z1], [z1, y1] ∈ V−1 = 〈yn−1〉, что невозможно, так как yn−1 является

порождающим в L̃ . Окончательно поскольку [z1, yn−1], [yn−1, z1] ∈ V−3 = 〈0〉 и

yn ∈ Cent(L̃ ), то z1 ∈ Cent(L̃ ), а потому алгебра стандартна.
Если ku = n − 1, то [z1, yi] = [yi, z1] = 0 при 1 ≤ i ≤ n − 2 в силу того,

что они принадлежат Vn−1+i = 〈0〉, и [z1, z1] = 0, что следует из включения

[z1, z1] ∈ V2n−2 = 〈0〉. Более того, так как yn ∈ Cent(L̃ ), то [z1, yn] = [yn, z1] = 0.
С другой стороны, ввиду свойств градуировки можем написать [z1, yn−1] =

αyn−2 и [yn−1, z1] = βyn−2. Благодаря включениям {y2, y3, . . . , yn−2} ∈ R(L̃ ),

yn ∈ Cent(L̃ ) и вычислениям, проведенным выше, достаточно найти произве-
дения [yn−2, y1], [yn−1, y1] и [yi, yn−1] при 2 ≤ i ≤ n − 1, чтобы узнать таблицу

умножения L̃ в однородном базисе.
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Из свойств градуировки ясно, что [yn−2, y1] ∈ Vn−1 = 〈z1〉. Тем не менее
из определения убывающей центральной последовательности имеем [yn−2, y1] ∈L̃ 2 и z1 ∈ L̃ \ L̃ 2. Следовательно, [yn−2, y1] = 0. Из тех же рассуждений
получаем [y1, yn−2] = 0. Кроме того, [yn−1, yn−1] = 0, поскольку [yn−1, yn−1] ∈
V−2 = 〈0〉.

Помимо этого можно доказать, что [y3, yn−1] ∈ V2 = 〈y2〉, и, используя

умножение в L̃ , можно записать [y3, yn−1] = A1e4 + (∗)e5 + · · · + en−2 = A1y4.
Таким образом, A1 = 0 и [y3, yn−1] = 0, так как если A1 6= 0, то V2 ⊇ [y3, yn−1] =
A1y4 ∈ V4, что противоречит предположению о максимальности длины гра-
дуировки. Аналогично получаем [yn−1, y3] = 0. Наконец, в силу того, что
[yn−1, y1] = A1e2 + (∗)e3 + · · · + (∗)en−2 + A1an−1en = (∗)e3 + · · · + (∗)en−2 и
[yn−1, y1] ∈ V0 = 〈yn〉, имеем [yn−1, y1] = 0.

Суммируя, получаем умножение в алгебре максимальной длины:L̃ :





[yi, y1] = yi+1, 1 ≤ i ≤ n− 3,

[y1, yn−1] = yn,

[yi, yn−1] = γiyi−1, 2 ≤ i ≤ n− 2,

[z1, yn−1] = αyn−2,

[yn−1, z1] = βyn−2.

В итоге, используя программу проверки тождества Лейбница, легко дока-
зать, что γi = 0 при 2 ≤ i ≤ n− 2. Рассматривая размерность R(L ), предпола-
гаем, что β = 0 или β = 1. С одной стороны, если β = 0, то необходимо, чтобы
α 6= 0, и, используя тривиальную замену базиса, можно взять α = 1. Это при-
водит к M . С другой стороны (β = 1), используя программу об изоморфизме,
получаем семейство M1,α, где α ∈ C.

Подслучай 2.2. kt 6= −1. Рассуждая, как в предыдущем случае, получаем
только стандартные алгебры или несвязные градуировки. �

Теорема 2.5. Пусть L — (n+1)-мерная 3-филиформная нелиева алгебра

Лейбница с ассоциированной естественно градуированной алгеброй KF5 ⊕ C.

Тогда l(L ) ≤ n.

Доказательство проводится с использованием рассуждений, применен-
ных в предыдущей теореме: выбираем однородный базис и ассоциированную
максимальную градуировку, используем свойства градуировки и те же програм-
мы. �

2.4. Филиформный случай. В [4] Ш. А. Аюпов и Б. А. Омиров по-
лучили классификацию естественно градуированных филиформных нелиевых
алгебр Лейбница произвольной размерности. Они доказали, что с точностью
до изоморфизма существуют три алгебры в каждой размерности n. Мы рас-
смотрим только одну, так как любая из остальных — это либо расщепляемая
алгебра, либо алгебра Ли:

NGF1 :

{
[e1, e1] = e3,

[ei, e1] = ei+1, 2 ≤ i ≤ n− 1.

Расширяя NGF1 ⊕ C
2 при помощи естественной градуировки, получаем

следующий результат.
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Теорема 2.6. Пусть L — (n+2)-мерная 3-филиформная нелиева алгебра

Лейбница максимальной длины, у которой ассоциированная естественно граду-

ированная алгебра — это NGF1 ⊕ C2 при n ≥ 8. Тогда l(L ) ≤ n + 1.

Доказательство. Как и в предыдущих доказательствах, сначала рас-
смотрим расширение алгебры NGF1⊕C2, используя естественную градуировку,
а далее получим однородный базис от порождающих

x̃s = e1 +
n∑

i=2

aiei + b1f1 + b2f2, x̃t = e2 +
n∑

i=1,i6=2

Aiei + B1f1 + B2f2,

x̃u = f1 +

n∑

i=1

αiei + β2f2, x̃v = f2 +

n∑

i=1

γiei + µ1f1.

Основные произведения данных порождающих таковы:




[x̃s, x̃s] = (1 + a2)e3 + (∗)e4 + · · · + (∗)en−2,

[x̃t, x̃s] = (1 + A1)e3 + (∗)e4 + · · · + (∗)en−2,

[x̃u, x̃s] = (α1 + α2)e3 + (∗)e4 + · · · + (∗)en−2,

[x̃v, x̃s] = (γ1 + γ2)e3 + (∗)e4 + · · · + (∗)en−2;

(1)

остальные произведения линейно зависимы от выписанных выше.
На следующем шаге предполагаем, что ассоциированная градуировка от-

носительно данного базиса имеет максимальную длину.

Случай 1. Если 1 + a2 6= 0, то возьмем базис y1 = x̃s, y2 = x̃t, y3 = [y1, y1],
yi = [yi−1, y1] при 4 ≤ i ≤ n, z1 = x̃u и z2 = x̃v, а ассоциированная градуировка
Vks

⊕V2ks
⊕V(n−1)ks

⊕Vkt
⊕Vku

⊕Vkv
имеет максимальную длину. Заметим, что

[[x̃s, x̃s], . . . , x̃s︸ ︷︷ ︸
i-раз

] = (1 + a2)ei+1 + (∗)ei+2 + · · · + (∗)en−2, 2 ≤ i ≤ n− 1. (2)

Из (1) и (2) заключаем, что [y2, y1] линейно зависим от y3. Из свойств гра-
дуировки вытекает, что [y2, y1] ∈ Vkt+ks

и y3 ∈ V2ks
. В итоге из максимальности

длины получаем, что ks 6= kt. Эти факты влекут, что [y2, y1] = 0, откуда A1 =
−1 (см. (1)). С другой стороны, [y1, y2] = A1(1+a2)e3+(∗)e4+· · ·+(∗)en−2 = −y3,
[y1, y2] ∈ Vks+kt

и y3 ∈ V2ks
. Тогда Vks+kt

= V2ks
, а потому ks = kt, что невоз-

можно. Стало быть, в данном случае не существует алгебры максимальной
длины.

Случай 2. Если 1 + a2 = 0, то надо выделить три случая.
Подслучай 2.1. Если A1 = 0, то возьмем новый базис y1 = xs, y2 = xt,

yi = [yi−1, y1] при 3 ≤ i ≤ n, z1 = xu и z2 = xv. Ассоциированная градуировка
максимальной длины такова: Vks

⊕ Vkt
⊕ Vkt+ks

⊕ Vkt+2ks
⊕ · · · ⊕ Vkt+(n−2)ks

⊕
Vku

⊕ Vkv
.

Рассмотрев всевозможные произведения в новом базисе, получим следую-
щую таблицу умножения:





[y1, y1] = y3,

[yi, y1] = yi+1, 3 ≤ i ≤ n− 1,

[yi, y2] = Piyi+4, 2 ≤ i ≤ n− 4,

[yi, z1] = Qiyi+2, 2 ≤ i ≤ n− 2,

[yi, z2] = Riyi+3, 2 ≤ i ≤ n− 3.
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Используя индукцию по i и тождество Лейбница по [[yi, y1], y2], [[yi, y1], z1]
и [[yi, y1], z2], получаем Pi = Qi = Ri = 0 при i ≥ 3 соответственно. Более того,
применяя программу проверки тождества Лейбница, выводим A2 = B2 = D2 =
0 (дальнейшие детали см. на сайте: http://personal.us.es/jrgomez). Следова-
тельно, полученная алгебра стандартна.

Подслучай 2.2. Если A1 6= 0 и A1 6= −1, то можно взять предыдущий
однородный базис. Получаем противоречие с максимальностью длины, рас-

сматривая произведение [y2, y2]. Из умножения в L̃ имеем [y2, y2] = A1(A1 +
1)e3 + (∗)e4 + · · · + (∗)en−2 = A1y3. Поскольку предположили, что A1 6= 0,
[y2, y2] ∈ V2kt

и y3 ∈ Vkt+2ks
, то ks = kt; противоречие.

Подслучай 2.3. Если A1 6= 0 и A1 = −1, то, так как x̃u и x̃v играют сим-
метричную роль, можно предполагать, что α1 + α2 6= 0. В противном случае
невозможно построить однородный базис, порожденный x̃u, x̃t, x̃u и x̃v. Следо-
вательно, выбираем базис y1 = xs, y2 = xu, yi = [yi−1, y1] при 3 ≤ i ≤ n, z1 = xt

и z2 = xv.

Если α1 6= 0, то [y2, y2] = [x̃u, x̃u] = α1(α1 + α2)e3 + (∗)e4 + · · · + (∗)en−2 =
τy3 6= 0. Так как [y2, y2] ∈ V2ku

, y3 ∈ Vkt+ks
и τ 6= 0, то kt = ks, что невозможно,

поскольку это противоречит максимальности длины. Следовательно, α1 = 0,
α2 6= 0 и [x̃u, x̃t] = −α2e3 + (∗)e4 + · · · + (∗)en−2; противоречие. �

3. Применения алгебр максимальной длины

Как упоминалось во введении, алгебры максимальной длины позволяют
проще изучать некоторые когомологические свойства такие, как пространство
дифференцирований и первую группу когомологий (см. [10]).

Отметим несколько когомологических свойств, полученных с использова-
нием программы о дифференцированиях, позволяющей найти базис простран-
ства дифференцирований алгебры максимальной длины. На этой основе изу-
чение когомологий может быть легко проведено с привлечением рассуждений,
аналогичных представленным в [3, 4, 9, 10, 14–17]. Как и в других программах,
получаем правило умножения для фиксированной размерности (детали см. в
[12]). Далее обобщаем полученные результаты, доказывая по индукции резуль-
таты для произвольной фиксированной размерности.

Предложение 3.1. (1) dim(Der(N)) = 3n−1
2 + 7,

(2) dim(Der(M)) = n + 6,

(3) dim(Der(M1,α)) = n + 5.

Доказательство использует программу о дифференцированиях, и вычис-
ления представлены с объяснением на сайте http://personal.us.es/jrgomez. �

Следствие 3.2. (1) dim(H 1(N,N)) = n+19
2 ,

(2) dim(H 1(M,M)) = n + 4,

(3) dim(H 1(M1,α,M1,α)) = n + 2.

Доказательство использует характеризацию

H1(L ,L ) = Der(L )/ Inn(L ),

где Inn(L ) означает множество внутренних дифференцирований L . �
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