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Аннотация. Развивается теория неосцилляции уравнений четвертого порядка на
геометрическом графе. Определение неосцилляции уравнения дается в терминах
свойств специальной фундаментальной системы решений однородного уравнения.
Устанавливается связь свойства неосцилляции со свойством положительности функ-
ции Грина некоторых классов краевых задач для уравнения четвертого порядка на
графе. Также формулируется принцип максимума для уравнения четвертого по-
рядка на графе и доказываются свойства дифференциальных неравенств.
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Вопрос о неосцилляции дифференциального уравнения занимает одно из
центральных мест в качественной теории обыкновенных дифференциальных
уравнений. Напомним, что в классической теории однородное уравнение n-го
порядка называется неосциллирующим на промежутке I ⊂ R, если любое его
нетривиальное решение имеет не более n−1 нулей, которые считаются с учетом
их кратностей [1, 2]. Основное значение это свойство приобретает в контексте
исследования осцилляционных свойств спектра краевых задач и прежде всего
положительности функции Грина того или иного класса краевых задач [1–4].
Так, например, для уравнения второго порядка на отрезке [a, b] ⊂ R неосцил-
ляция эквивалентна, с одной стороны, существованию положительного на по-
луинтервале [a, b) решения уравнения, а с другой стороны — положительности
функции Грина задачи Дирихле. Аналогично (см. [5, гл. 4; 6]) условия неос-
цилляции уравнения второго порядка на графе эквивалентны, с одной стороны,
положительности решений специальных краевых задач, а с другой стороны, по-
ложительности функции Грина задачи Дирихле. При этом с другими краевыми
условиями функция Грина может оказаться неположительной.

В данной работе изучается свойство неосцилляции уравнений четверто-
го порядка на графе, которые возникают при описании деформаций упругих
стержневых систем. В [7] дан критерий положительности функции Грина неко-
торых краевых задач для таких уравнений, согласно которому, положитель-
ность функции Грина эквивалентна положительной разрешимости специфиче-
ских краевых задач четвертого порядка. Этот результат позволил в качестве
отправной точки при изучении неосцилляции уравнения на графе брать свой-
ство положительности системы решений уравнения на графе, удовлетворяющих
на границе графа специальным краевым условиям. При таком подходе прояв-
ляется специфика уравнений четвертого порядка. Если для уравнения второ-
го порядка пространство его решений допускает параметризацию граничными
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значениями функций, то в случае уравнения четвертого порядка решение од-
нозначно определяется уже парами значений — самого решения и его первой
(или второй) производной — в граничных вершинах графа. При этом пара-
метр, соответствующий граничному значению функции, оказывается более су-
щественным, чем параметр, соответствующий значению производной. В связи
с этим для уравнения четвертого порядка возникает два типа неосцилляции:
слабая (см. [8]) и сильная. Для классического случая, когда внутренние вер-
шины графа отсутствуют, эти понятия неразличимы, а в случае, когда множе-
ство внутренних вершин графа непусто, они, вообще говоря, разнятся. Слабая
неосцилляция обеспечивает положительность функции Грина для класса за-
дач Дирихле [8], а сильная неосцилляция — положительность функции Грина
для более широкого класса краевых задач. Помимо этого, в терминах сильной
неосцилляции удается сформулировать принцип максимума и получить свой-
ства дифференциальных неравенств четвертого порядка на графе.

1. Основные понятия и постановка задачи. Под геометрическим гра-
фом � в настоящей работе понимается связное ограниченное множество, име-
ющее структуру сети и вложенное в R2. Ребро графа — это интервал в R2,
а вершина графа — точка, являющаяся концом одного или нескольких ребер.
При этом полагаем, что число ребер графа конечно, все они занумерованы и
обозначаются через γi, а вершины — через a, b, c или aj , bj , cj (при этом пред-
полагается, что нумерация вершин не зависит от нумерации ребер).

Обозначим через J(� ) множество вершин графа, которые являются кон-
цевыми точками двух и более ребер. Такие вершины называем внутренними.
Вершины графа, не принадлежащие J(� ), будем называть граничными и обо-
значать их множество через ∂� . Считаем, что граф � — это объединение мно-
жества всех его ребер γi и множества всех внутренних вершин J(� ). При этом
граничные вершины в граф не входят. Если вершина a является концевой точ-
кой ребра γi, то будем говорить, что ребро γi примыкает к вершине a. Ребро,
примыкающее к граничной вершине a ∈ ∂� , иногда будет удобнее обозначать
через γa. Множество индексов всех ребер, примыкающих к вершине a, обозна-
чим через I(a). Множество, получаемое удалением из графа всех его вершин,

обозначим через
◦
� . Подграфом графа � назовем любое связное подмножество

графа � .

Под функцией на графе понимается отображение u :
◦
� → R. Через ui(x)

обозначим сужение функции u(x) на ребро γi. Через C[� ] будем обозначать
пространство функций, равномерно непрерывных на каждом ребре графа � .
Для таких функций в каждой вершине a графа при i ∈ I(a) существует предел

lim
γi3x→a

ui(x), который обозначаем через ui(a). При этом для внутренней верши-

ны a величины uk(a) и ui(a) не обязаны совпадать при k 6= i (k, i ∈ I(a)). Выде-
лим в пространстве C[� ] подпространство функций, для которых uk(a) = ui(a)
при любой a ∈ J(� ) и любых k, i ∈ I(a). Множество всех таких функций обо-
значим через C(� ) и назовем их непрерывными на графе. Такое определение
вполне естественно, так как можно доопределить их по непрерывности на весь
граф и положить u(a) = ui(a), a ∈ J(� ), i ∈ I(a).

Пусть a — некоторая граничная вершина графа и γa — примыкающее к
ней ребро. Будем иногда использовать выражение «вблизи вершины a ∈ ∂�»
вместо выражения «в некоторой малой полуокрестности вершины a, содержа-
щейся в γa». Если функция u ∈ C[� ] имеет конечное число нулей на γa, то
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через σu(a+ 0) обозначим знак u(x) вблизи вершины a при ориентации ребра
от данной вершины. S−-зоной функции u(x) ∈ C(� ) будем называть подграф
�0 ⊂ � такой, что u(x) < 0 на �0 и u(x) = 0 на ∂�0.

Производная функции на ребре γi определяется как производная на ори-
ентированном многообразии и обозначается через u′i(x). Аналогично опреде-
ляются производные высших порядков. Отметим, что производные нечетных
порядков зависят от направления ориентации ребер графа, т. е. определяются
с точностью до знака, а для четной производной ориентация не важна. Обо-
значим через Cn[� ] пространство функций из C[� ], производные которых до
порядка n включительно существуют и принадлежат C[� ]. Пространство Cn[� ]

допускает естественную нормировку ‖u‖ =
n∑

j=0
sup
x∈

◦
�

|u(j)(x)|.

Под дифференциальным уравнением на графе подразумеваем, следуя [5],
набор обыкновенных дифференциальных уравнений на ребрах графа и набор
условий согласования во внутренних вершинах, которое можно записать в об-
щем виде:

Lu = f(x), x ∈ � . (1)

При изучении дифференциальных уравнений на графах важное значение
имеет вопрос о том, для каких наборов условий связи в вершинах графа следу-
ет ожидать распространения таких ключевых свойств уравнения, как характер
расположения точек экстремума (принцип максимума), положительность функ-
ции Грина соответствующей краевой задачи, свойства спектра и т. п. Понятно,
что такое распространение вряд ли возможно для всех условий. Поэтому осно-
вой для выделения классов наборов условий в вершинах графа, в сочетании с
которыми уравнение на графе наследует ключевые свойства уравнения на от-
резке, должны служить математические модели реальных физических явлений.
Именно это соображение используем при выделении классов уравнений 4-го по-
рядка на графе, для которых изучаются аналоги свойств скалярных уравнений
на отрезке.

В данной работе в центре внимания будет уравнение, порождаемое сово-
купностью дифференциальных уравнений на ребрах графа

(pi(x)u′′i )
′′ − (qi(x)u′i)

′ = fi(x), x ∈ γi ⊂
◦
� , (2)

с коэффициентами, определяемыми функциями p(x) ∈ C2[� ], inf
x∈

◦
�

p(x) > 0,

q(x) ∈ C1[� ], q(x) ≥ 0 на � , f(x) ∈ C[� ], дополняемой в каждой внутренней
вершине a ∈ J(� ) равенствами

ui(a) = uk(a), u′i(a) = αki(a)u′k(a) + αji(a)u′j(a),∑
i∈I(a)

αki(a)pi(a)u′′i (a) = 0,
∑

i∈I(a)

αji(a)pi(a)u′′i (a) = 0 (3)

и условиями с третьими производными∑
i∈I(a)

D3ui(a) + δ(a)u(a) = f(a), a ∈ J(� ). (4)

Считаем, что в условиях (3), (4) все производные берутся в направлении от
вершины a ∈ J(� ); k, j — фиксированные (базисные) индексы из I(a), i ∈ I(a);
αki(a), αji(a) и δ(a), f(a) — заданные числа, причем αkk(a) = αjj(a) = 1 и
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αkj(a) = αjk(a) = 0, δ(a) ≥ 0, а в (4) через D3u обозначена третья квазипроиз-
водная (p(x)u′′)′− q(x)u′. Кроме того, если к внутренней вершине a примыкает
всего два ребра γi и γk, то полагаем, что все величины и соотношения, связан-
ные с индексом j, в системе условий (3) отсутствуют.

При этом левая часть Lu уравнения (1) — это левые части уравнений (2)
на ребрах вместе с равенствами (3) и левыми частями условий (4) на J(� ), а
правая часть равна правой части (2) на ребрах и правой части (4) во внутренних
вершинах.

Решением дифференциального уравнения (1) будем называть всякую функ-
цию u(x) ∈ C4[� ]∩C(� ), удовлетворяющую на каждом ребре графа соответству-
ющему обыкновенному дифференциальному уравнению (2), а в каждой внут-
ренней вершине — условиям (3), (4).

Рассматриваемое уравнение возникает при моделировании малых дефор-
маций плоской механической системы, состоящей из тонких прямолинейных
стержней и имеющей структуру сети. Узлы системы образованы в результа-
те жесткого соединения трех и более концов различных стержней. При этом
допускается, что в некоторых точках (не обязательно узловых или граничных)
система упруго подперта [7, 9].

При исследовании свойств решений уравнения (1) будем предполагать, что
выполнены следующие условия:

• граф � является деревом;
• для каждой вершины a ∈ J(� ) и каждого индекса i ∈ I(a) хотя бы одна

из констант αji(a), αki(a) отлична от нуля;
• для каждой вершины a ∈ J(� ) можно задать базисные индексы j, k ∈ I(a)

так, что для некоторого индекса i ∈ I(a)\{j, k} одновременно будут выполнять-
ся неравенства αji(a) ≤ 0, αki(a) ≤ 0, причем хотя бы одно неравенство строгое.

Учитывая результаты из [10], видим, что предположения гарантируют невы-
рожденность краевой задачи для уравнения (1) с краевыми условиями вида

u(a) = 0, ϑ(a)u′(a)− β(a)u′′(a) = 0, a ∈ ∂� , ϑ(a), β(a) ≥ 0, ϑ(a) + β(a) > 0.
(5)

Здесь и всюду ниже полагаем, что каждое граничное ребро графа � ориенти-
ровано от соответствующей граничной вершины.

Кроме уравнения, порожденного соотношениями (2)–(4), также будем рас-
сматривать дифференциальное уравнение, порожденное обыкновенными диф-
ференциальными уравнениями (2) на ребрах графа с условиями упруго-шар-
нирного сочленения

ui(a) = uk(a), ϑi(a)u′i(a)− βi(a)u′′i (a) = 0, i, k ∈ I(a), a ∈ J(� ),
ϑi(·), βi(·) ≥ 0, ϑi(·) + βi(·) > 0,

(6)

и условиями (4) на J(� ) (все производные считаются от вершин a ∈ J(� )). Свой-
ства решений этого уравнения изучались в [11, 12] и подробно представлены в [5,
гл. 8]. В дальнейших рассмотрениях не исключаем, что уравнение (1) опреде-
ляется соотношениями (2), (6), (4), но с учетом результатов из [5, гл. 8; 10] этот
случай малосодержателен. Поэтому всюду далее считаем, если не оговорено
противное, что уравнение (1) задано равенствами (2)–(4).
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2. Некоторые свойства решений однородного уравнения. Для каж-
дой вершины a ∈ ∂� введем в рассмотрение краевую задачу

Lu = 0, x ∈ � ,
u(a) = Aa, ϑ(a)u′(a)− β(a)u′′(a) = Ba,

u(b) = 0, ϑ(b)u′(b)− β(b)u′′(b) = 0, b ∈ ∂� \ a,
(7)

где AaBa = 0 и Aa +Ba = 1. Из невырожденности краевой задачи (1), (5) сле-
дует, что краевые задачи (7) однозначно разрешимы, а набор всех решений этих
задач образует фундаментальную систему решений однородного уравнения (1).
Всюду далее решения краевой задачи (7) с правыми частями Aa = 0 и Ba = 1
будем обозначать через ya(x), а при Aa = 1 и Ba = 0 — через wa(x). Через γa
обозначаем граничное ребро графа, примыкающее к вершине a ∈ ∂� .

В данном пункте изучим вопрос об иерархии свойства знакопостоянства
решений ya(x) и wa(x). Точнее, нас будет интересовать вопрос: будет ли из
положительности решений ya(x) следовать положительность wa(x), и наоборот?

Отметим, что если в задаче (8) дифференциальный оператор L порожда-
ется уравнениями (2) с условиями упруго-шарнирного сочленения (6) и (4), то
соответствующие решения ya(x) и wa(x) всегда положительны на � (см. [5, гл. 8;
12]). Для рассматриваемого уравнения решения могут быть знакопеременными.
Поэтому поставленный вопрос содержателен.

Далее потребуются некоторые результаты из [7]. Согласно [7] функция
ГринаG(x, s) краевой задачи (1), (5) существует, непрерывна на �×� и обладает
свойством симметричности. При x = s ∈ � выполнено неравенство G(s, s) > 0,
а при s ∈ γa, a ∈ ∂� , и x ∈ � \ (a, s) имеет место представление

G(x, s) = wa(x)ψ1(s) + ya(x)ψ2(s), (8)

где функции ψ1(s) и ψ2(s) равномерно непрерывны на граничном ребре γa и
удовлетворяют при s→ a соотношениям

ψ2(s) → +0, ψ1(s) < 0, ψ1(s) = o(ψ2(s)).

Теорема 2.1 [7]. Для положительности функции Грина краевой задачи (1),
(5) на � × � необходимо и достаточно, чтобы для каждой граничной вершины
a ∈ ∂� соответствующая функция ya(x) была положительна на � .

Рассмотрим произвольную точку s ∈ � . Точка s разбивает граф � на
несколько подграфов, для которых она является граничной вершиной. Поэтому
можно сказать, что каждая точка s ∈ � порождает конечное множество непе-
ресекающихся ветвей графа � . Если s является внутренней точкой некоторого
ребра графа, то таких ветвей будет две. Если s ∈ J(� ), то количество ветвей
равно количеству ребер, примыкающих к внутренней вершине s ∈ J(� ). При
этом каждая граничная вершина a ∈ ∂� принадлежит границе только одной из
этих ветвей, которую будем обозначать через �a(s).

Лемма 2.1 [7]. Пусть u(x) — нетривиальное решение однородного уравне-
ния (1), удовлетворяющее краевым условиям (5) во всех граничных вершинах
графа � , кроме некоторой вершины a ∈ ∂� . Если функция u(x) равна нулю в
точке x0 ∈ � и сохраняет знак в некоторой ее окрестности, то найдется гранич-
ная вершина b ∈ ∂� \ a такая, что u(x) ≡ 0 на �b(x0).
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Лемма 2.2 [7]. Пусть b ∈ ∂� и u(x) — нетривиальное решение однородного
уравнения (1), удовлетворяющее на ∂� \ b условиям

u(a) + α(a)D3u(a) = 0, ϑ(a)u′(a)− β(a)u′′(a) = 0, a ∈ ∂� \ b,
α(a), ϑ(a), β(a) ≥ 0, ϑ(a) + β(a) > 0.

Тогда для любой граничной вершины a ∈ ∂� \b функция u(x) на полуинтервале
γ̄a\a либо равна тождественно нулю, либо имеет не более одного простого нуля.

Как показывает формула (8), свойства решений краевых задач (7) тесно
связаны со свойствами соответствующей функции Грина. В связи с этим пона-
добятся некоторые свойства функции Грина G(x, s) краевой задачи (7).

Лемма 2.3. Пусть для любой вершины a ∈ ∂� соответствующая функция
wa(x) положительна на всем графе � . Тогда в предположении, что при неко-
тором s0 ∈ � срезка gs0(·) = G(·, s0) функции Грина краевой задачи (7) равна
нулю в точке x0 ∈ � , функция gs0(x) должна менять знак в любой окрестности
точки x0.

Доказательство. Предположим, что функция gs0(x) не меняет знака в
некоторой окрестности точки x0 ∈ � . Тогда из леммы 2.1 и общих свойств
функции Грина (см. [7] или [5, гл. 6]) следует, что gs0(x) ≡ 0 на некотором
граничном ребре γb, b ∈ ∂� , а ввиду симметричности функции Грина G(s0, x) ≡
0 при x ∈ γb. Поэтому из (8) получаем yb(s0) = wb(s0) = 0, что противоречит
условию wb(x) > 0 на � .

Следствие 2.1. Пусть для любой вершины a ∈ ∂� соответствующая функ-
ция wa(x) положительна на всем графе � . Тогда из неравенства gs(x) ≥ 0 на
� \ �b(s) при некоторых s ∈ � и b ∈ ∂� следует строгая положительность gs(x)
на � \ �b(s).

Лемма 2.4. Пусть для любой вершины a ∈ ∂� соответствующая функция
wa(x) положительна на всем графе � . Тогда в предположении, что какая-нибудь
из функций ya(x), a ∈ ∂� , не положительна на � , должна найтись точка s ∈ �
такая, что срезка gs(·) = G(·, s) функции Грина краевой задачи (7) отрица-
тельна вблизи некоторой граничной вершины графа и меняет знак на ребре,
примыкающем к этой вершине.

Доказательство. Пусть для некоторой вершины a ∈ ∂� функция ya(x)
принимает неположительное значение на � . Из определения этой функции сле-
дует, что σya(a+ 0) > 0. Стало быть, функция ya(x) может быть отрицательна
лишь вблизи некоторой граничной вершины графа, отличной от a, и равна нулю
в некоторой внутренней точке ξ графа � . Из (8) и wa(x) > 0 на � вытекает, что
при всех s ∈ γa, достаточно близких к вершине a ∈ ∂� , должно выполняться
неравенство G(ξ, s) < 0. Пусть γa = (a, a1) — ребро графа, примыкающее к
вершине a ∈ ∂� . Поскольку G(s, s) > 0 при всех s ∈ � (см. [7]), при некотором
s0 ∈ γa, достаточно близком к вершине a ∈ ∂� , будет ξ ∈ � \ �a(s0), поэтому
срезка gs0(x) положительна в точке x = s0 и меняет знак на � \ �a(s0). Для
каждого s ∈ [s0, a1] ⊂ γ̄a определим на графе � функцию

Gs(x) =
{
gs(x), x ∈ � \ �a(s),
gs(s), x ∈ �a(s).

Функции семейства {Gs(x), s ∈ [s0, a1]} обладают следующими свойствами.
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1. Каждая функция семейства принадлежит классу C(� ), а из непрерыв-
ности функции Грина G(x, s) следует, что отображение s 7→ Gs(x) непрерывно
в норме C(� ).

2. Так как gs(s) > 0 [7], функция Gs(x) положительна в точке x = s и на
�a(s).

3. Функция Gs0(x) меняет знак на � \ �a(s0).
4. Из леммы 2.3 получаем, что если Gs(x0) = 0, x0 ∈ � , s ∈ [s0, a1], то

функция Gs(x) меняет знак в любой окрестности точки x0.
5. Каждая функция Gs(x) имеет внутри любого граничного ребра графа,

отличного от γa, не более одного нуля (лемма 2.2).
Рассмотрим функцию Gs0(x). Если Gs0(x) отрицательна вблизи некоторой

граничной вершины графа и меняет знак на ребре, примыкающем к этой вер-
шине, то лемму можно считать доказанной. В противном случае рассмотрим
функцию Ga1(x). Если окажется, что функция Ga1(x) положительна на � , то
ввиду свойств 3, 1 и 4 найдется значение s∗ ∈ (s0, a1) такое, что функция Gs∗(x)
будет иметь внутри � единственный нуль, принадлежащий некоторому гранич-
ному ребру графа, отличному от γa (если ζ = inf{s ∈ [s0, a1] : Gs(x) > 0 на �}, то
в качестве s∗ можно взять, например, значение s∗ ∈ (s0, ζ), достаточно близкое
к ζ). Тогда из свойств 2 и 5 вытекает, что срезка gs∗(x) обладает нужным свой-
ством и лемму можно считать доказанной. Если функция Ga1(x) меняет знак
на � , то из свойства 2 следует, что Ga1(x) меняет знак на � \�a(a1) и, значит, на
некоторой ветви подграфа � \ �a(a1), выходящей из вершины a1 ∈ J(� ). Обо-
значим через γ2 = (a1, a2) ребро этой ветви, примыкающее к вершине a1. Если
a2 ∈ ∂� , то ребро γ2 граничное, и из свойств 2 и 5 получаем, что срезка gs1(x)
обладает нужным свойством. В этом случае лемму можно считать доказанной.
Если a2 ∈ J(� ), то, как и выше, определим на графе � семейство функций
{Gs(x), s ∈ [a1, a2]}. Это семейство обладает свойствами 1–5 с заменой в них s0
на a1 и a1 на a2. Поэтому можно повторить рассуждения, проведенные выше.

В наших повторяющихся рассуждениях каждая последующая ветвь графа
� , на которой функция Gaj (x) меняет знак, вложена в предыдущую (на которой
меняет знак функция Gaj−1(x)) и содержит по крайней мере на одно ребро мень-
ше. Поскольку граф � содержит конечное число ребер, через конечное число
шагов либо получим семейство {Gs(x), s ∈ [aj−1, aj ], aj−1, aj ∈ J(� )} такое, что
Gaj−1(x) меняет знак, а Gaj (x) > 0 на � , либо окажется, что Gaj (x) меняет знак
на ветви, состоящей из одного граничного ребра. В первом случае, как и вы-
ше, найдется значение s∗ ∈ (aj−1, aj) такое, что функция Gs∗(x) имеет внутри
� единственный нуль, принадлежащий некоторому граничному ребру графа, и
отрицательна вблизи соответствующей граничной вершины. Во втором случае
из свойств 2 и 5 получаем, что Gaj (x) обладает нужным свойством. Лемма
доказана.

Теорема 2.2. Если все функции wa(x), a ∈ ∂� , положительны на всем
графе � , то все функции ya(x), a ∈ ∂� , положительны на � .

Доказательство. Предположим, что утверждение теоремы неверно и
для некоторой вершины a ∈ ∂� функция ya(x) принимает неположительное
значение на � . Тогда ввиду леммы 2.4 найдется точка s0 ∈ � такая, что срезка
gs0(·) = G(·, s0) функции Грина краевой задачи (1), (5) меняет знак на гранич-
ном ребре γb0 с началом b0 ∈ ∂� и концом b1 ∈ J(� ), причем σgs0(b0 + 0) < 0 и
ввиду леммы 2.2 gs0(b1) > 0.

Обозначим через Gα(x, s) функцию Грина краевой задачи, получающейся
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заменой в задаче (7) краевого условия u(b0) = 0 более общим условием u(b0) +
αD3u(b0) = 0, в котором α ≥ 0. Тогда (см. [7] или [5, гл. 6]) при α > 0 будет
Gα(b0, x) ≡ αwb0(x) > 0, поэтому Gα(b0, s0) > 0. Поскольку Gα(x, s0) → gs0(x)
при α ↓ 0 в норме C(� ), при достаточно малых значениях α > 0 срезка Gα(x, s0)
должна принимать отрицательные значения на ребре γb0 , при этом должны
выполняться неравенства Gα(b0, s0) > 0 и Gα(b1, s0) > 0, что противоречит
утверждению леммы 2.2. Следовательно, предположение о том, что какая-то
из функций ya(x), a ∈ ∂� , принимает на � неположительные значения, неверно.
Теорема доказана.

Замечание 2.1. Имеются примеры, показывающие, что условие положи-
тельности всех функций wa(x), a ∈ ∂� , в теореме 2.2 существенно, а также что
из положительности всех функций ya(x) еще не следует положительность всех
функций wa(x).

3. Сильная неосцилляция. В данном пункте вводится понятие сильной
неосцилляции и формулируется принцип максимума для уравнения (1).

Лемма 3.1. Если все функции wa(x), a ∈ ∂� , положительны на всем графе
� , то каждая из них достигает своего наибольшего значения лишь в соответ-
ствующей вершине a ∈ ∂� .

Доказательство. Предположим, что для некоторой b ∈ ∂� функция
wb(x) достигает своего наибольшего значения в некоторой внутренней точке
ξ ∈ � и выполнено неравенство

wb(ξ) = max
x∈�∪∂�

wb(x) ≥ wb(b) = 1.

Тогда функция u(x) = wb(ξ)−wb(x) равна нулю в точке ξ ∈ � и wb(ξ) на ∂� \ b.
Так как функции {ya(x), wa(x)}a∈∂� образуют фундаментальную систему реше-
ний уравнения (1), а u(x) удовлетворяет в каждой вершине a ∈ ∂� однородному
условию ϑ(a)u′(a)− β(a)u′′(a) = 0, имеем

u(x) = (wb(ξ)− 1)wb(x) + wb(ξ)
∑

a∈∂�\b

wa(x).

Поскольку все функции wa(x), a ∈ ∂� , строго больше нуля на � , в любой точке
x ∈ � , в том числе и в точке ξ, должно выполняться неравенство u(x) > 0. Но
u(ξ) = 0 и приходим к противоречию, доказывающему невозможность неравен-
ства wb(x) ≥ 1 при x ∈ � . Лемма доказана.

Следствие 3.1. Если все функции wa(x), a ∈ ∂� , положительны на всем
графе � , то для каждой из них выполнено неравенство σw′a(a+ 0) < 0.

Следствие 3.2. Если все функции wa(x), a ∈ ∂� , положительны на всем
графе � , то для каждой из них выполнены неравенства w′′a(a) ≤ 0 и w′′a(b) ≥ 0
при b ∈ ∂� \ a.

Прежде чем ввести понятие сильно неоциллирующего уравнения, напом-
ним (см. [8]), что уравнение четвертого порядка Lu = 0 называется слабо неос-
циллирующим на � , если при β(·) ≡ 0 каждая из функций ya(x), a ∈ ∂� , поло-
жительна на � . Вообще, знаковые свойства функций ya(x) и wa(x) зависят от
значений коэффициентов ϑ(·), β(·) краевых условий (в случае J(� ) = ∅ такая
зависимость отсутствует!). Слабая неосцилляция уравнения на графе обеспе-
чивает положительность решений ya(x) при любых допустимых значениях ко-
эффициентов краевых условий. Однако слабая неосцилляция не гарантирует
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положительности решений wa(x). Для этого от уравнения уже требуется свой-
ство более сильное, чем слабая неосцилляция, которое так и называем свойством
сильной неосцилляции.

Определение 3.1. Дифференциальное уравнение (1) назовем сильно неос-
циллирующим, если для любой вершины a ∈ ∂� решение краевой задачи

Lu = 0, x ∈ � ,
u(a) = 1, u′′(a) = 0, u(b) = 0, u′(b) = 0, b ∈ ∂� \ a,

(9)

не имеет нулей внутри � .
Обратим внимание, что в (9) одно из условий в вершине a содержит вторую

производную.
Из замечания 2.1 следует, что не всякое слабо неосциллирующее уравнение

четвертого порядка на графе сильно неосциллирующее. Обратное утверждение
верно. Как показывает теорема 2.2, сильно неосциллирующее уравнение (1)
всегда является и слабо неосциллирующим.

Если J(� ) = ∅, то уравнение (1) одновременно слабо и сильно неосциллиру-
ющее. Стоит также упомянуть уравнение четвертого порядка на графе, порож-
денное уравнениями (2) на ребрах и условиями упруго–шарнирного сочленения
(6), (4) во внутренних вершинах, изучавшееся в [5, гл. 8; 12]. Для решений
такого уравнения выполняется принцип максимума, из которого следует, что
решения краевых задач (9), a ∈ ∂� , положительны, а значит, уравнение всегда
сильно неосциллирующее.

Рассмотрим две пары неотрицательных функций β(·), β̃(·) и ϑ(·), ϑ̃(·), опре-
деленных на ∂� и удовлетворяющих условиям β(·) + ϑ(·) > 0, β̃(·) + ϑ̃(·) > 0.
Каждая пара β(·), ϑ(·) и β̃(·), ϑ̃(·) определяет свою краевую задачу (7), решение
которой при Aa = 1, Ba = 0 обозначим через wa(x) и w̃a(x) соответственно.

Лемма 3.2. Пусть уравнение (1) слабо неосциллирующее и все функции
wa(x), a ∈ ∂� , положительны на � . Если в некоторой вершине b ∈ ∂� выполнено
неравенство β(b)

ϑ(b) ≥
β̃(b)
ϑ̃(b)

, а при a ∈ ∂� \ b выполнены неравенства β(a)
ϑ(a) ≤

β̃(a)
ϑ̃(a)

(в

случае ϑ(a) = 0 полагаем β(a)
ϑ(a) = ∞, аналогично при ϑ̃(a) = 0), то wb(x) ≤ w̃b(x)

всюду на � .
Доказательство. Рассмотрим функцию u(x) = w̃b(x)−wb(x). Она явля-

ется решением однородного уравнения (1) и равна нулю на ∂� . Подставим u(x)
в краевые условия задачи (7) с коэффициентами β̃(·), ϑ̃(·). В вершине b ∈ ∂�
имеем

ϑ̃(b)u′(b)− β̃(b)u′′(b) = −ϑ̃(b)w′b(b) + β̃(b)w′′b (b).
Если ϑ(b) = 0, то w′′b (b) = 0. Кроме того, согласно следствию 3.1 выполнено
неравенство w′b(b) ≤ 0. Поэтому

ϑ̃(b)u′(b)− β̃(b)u′′(b) ≥ 0.

Если ϑ(b) 6= 0, то ϑ̃(b) 6= 0, стало быть,

ϑ̃(b)u′(b)− β̃(b)u′′(b) = −ϑ̃(b)w′b(b) + β̃(b)w′′b (b)

= −ϑ̃(b)
[
w′b(b)−

β(b)
ϑ(b)

w′′b (b) +
(
β(b)
ϑ(b)

− β̃(b)
ϑ̃(b)

)
w′′b (b)

]
= −ϑ̃(b)

(
β(b)
ϑ(b)

− β̃(b)
ϑ̃(b)

)
w′′b (b) ≥ 0,
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где последнее неравенство следует из свойств коэффициентов и следствия 3.2.
Что касается остальных граничных вершин графа, то там рассуждения

примерно такие же. Из положительности функции wb(x) на всем графе и кра-
евых условий в вершине a ∈ ∂� \ b следуют неравенства w′b(a) ≥ 0 и w′′b (a) ≥ 0.
Поэтому при ϑ̃(a) = 0 будем иметь

ϑ̃(a)u′(a)− β̃(a)u′′(a) = −ϑ̃(a)w′b(a) + β̃(a)w′′b (a) = β̃(a)w′′b (a) ≥ 0.

Если ϑ̃(a) 6= 0, то ϑ(a) 6= 0 и

ϑ̃(a)u′(a)− β̃(a)u′′(a) = −ϑ̃(a)
[
w′b(a)−

β(a)
ϑ(a)

w′′b (a) +
(
β(a)
ϑ(a)

− β̃(a)
ϑ̃(a)

)
w′′b (a)

]
= −ϑ̃(a)

(
β(a)
ϑ(a)

− β̃(a)
ϑ̃(a)

)
w′′b (a) ≥ 0,

где последнее неравенство вытекает из свойств коэффициентов и следствия 3.2.
Таким образом, всюду на ∂� выполнены условия

u(a) = 0, ϑ̃(a)u′(a)− β̃(a)u′′(a) ≥ 0, a ∈ ∂� ,

из которых следует, что функция u(x) равна линейной комбинации с неотрица-
тельными коэффициентами решений краевых задач (7), a ∈ ∂� , с коэффициен-
тами β̃(·), ϑ̃(·) и правыми частями Aa = 0, Ba = 1. Поскольку уравнение (1)
слабо неосциллирующее, решения этих краевых задач положительны (см. [8]),
а значит, u(x) ≥ 0 на � или wa(x) ≤ w̃a(x) на � . Лемма доказана.

Следствие 3.3. Пусть уравнение (1) сильно неосциллирующее на � . То-
гда при любых допустимых значениях коэффициентов β(·), ϑ(·) решения всех
краевых задач (7), a ∈ ∂� , положительны на всем графе � .

Для доказательства следствия нужно лишь заметить, что в краевых зада-
чах (9) коэффициенты граничных условий удовлетворяют равенствам β(a)

ϑ(a) = ∞
и β(b)

ϑ(b) = 0, b ∈ ∂� \ a.
Выше отмечалось, что для решений однородного уравнения четвертого по-

рядка на графе, порожденного уравнениями (2) и условиями шарнирного сочле-
нения (6), (4) во внутренних вершинах, имеет место принцип максимума (см.
[5, гл. 8]). Требовать выполнения принципа максимума для уравнения чет-
вертого порядка без дополнительных условий не приходится даже на отрезке,
поскольку размерность пространства его решений равна четырем. Так, в [13, 14]
для уравнения четвертого порядка на отрезке принцип максимума установлен
в классе решений, удовлетворяющих на границе условиям u′(·)u′′(·) ≥ 0 (про-
изводные считаются внутрь отрезка). С аналогичными условиями на границе
графа формулируется принцип максимума для уравнения с условиями упру-
го-шарнирного соединения в узловых вершинах графа [5, гл. 8]. Для рассмат-
риваемого уравнения ситуация сложнее. Даже уменьшив вдвое размерность
пространства решений, не добьемся выполнения принципа максимума. Поэто-
му на уравнение приходится накладывать дополнительные условия.

Теорема 3.1 (принцип максимума). Пусть уравнение (1) сильно неосцил-
лирующее на графе � . Тогда любое непостоянное решение однородного уравне-
ния (1), удовлетворяющее на ∂� краевым условиям

u′(a)u′′(a) ≥ 0, a ∈ ∂� , (10)
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достигает своих наибольшего и наименьшего значений только на границе графа.

Доказательство. Понятно, что достаточно доказать только утверждение
теоремы, касающееся наименьшего значения. Пусть u(x) — решение однородно-
го уравнения (1), удовлетворяющее на ∂� условиям (10). Пусть также u(a0) =
min
a∈∂�

u(a), a0 ∈ ∂� . Тогда функция z(x) = u(x) − u(a0) неотрицательна на ∂� ,

удовлетворяет на ∂� условиям (10) и равна нулю в точке a0 ∈ ∂� . Поставим в со-
ответствие каждому вектору (−z′(b), z′′(b)), b ∈ ∂� , ненулевой вектор (ϑ(b), β(b))
с неотрицательными координатами такой, что (−z′(b), z′′(b)) ⊥ (ϑ(b), β(b)). Обо-
значим через wa(x) решение краевой задачи (7), в которой Aa = 1, Ba = 0, а
значения коэффициентов граничных условий определяются соответствующими
векторами (ϑ(·), β(·)). Так как уравнение (1) сильно неосциллирующее, из след-
ствия 3.3 следует, что при любой a ∈ ∂� функция wa(x) положительна на � .
В силу невырожденности краевой задачи (1), (5) будет z(x) =

∑
a∈∂�

z(a)wa(x),

причем z(a) ≥ 0 для каждой a ∈ ∂� . Следовательно, z(x) = u(x) − u(a0) ≥ 0
для всех x ∈ � , т. е. u(a0) = min

x∈�∪∂�
u(x). При этом если u(x) 6≡ u(a0), то всюду

на � выполнено строгое неравенство u(x) > u(a0). Теорема доказана.

4. Дифференциальные неравенства. Свойство сильной неосцилляции
вместе с принципом максимума позволяют получить некоторые свойства реше-
ний дифференциальных неравенств четвертого порядка на графе. Формулируе-
мые далее свойства перекликаются со свойствами решений дифференциального
неравенства на отрезке [14]. Прежде чем сформулировать соответствующие ре-
зультаты, поясним, что мы понимаем под решением дифференциального нера-
венства на графе.

Решением дифференциального неравенства на графе Lu ≥ 0, x ∈ � , назо-
вем всякое решение уравнения Lu = f(x), x ∈ � , правая часть f(x) которого

неотрицательна на всем графе � , а на
◦
� совпадает с некоторой функцией из

пространства C[� ].

Теорема 4.1. Пусть уравнение (1) сильно неосциллирующее на � . Тогда
любое нетривиальное решение неравенства Lu ≥ 0, x ∈ � , удовлетворяющее на
границе графа условиям

u(a) ≥ 0, u′(a)u′′(a) ≥ 0, a ∈ ∂� ,

строго положительно внутри � .

Доказательство. Пусть функция u(x) удовлетворяет всем условиям тео-
ремы. Так как в любой граничной вершине a ∈ ∂� выполнено неравенство
u′(a)u′′(a) ≥ 0, существует пара функций ϑ, β : ∂� → [0,+∞) таких, что
ϑ(a) + β(a) 6= 0, a ∈ ∂� , и функция u(x) удовлетворяет в каждой граничной
вершине a ∈ ∂� условию ϑ(a)u′(a) − β(a)u′′(a) = 0. Поэтому функция u(x)
допускает представление в виде суммы u(x) = y(x) + w(x), где y(x) является
решением задачи

Ly ≥ 0, x ∈ � , y(a) = 0, ϑ(a)y′(a)− β(a)y′′(a) = 0, a ∈ ∂� , (11)

а w(x) — некоторое решение задачи

Lw = 0, x ∈ � , w(a) ≥ 0, ϑ(a)w′(a)− β(a)w′′(a) = 0, a ∈ ∂� .
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Так как уравнение (1) сильно неосциллирующее, функция Грина G(x, s) задачи
(11) строго положительна на � × � (следствие 3.3 и теорема 2.2). Поэтому (см.
[7])

y(x) =
∫
�

G(x, s)Ly(s) ds+
∑

c∈J(� )

Ly(c)G(x, c) ≥ 0, x ∈ � ,

причем если левая часть неравенства в (11) не равна тождественно нулю, то
y(x) > 0 на всем графе � . Что касается функции w(x), то она неотрицательна
на � в силу принципа максимума. Здесь тоже если хотя бы одно из граничных
неравенств строгое, то w(x) > 0 на всем графе � . Поскольку u(x) 6≡ 0 на � , хотя
бы одна из функций y(x) или w(x) не равна тождественно нулю, следовательно,
u(x) > 0 на всем графе � . Теорема доказана.

Следующее утверждение является аналогом результата работы [14], в ко-
торой изучалось дифференциальное неравенство на отрезке.

Теорема 4.2. Пусть уравнение (1) сильно неосциллирующее на � . Тогда
любое нетривиальное решение неравенства Lu ≥ 0, x ∈ � , удовлетворяющее на
границе графа условиям

u(a) ≥ 0, u′(a) ≥ 0, a ∈ ∂� ,

строго положительно внутри � .
Доказательство. Пусть функция u(x) удовлетворяет всем условиям тео-

ремы. Нетрудно видеть, что функция u(x) допускает представление в виде
суммы u(x) = y(x) + w(x) + z(x), где y(x) — некоторое решение задачи

Ly ≥ 0, x ∈ � , y(a) = 0, y′(a) = 0, a ∈ ∂� ,

w(x) — некоторое решение задачи

Lw = 0, x ∈ � , w(a) ≥ 0, w′(a) = 0, a ∈ ∂� ,

а z(x) — некоторое решение задачи

Lz = 0, x ∈ � , z(a) = 0, z′(a) ≥ 0, a ∈ ∂� . (12)

Как и в предыдущей теореме, функции y(x) и w(x) неотрицательны на � , при-
чем если хотя бы одно из неравенств, входящих в определение этих функций
строгое, то и y(x) + w(x) > 0 на всем графе � . Неотрицательность функции
z(x) следует из результата [8]: если уравнение (1) слабо неосциллирцющее, то
любое решение задачи (12) неотрицательно на � , причем если хотя бы одно из
граничных неравенств строгое, то z(x) > 0 на всем графе � . Поскольку u(x) 6≡ 0
на � , хотя бы одна из функций y(x), w(x) или z(x) не равна тождественно нулю,
следовательно, u(x) > 0 на всем графе � . Теорема доказана.
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