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1. Введение

Граф простых чисел конечной группы G, обозначаемый символом � (G), —
это граф, вершины которого — простые делители |G|. Простое число p называ-
ют смежным числу q (6= p), если G содержит элемент порядка pq.

Символом π(G) обозначим множество простых делителей числа |G|. Пусть
t(G) — число связных компонент графа � (G) и π1, π2, . . . , πt(G) — связные ком-
поненты � (G). Если 2 ∈ π(G), то всегда предполагаем, что 2 ∈ π1.

Можно выразить |G| в виде произведения целых чисел m1,m2, . . . ,mt(G),
где π(mi) = πi для каждого i. Числа mi называются порядковыми компонен-
тами группы G. В частности, если число mi нечетно, то называем его нечет-
ной компонентой G. Символ OC(G) обозначает множество {m1,m2, . . . ,mt(G)}
порядковых компонент группы G, а T (G) — множество связных компонент гра-
фа � (G). Согласно теореме классификации конечных простых групп и [1–3]
можно выписать порядковые компоненты конечных простых групп с несвязны-
ми графами простых чисел, как это сделано в табл. 1–4 в [4].

Пусть N(G) = {n : G имеет класс сопряженности размера n}. Согласно
гипотезе Томпсона если L — конечная неабелева простая группа, G — конечная
группа с тривиальным центром, а N(G) = N(L), то L ∼= G.

В [5] показано, что проективные специальные линейные группы A1(p), где
p — простое число, распознаваемы порядком и длиной одного класса сопряжен-
ности. Как следствие этого результата в [5] показано, что гипотеза Томпсона
верна для A1(p).

Аналогичные характеризации найдены в [6, 7] для спорадических простых
групп, простых K3-групп (конечная простая группа называется простой Kn-
группой, если ее порядок делится в точности на n различных простых чисел) и
знакопеременных групп степени p, где p — простое число.
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Наш результат выглядит следующим образом: если p = 2n + 1 > 5 —
простое число, то группы S ∈ {2Dn(2), 2Dn+1(2)} определяются с точностью до
изоморфизма своим порядком и одной длиной класса сопряженных элементов.

Для целого n будем обозначать r-часть числа n символом nr = ra или
ra ‖ n; таким образом, ra | n, но ra+1 - n. Если q — простое число, то обозна-
чим символом Sq(G) силовскую q-подгруппу в G, и пусть Sylq(G) — множество
силовских q-подгрупп группы G. В остальном обозначения и терминология в
статье стандартны, и читатель при необходимости может найти их в [8].

2. Предварительные результаты

Определение 2.1. Пусть a и n — целые числа, бо́льшие 1. Тогда простое
число Жигмонди для числа an − 1 — это простое число l такое, что l | (an − 1),
но l - (ai − 1) для 1 ≤ i < n.

Лемма 2.1 [9]. Если a и n— целые числа, бо́льшие 1, то существует простое
число Жигмонди для an − 1, кроме случаев, когда (a, n) = (2, 6) или n = 2 и
a = 2s − 1 для некоторого натурального числа s.

Замечание 2.1. Если l — простое число Жигмонди для an−1, то по малой
теореме Ферма n | (l − 1). Положим Zn(a) = {l : l — простое число Жигмонди
для an − 1}. Если r ∈ Zn(a) и r | am − 1, то n | m.

Лемма 2.2 [10, замечание 1]. Уравнение pm − qn = 1, где p и q — простые
числа и m,n > 1, имеет единственное решение 32 − 23 = 1.

Лемма 2.3 [11]. Пусть q — степень простого числа, не имеющего вида
3r2s ± 1, где r = 0, 1 и s ≥ 1. Пусть также M = Cn(q), где n = 2m(m ≥ 2) и
OC2 = (qn + 1)/(2, q + 1). Если x ∈ π1(M), xα | |M | и xα − 1 ≡ 0 modOC2, то
xα = q2kn, где 1 ≤ k ≤ n/2.

Следствие 2.1. Пусть S ∈ {2Dn(2), 2Dn+1(2)} и p = 2n + 1 > 5. Если
x ∈ π(S)− {p} и xα − 1 ≡ 0 mod p, то либо xα - |S|, либо x = 2.

Доказательство. Предположим сначала, что S 6=2 Dn+1(2) или x /∈
Z2(n+1)(2). Тогда так как |S|x | |Cn(2)|x и OC2(Cn(2)) = p, доказательство
завершается с помощью леммы 2.3. Пусть S =2 Dn+1(2) и x ∈ Z2(n+1)(2). Тогда
|S|x ≤ (2n+1 + 1)/3 < p и потому xα > |S|x, что и требовалось доказать.

Лемма 2.4 [12, следствие 3.8]. Пусть G =2 Dn(q), где q — степень простого
числа. Если d = gcd(qn+1, 4), то |2Dn(q)|d

(qn+1) , |2Dn(q)|d
(q−1)(qn−1+1) ∈ N(G). Далее, |2Dn(q)|d

(qn+1) ,
|2Dn(q)|d

(q−1)(qn−1+1) максимальны в N(G) в силу делимости.

Лемма 2.5 [4, табл. 1–4]. Пусть S ∈ {2Dn(2), 2Dn+1(2)}. Если S =2 Dn(2),
то

OC1(S) = 2n(n−1)
i=n−1∏
i=1

(22i − 1), OC2(S) = 2n + 1,

а если S =2 Dn+1(2), то

OC1(S) = 2n(n+1)(2n+1 + 1)(2n+1 − 1)
i=n−1∏
i=1

(22i − 1), OC2(S) = 2n + 1.
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3. Основные результаты

В силу леммы 2.4 в S имеется один класс сопряженности длины |S|
2n+1 . За-

метим, что, так как число 2n + 1 простое, n есть степень 2.

Теорема 3.1. Пусть G — группа. Тогда G ∼= S, если и только если |G| =
|S| и G имеет класс сопряженных элементов длины |S|

2n+1 , где S ∈ {2Dn(2),
2Dn+1(2)} и 2n + 1 = p > 5 — простое число.

Доказательство. Необходимость в теореме легко проверяется. Устано-
вим достаточность.

По условию найдется элемент x порядка p в G такой, что CG(x) = 〈x〉 и
CG(x) — силовская p-подгруппа в G. По теореме Силова CG(y) = 〈y〉 для любого
элемента y порядка p в G. Следовательно, {p} есть компонента графа простых
чисел группы G, и t(G) ≥ 2. Кроме того, p является максимальным простым
делителем |G| и нечетной порядковой компонентой G.

Докажем теорему 3.1 в несколько шагов.
Шаг 1. G имеет нормальный ряд 1 E H E K E G такой, что H и G/K —

π1-группы, K/H — неабелева простая группа и H — нильпотентная группа.
Пусть g ∈ G — элемент порядка p. Тогда CG(g) = 〈g〉. Пусть H = Op′(G)

(наибольшая нормальная p′-подгруппа в G). Тогда H — нильпотентная группа,
потому что g действует на H без неподвижных точек. Пусть K — нормальная
подгруппа в G такая, что K/H — минимальная нормальная подгруппа в G/H.
Тогда K/H — прямое произведение копий некоторой простой группы. Посколь-
ку p | |K/H| и p2 - |K/H|, то K/H — простая группа. Так как 〈g〉 — силовская
p-подгруппа в K, то G = NG(〈g〉)K в силу аргумента Фраттини и потому |G/K|
делит p− 1.

Если |K/H| = p, то по лемме 2.1 найдется простое число r ∈ Zn−1(2)∩π(G),
и потому |S|r = |2n−1 − 1|r ≤ |G|r. Поскольку π(G) = π(K) ∪ π(H) = π1(G) ∪
π2(G), имеем r ∈ π(H). Так как группа H нильпотентна, силовская r-подгруппа
нормальна в G. Следовательно, силовская p-подгруппа группы G действует без
неподвижных точек на множестве элементов порядка r, тем самым p | |S|r − 1.
Таким образом, p ≤ |S|r ≤ 2n−1 − 1 < p; противоречие. Поэтому G обладает
нормальным рядом 1 E H E K E G таким, что K/H — неабелева простая
группа и p — нечетная порядковая компонента в K/H.

Шаг 2. π(H) ⊆ {2}.
Пусть r ∈ π(H). Тогда r 6= p, и так как H нильпотетна, то Sr(H) E

G, а значит, Sp(G) действует без неподвижных точек на Sr(H) − {1}. Таким
образом, p | |Sr(H)| − 1. Если r 6= 2, то |Sr(H)| | |S|r и следствие 2.1 приводит
к противоречию. Таким образом, r = 2, что и требовалось.

Согласно теореме классификации конечных простых групп с учетом резуль-
татов из табл. 1–4 в [4] K/H является знакопеременной группой, спорадической
группой или простой группой лиева типа.

Шаг 3. K/H не является спорадической простой группой.
Предположим, что K/H — спорадическая простая группа. Поскольку одна

из компонент нечетного порядка в K/H равна p = 2n + 1, получаем проти-
воречие, рассматривая компоненты нечетного порядка спорадических простых
групп.

Шаг 4. K/H не может быть знакопеременной группой Altm, где m ≥ 5.
Если K/H ∼= Altm при m ≥ 5, то поскольку p ∈ π(K/H), имеем m ≥ 2n + 1.

Таким образом, существует простое число u ∈ π(Altm) ⊆ π(G) такое, что p−1
2 <
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u < p. Так как |G| = |S|, найдется t ∈ {2i, i : 1 < i < n − 1} ∪ {n} такое, что
u ∈ Zt(2). Но u > 2n−1+1

2 = 2n−1 и потому u = 2n−1 + 1 или 2n − 1. Однако n
является степенью 2, стало быть, 3 | 2n−1 + 1 и 2n − 1. Таким образом, 3 | u.
Отсюда следует, что u = 3, а значит, n = 2; противоречие.

Шаг 5. K/H ∼= S.
В силу шагов 3 и 4 и теоремы классификации простых конечных группK/H

— простая группа лиева типа такая, что t(K/H) ≥ 2 и p ∈ OC(K/H). Таким
образом, группа K/H изоморфна одной из групп лиева типа (в следующих ниже
классах r — нечетное простое число).

Случай 1. Пусть t(K/H) = 2. Тогда OC2(K/H) = 2n + 1.

1.1. Если K/H ∼=2 Dn′(q), где n′ = 2u ≥ 4, то qn
′
+1

(2,q−1) = 2n + 1. Если q

нечетно, то qn
′
= 2n+1 + 1; противоречие с леммой 2.2. Таким образом, q = 2t,

и потому qn
′

= 2n. Но p ∈ Z2n(2) и p ∈ Z2n′t(2). Таким образом, из замеча-
ния 2.1 следует, что n′t = n. Утверждается, что t = 1. В самом деле, иначе
Zn−1(2) ∩ π(K/H) = ∅. Но в силу леммы 2.1 Zn−1(2) 6= ∅ и так как |G| = |S|,
множество π(G) содержит простое число r ∈ Zn−1(2). Поскольку r - |Out(K/H)|
и G/K .Out(K/H), получаем, что r | |H|. Следовательно, шаг 2 показывает,
что r = 2; противоречие. Таким образом, t = 1, а значит, K/H ∼=2 Dn(2).

Если K/H ∼= Bn′(q), где n′ = 2u ≥ 4, то, рассуждая, как выше, имеем n′ = n
и q = 2. Тем самым K/H ∼= Cn(2).

Если K/H ∼= Cn′(q), где n′ = 2u > 2, то, рассуждая, как выше, получаем,
что n′ = n и q = 2. Стало быть, K/H ∼= Cn(2).

1.2. Если K/H ∼= Cr(3) или Br(3), то 3r−1
2 = 2n+1. Таким образом, 2n+1 =

3r − 3; противоречие. Те же рассуждения применимы в случае K/H ∼= Dr(3)
или Dr+1(3).

1.3. ЕслиK/H ∼= Cr(2), то 2r−1 = 2n+1 и потому 2r = 2n+2; противоречие.
Те же рассуждения применимы для случая K/H ∼= Dr(2) или Dr+1(2).

1.4. Если K/H ∼= Dr(5), где r ≥ 5, то (5r − 1)/4 = (2n + 1). Таким образом,
5r − 5 = 2n+2; противоречие.

1.5. Если K/H ∼=2 Dn′(3), где 9 ≤ n′ = 2m + 1 и n′ не простое, то 3n
′
−1
2 =

2n+1 и потому 3n
′ − 1 = 2n+1 + 1. Таким образом, согласно лемме 2.2 n+ 1 = 3;

противоречие.
1.6. Если K/H ∼=2 Dn′(2), где n′ = 2m + 1 ≥ 5, то 2n

′−1 + 1 = 2n + 1 и
n′ − 1 = n. Поэтому K/H ∼=2 Dn+1(2), что и требовалось.

1.7. Если K/H ∼=2 Dr(3), где 5 ≤ r 6= 2m+1, то 3r+1
4 = 2n+1 и 3r = 2n+2+3;

противоречие.
1.8. Если K/H ∼= G2(q), где 2 < q ≡ εmod 3 и ε = ±1, то q2−εq+1 = 2n+1.

Таким образом, q(q − ε) = 2n, что невозможно. То же рассуждение применимо
к случаю K/H ∼= F4(q), где q нечетно.

1.9. Если K/H ∼=2 F4(2)′, то так как |2F4(2)| = 211 · 33 · 52 · 13, имеем
2n +1 = 13; противоречие. Аналогично рассматривается случай K/H ∼= 2A3(2).

1.10. Пусть K/H ∼= Ar−1(q), где (r, q) 6= (3, 2), (3, 4). Поскольку qr−1
(r,q−1)(q−1)

= p, имеем p ∈ Zr(q) и по замечанию 2.1 r | p − 1 = 2n. Таким образом, r = 2;
противоречие. Те же рассуждения применимы к случаю K/H ∼=2 Ar−1(q).

1.11. Пусть K/H ∼= Ar(q), где (q − 1) | (r + 1). Поскольку qr−1
(r,q−1) = p,

p ∈ Zr(q) и по замечанию 2.1 r | p−1 = 2n. Таким образом, r = 2; противоречие.
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Те же рассуждения применимы к случаю, когда (q + 1) | (r + 1), (r, q) 6= (3, 3),
(5, 2) и K/H ∼=2 Ar(q).

1.12. Если K/H ∼= E6(q), где q = uα, то q6+q3+1
(3,q−1) = p. Таким образом,

p ∈ Z6(q) и в силу замечания 2.1 6 | p−1 = 2n; противоречие. Те же рассуждения
применимы, если K/H ∼=2 E6(q), где q > 2.

Случай 2. Пусть t(K/H) = 3. Тогда p = 2n+1 ∈ {OC2(K/H), OC3(K/H)}.
2.1. Если K/H ∼= A1(q), где 4 | q + 1, то q−1

2 = 2n + 1 или q = 2n + 1. Если
q = 2n + 1, то q + 1 = 2n + 2, а значит, 4 - q + 1; противоречие. Если q−1

2 = p,
то q ≡ −1mod 4. Пусть q = uα, где u — простое число. Тогда p ∈ Zα(u) и в
силу замечания 2.1 α | p − 1 = 2n. Поэтому α = 2t, а значит, q = uα ≡ 1 mod 4;
противоречие.

2.2. Если K/H ∼= A1(q), где 4 | q + 1, то q = 2n + 1 или q+1
2 = p.

• Если q = 2n + 1, то q = p и потому |K/H| = p(p2 − 1)/2 = 2np(2n−1 + 1),
а так как G/K .Out(K/H)∼= Z2, получаем, что Zn(2) ⊆ π(H); противоречие с
шагом 2.

• Если q+1
2 = p, то q = 2n−1 + 1. Таким образом, 3 | q и 3α = 2n+1 + 1;

противоречие с леммой 2.2.
2.3. Если K/H ∼= A1(q), где q > 2 и q четно, то p ∈ {q − 1, q + 1}. Если

q− 1 = 2n +1, то q = 2(2n−1 +1); противоречие. Если q+1 = 2n +1, то q = 2n и
|K/H| = 2n(2n−1)(2n+1). Но G/K .Out(K/H)∼= Zn, а значит, Zn−1(2) ⊆ π(H);
противоречие с шагом 2.

2.4. Если K/H ∼=2 A5(2) или A2(2), то |K/H| = 215 · 36 · 7 · 11 или 8 · 3 · 7.
Ясно, что 2n + 1 6= 11 и 2n + 1 6= 7; противоречие.

2.5. Если K/H ∼=2 Dr(3), где r = 2t + 1 ≥ 5, то 3r+1
4 = 2n + 1 или 3r−1

2 =
2n + 1. Если 3r+1

4 = 2n + 1, то 3r = 2n+2 + 3; противоречие. Если 3r−1
2 = 2n + 1,

то 2n+1 + 1 = 3r−1; противоречие с леммой 2.2.
2.6. Если K/H ∼= G2(q), где q ≡ 0mod 3, то q2 − q + 1 = 2n + 1 или

q2 + q + 1 = 2n + 1, откуда q(q ± 1) = 2n, что невозможно.
Аналогично разбирается случай K/H =2 G2(q).
2.7. Если K/H ∼= F4(q), где q четно, то q4+1 = 2n+1 или q4−q2+1 = 2n+1.

Если q4−q2+1 = 2n+1, то q2(q2−1) = 2n, что невозможно. Если q4+1 = 2n+1,
то q4 = 2n и потому (q12 − 1) = (23n − 1) | |K/H|, значит, Z3n(2) ⊆ π(G) = π(S);
противоречие.

2.8. Если K/H ∼=2 F4(q), где q = 22t+1 > 2, то q2+
√

2q3+q+
√

2q+1 = 2n+1
или q2−

√
2q3 + q−

√
2q+1 = 2n+1. Таким образом, 2n+1 = 22(2t+1) + ε23t+2 +

22t+2 + ε2t+1 + 1, где ε = ±1, и потому 2n = 2t+1(23t+1 + ε22t+1 + 2t + ε);
противоречие.

2.9. Если K/H ∼= E7(2), то 2n + 1 ∈ {73, 127}, что невозможно.
2.10. Если K/H ∼= E7(3), то 2n + 1 ∈ {757, 1093}, что невозможно.

Случай 3. Пусть t(K/H) = {4, 5}. Тогда p = 2n + 1 ∈ {OC2(K/H)
OC3(K/H), OC4(K/H), OC5(K/H)}.

3.1. Если K/H ∼= A2(4) или 2E6(2), то 2n + 1 = 7 или 2n + 1 = 19, что
невозможно.

3.2. Если K/H ∼=2 B2(q), где q = 22t+1 и t ≥ 1, то 2n+1 ∈ {q−1, q±
√

2q+1}.
Если q − 1 = 2n + 1, то 22t + 1 = 2n + 2, а если q ±

√
2q + 1 = 2n + 1, то

2t+1(2t ± 1) = 2n, что невозможно.
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3.3. Если K/H ∼= E8(q), то 2n + 1 ∈ {q8 − q7 + q5 − q4 + q3 − q + 1, q8 + q7 −
q5 − q4 − q3 + q + 1, q8 − q6 + q4 − q2 + 1, q8 − q4 + 1}. Таким образом, qt = 2n,
где t > 1 — натуральное число такое, что (t, q) = 1; противоречие.

Рассмотренные случаи показывают, что K/H ∼= Cn(2), 2Dn(2), 2Dn+1(2).
Пусть S = 2Dn(2). Если K/H � S, то K/H ∼= Cn(2). Таким образом, |G|2 |
2n|S|2/n. Но |K/H|2 ≥ 2n

2
и потому |G|2 ≥ 2n

2
; противоречие.

Пусть S =2 Dn+1(2). Применяя предыдущее рассуждение, получаем, что
Zn+1(2) ⊆ π(K/H) ⊆ π(G) = π(S). Таким образом, K/H ∼= S.

Теперь так как |G| = |S|, то H = 1 и K = G ∼= S. Теорема 3.1 доказана.

Следствие 3.1. Гипотеза Томпсона верна для простых групп S ∈ {2Dn(2),
2Dn+1(2)}, где 2n + 1 > 5 — простое число.

Доказательство. Пусть G — группа с тривиальным центром и N(G) =
N(S). Тогда, как показано в [13, лемма 1.4], |G| = |S|. Поэтому следствие
вытекает из теоремы 3.1.
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