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1. Введение

Пусть s = σ + it — комплексная переменная, а ζ(s) обозначает дзета-
функцию Римана. Давно известно, что множество значений функции ζ(s) очень
обширно. Так, Бор вместе с Курантом [1] получили, что при 1

2 < σ < 1 множе-
ство {ζ(σ + it) : t ∈ R} всюду плотно в C. С. М. Воронин в [2] распространил
этот результат в пространство Cr: он доказал, что при 1

2 < σ < 1 множество
{(ζ(σ + it), ζ ′(σ + it), . . . , ζ(r−1)(σ + it)) : t ∈ R} всюду плотно в Cr. Более того,
в [3] он получил теорему универсальности для функции ζ(s), которую мож-
но рассматривать как бесконечномерный вариант упомянутой теоремы Бора —
Куранта.

Еще более интересной является совместная универсальность дзета-функ-
ций, при которой данный набор аналитических функций одновременно прибли-
жается сдвигами набора дзета-функций. Первый результат в этом направлении
также принадлежит С. М. Воронину. В [4], изучая функциональную незави-
симость Дирихле L-функций с попарно не эквивалентными характерами, он
фактически получил их совместную универсальность.

Ясно, что совместная универсальность требует некоторой независимости
набора дзета-функций. В случае L-функций Дирихле эта независимость выра-
жается попарной неэквивалентностью характеров Дирихле. В [5] предложено,
как из универсальности одной функции ϕ(s) можно получить совместную уни-
версальность функций ϕj(s) = ϕ(s+ λj), j = 1, . . . , r.

Универсальностью обладают и многие другие дзета-функции. Так, в [6] бы-
ла получена совместная универсальность дзета-функций с периодическими ко-
эффициентами, т. е. рассматривалось одновременное приближение набора ана-
литических функций сдвигами набора периодических дзета-функций и перио-
дических дзета-функций Гурвица. Напомним определение этих дзета-функций.

c© 2016 Лауринчикас А.



Расширение универсальности дзета-функций 421

Пусть a = {am : m ∈ N} — периодическая с минимальным периодом k ∈ N
последовательность комплексных чисел. Периодическая дзета-функция ζ(s; a)
при σ > 1 определяется рядом

ζ(s; a) =
∞∑

m=1

am
ms

и аналитически продолжается на всю комплексную плоскость, за исключением,
быть может, точки s = 1, которая является ее простым полюсом с вычетом

a =
1
k

k∑
m=1

am.

Если a = 0, то ζ(s; a) — целая функция.
Пусть b = {bm : m ∈ N0 = N∪{0}} — другая периодическая с минимальным

периодом l ∈ N последовательность комплексных чисел. Периодическая дзета-
функция Гурвица ζ(s, α; b) с параметром α, 0 < α ≤ 1, при σ > 1 определяется
рядом

ζ(s, α; b) =
∞∑

m=0

bm
(m+ α)s

.

Она, как и ζ(s; a), также аналитически продолжается на всю комплексную плос-
кость, за исключением, быть может, точки s = 1, которая является ее простым
полюсом с вычетом

b =
1
l

l−1∑
m=0

bm.

Если b = 0, то ζ(s, α; b) — целая функция.
Напомним результат из [6]. Пусть aj = {ajm : m ∈ N0} — периодиче-

ская с наименьшим периодом kj ∈ N последовательность комплексных чисел, а
ζ(s; aj) — соответствующая периодическая дзета-функция, j = 1, . . . , r1. Через
k = [k1, . . . , kr1 ] обозначим наименьшее общее кратное чисел k1, . . . , kr1 , через
η1, . . . , ηϕ(k) — приведенную систему вычетов по модулю k и определим матрицу

A =


a1η1 a2η1 . . . ar1η1

a1η2 a2η2 . . . ar1η2

. . . . . . . . . . . .
a1ηϕ(k) a2ηϕ(k) . . . ar1ηϕ(k)

 ,

где ϕ(k) — функция Эйлера. Пусть bj = {bjm : m ∈ N} — другая периодиче-
ская с наименьшим периодом lj ∈ N последовательность комплексных чисел,
а ζ(s, αj ; bj), 0 < αj ≤ 1, — соответствующая периодическая дзета-функция
Гурвица, j = 1, . . . , r2. Кроме того, предположим, что для всех простых p вы-
полняются неравенства

∞∑
α=1

|ajpα |
pα/2

≤ cj < 1, j = 1, . . . , r1. (1)

Отметим, что техническое условие (1) можно заменить более сильным, но про-
стым условием max(|ajm| : 1 ≤ m ≤ k) <

√
2 − 1, j = 1, . . . , r. Пусть D =

{
s ∈

C : 1
2 < σ < 1

}
. Через K обозначим класс компактных подмножеств полосы

D, обладающих связным дополнением, через H0(K) и H(K), K ∈ K , — классы
непрерывных, не имеющих нулей в K, и непрерывных в K соответственно и
аналитических внутри K функций, а через mesA — меру Лебега измеримого
множества A ⊂ R. Основным результатом в [6] является
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Теорема A. Предположим, что последовательности a1, . . . , ar1 мультипли-
кативны, rank(A) = r1, выполняются неравенства (1), а числа α1, . . . , αr2 ал-
гебраически независимы над полем Q. При j = 1, . . . , r1 пусть Kj ∈ K и
fj(s) ∈ H0(Kj), а при j = 1, . . . , r2 пусть K̂j ∈ K и f̂j(s) ∈ H(K). Тогда для
любого ε > 0

lim inf
T→∞

1
T

mes{τ ∈ [0, T ] : sup
1≤j≤r1

sup
s∈Kj

|ζ(s+ iτ ; aj)− fj(s)| < ε,

sup
1≤j≤r2

sup
s∈K̂j

|ζ(s+ iτ, αj ; bj)− f̂j(s)| < ε} > 0.

Большинство результатов об универсальности дзета-функций и ее прило-
жениях можно найти в [7–10], а также в [11–13].

Настоящая работа посвящена универсальности сложных функций

F (ζ(s; a1), . . . , ζ(s, ar1), ζ(s, α1; b1), . . . , ζ(s, αr2 ; br2))

для некоторых классов операторов F .
Пусть r = r1 + r2. Определим некоторые классы операторов в простран-

стве Hr(D). Начнем с приближения функций класса H(K), K ∈ K . В этом
случае не требуется, чтобы приближаемая функция содержалась в образе мно-
жества Sr1 ×Hr2(D) оператора F : Hr(D) → H(D).

Будем говорить, что оператор F : Hr(D) → H(D) принадлежит классу
Lip(β1, . . . , βr), β1 > 0, . . . , βr > 0, если выполняются следующие условия.

1◦. Для любого многочлена p = p(s) и любых множеств K1, . . . ,Kr1 ∈ K
существует элемент g = (g1, . . . , gr1 , ĝ1, . . . , ĝr2) ∈ F−1{p} ⊂ Hr(D) такой, что
gj(s) 6= 0 в Kj , j = 1, . . . , r1.

2◦. Для всех K ∈ K существуют константа c > 0 и множества K1, . . . ,Kr ∈
K такие, что для всех (gj1, . . . , gjr) ∈ Hr(D), j = 1, 2,

sup
s∈K

|F (g11(s), . . . , g1r(s))− F (g21(s), . . . , g2r(s))| ≤ c sup
1≤j≤r

sup
s∈Kj

|g1j(s)− g2j(s)|βj .

Теорема 1. Предположим, что F ∈ Lip(β1, . . . , βr), последовательности
a1, . . . , ar1 мультипликативны, rank(A) = r1, выполняются неравенства (1), а
числа α1, . . . , αr2 алгебраически независимы над полем Q. Пусть K ∈ K и
f(s) ∈ H(K). Тогда для любого ε > 0

lim inf
T→∞

1
T

mes{τ ∈ [0, T ] : sup
s∈K

|F (ζ(s+ iτ ; a1), . . . , ζ(s+ iτ ; ar1),

ζ(s+ iτ, α1; b1), . . . , ζ(s+ iτ, αr2 ; br2))− f(s)| < ε} > 0.

Приведем пример класса Lip(β1, . . . , βr). Пусть при (g1, . . . , gr1 , ĝ1, . . . , ĝr2)
∈ Hr(D)

F (g1, . . . , gr1 , ĝ1, . . . , ĝr2) = c1g
(n1)
1 + · · ·+ cr1g

(nr1 )
r1 + ĉ1ĝ

(n̂1)
1 + · · ·+ ĉr2 ĝ

(n̂r2 )
r2 ,

где c1, . . . , cr1 , ĉ1, . . . , ĉr2 ∈ C\{0}, а n1, . . . , nr1 , n̂1, . . . , n̂r2 ∈ N. Как легко ви-
деть, для любого многочлена p = p(s) существует такой элемент g ∈ F−1{p},
что gj(s) 6= 0 в Kj , j = 1, . . . , r1. Например, если p(s) = ansn + · · ·+ a0, an 6= 0,
то можно взять g = (1, . . . , 1, 1, . . . , 1, ĝr2) с

ĝr2(s) =
1
ĉr2

(
ansn+n̂r2

(n+ 1) . . . (n+ n̂r2)
+ · · ·+ a0sn̂r2

1 . . . n̂r2

)
.
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Таким образом, условие 1◦ класса Lip(β1, . . . , βr) выполняется.
Условие 2◦ класса Lip(β1, . . . , βr) является следствием интегральной фор-

мулы Коши. Пусть K ∈ K , а K ⊂ G ⊂ K1, где G — открытое множество
и K1 ∈ K . Берем простой замкнутый контур L, лежащий в K1\G и окайм-
ляющий множество K. Тогда в силу интегральной формулы Коши находим,
что при (gj1, . . . , gjr) ∈ Hr(D), j = 1, 2, и s ∈ K (для упрощения обозначений
считаем, что ĉj ĝ

(n̂j)
j = cj+r1g

(nj+r1 )
j+r1 при j = 1, . . . , r2)

|F (g11(s), . . . , g1r(s))− F (g21(s), . . . , g2r(s))| =

∣∣∣∣∣
r∑

j=1

cj
nj !
2πi

∫
L

g1j(z)− g2j(z)
(z − s)nj+1 dz

∣∣∣∣∣
≤

r∑
j=1

|cj |Cj sup
s∈L

|g1j(s)− g2j(s)| ≤ c sup
1≤j≤r

sup
s∈K1

|g1j(s)− g2j(s)|

с некоторыми константами Cj > 0, j = 1, . . . , r, и c > 0. Таким образом, F ∈
Lip(1, . . . , 1). В этом случае K1, . . . ,Kr = K1.

Условие 2◦ класса Lip(β1, . . . , βr) можно ослабить.
2◦a. Для любого K ∈ K существуют множества K1, . . . ,Kr ∈ K такие, что

для всех (gj1, . . . , gjr) ∈ Hr(D), j = 1, 2,

sup
s∈K

|F (g11(s), . . . , g1r(s))− F (g21(s), . . . , g2r(s))| ≤ ĉ sup
1≤j≤r

sup
s∈Kj

|g1j(s)− g2j(s)|βj

с некоторой константой ĉ = ĉ(Kj , j = 1, . . . , r; g2j , j = 1, . . . , r) > 0. Новый класс
операторов F : Hr(D) → H(D) обозначим через L̂ip(β1, . . . , βr).

Пусть F : Hr(D) → H(D) определяется формулой

F (g1, . . . , gr) =
r∑

j=1

g2
j , g1, . . . , gr ∈ Hr(D).

Тогда для любого многочлена p = p(s) найдется элемент g ∈ F−1{p} такой, что
gj(s) 6= 0 в Kj , j = 1, . . . , r1. В самом деле, можем найти число C > 0 такое, что
p(s)± C 6= 0 в Kj , j = 1, . . . , r1. Определим

r̂ =
{
r, если r — четное число,
r − 1, если r — нечетное число.

Полагая

g2j−1(s) =
p(s) + C

2
√
r̂C

, g2j(s) =
p(s)− C

2i
√
r̂C

, j = 1, . . . ,
r̂

2
,

и gr(s) = 0 при нечетном r, имеем

r∑
j=1

g2
j = p(s)

и gj(s) 6= 0 в Kj , j = 1, . . . , r1. Следовательно, оператор F удовлетворяет
условию 1◦ класса L̂ip(β1, . . . , βr).
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Легко видеть, что для этого оператора

sup
s∈K

|F (g11(s), . . . , g1r(s))− F (g21(s), . . . , g2r(s))|

≤ sup
1≤j≤r

sup
s∈K

(|g1j(s)|+ |g2j(s)|)|g1j(s)− g2j(s)|

≤ sup
1≤j≤r

sup
s∈K

|g1j(s)− g2j(s)|2 + 2 sup
1≤j≤r

sup
s∈K

|g2j(s)||g1j(s)− g2j(s)|

≤ (1 + 2 sup
1≤j≤r

sup
s∈K

|g2j(s)|) sup
1≤j≤r

sup
s∈K

|g1j(s)− g2j(s)|

≤ ĉ(K1, . . . ,Kr; g2j , j = 1, . . . , r) sup
1≤j≤r

sup
s∈K

|g1j(s)− g2j(s)|

для всех K ∈ K и (gj1, . . . , gjr) ∈ Hr(D) с K1, . . . ,Kr = K и константой
ĉ(K1, . . . ,Kr; g2j , j = 1, . . . , r) = 1 + 2 sup

1≤j≤r
sup
s∈K

|g2j(s)| при условии, что

sup
1≤j≤r

sup
s∈K

|g1j(s)− g2j(s)|2 ≤ sup
1≤j≤r

sup
s∈K

|g1j(s)− g2j(s)|.

Ниже приводим некоторые модификации теоремы 1.
Пусть S = {g ∈ H(D) : g(s) 6= 0 или g(s) ≡ 0}.

Теорема 2. Предположим, что последовательности a1, . . . , ar1 и числа α1,
. . . , αr2 удовлетворяют условиям теоремы 1, а F : Hr(D) → H(D) — непрерыв-
ный оператор такой, что для любого открытого множества G ⊂ H(D) множе-
ство (F−1G) ∩ (Sr1 ×Hr2(D)) непусто. Тогда имеет место утверждение теоре-
мы 1.

Условие теоремы 2, что (F−1G)∩(Sr1×Hr2(D)) 6= ∅ для любого открытого
множества G ⊂ H(D), общее, но трудно проверяемое. Например, оно выполня-
ется, если каждый элемент пространства H(D) имеет прообраз в Sr1 ×Hr2(D).
С другой стороны, теорема 2 позволяет получить следующую модификацию
теоремы 1.

Следствие 1. Предположим, что последовательности a1, . . . , ar1 и чис-
ла α1, . . . , αr2 удовлетворяют условиям теоремы 1, а F : Hr(D) → H(D) —
непрерывный оператор такой, что для любого многочлена p = p(s) множество
(F−1{p})∩ (Sr1 ×Hr2(D)) непусто. Тогда имеет место утверждение теоремы 1.

Легко видеть, что из условия 2◦ класса Lip(β1, . . . , βr) вытекает непрерыв-
ность оператора F , но условие 1◦ слабее условия

(F−1{p}) ∩ (Sr1 ×Hr2(D)) 6= ∅.

Необращение многочлена в нуль в ограниченной области можно контроли-
ровать его свободным членом. Поэтому в некоторых случаях удобнее рассмат-
ривать операторы F в пространстве Hr(DV , D) = Hr1(DV ) × Hr2(D), где при
V > 0

DV =
{
s ∈ C :

1
2
< σ < 1, |t| < V

}
.

Пусть еще SV = {g ∈ H(DV ) : g(s) 6= 0 или g(s) ≡ 0}. Например, рассуждая,
как в доказательствах теоремы 2 и следствия 1, нетрудно получить следующее
утверждение.
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Теорема 3. Предположим, что последовательности a1, . . . , ar1 и числа α1,
. . . , αr2 удовлетворяют условиям теоремы 1, K ∈ K , f(s) ∈ H(K), а V > 0
такое, что K ⊂ DV . Пусть F : Hr(DV , D) → H(DV ) — непрерывный оператор
такой, что для любого многочлена p = p(s) множество (F−1{p})∩

(
Sr1V ×Hr2(D)

)
непусто. Тогда имеет место утверждение теоремы 1.

Теорема может быть применена, например, в случае оператора

F (g1, . . . , gr1 , ĝ1, . . . , ĝr2) = c1g
(n1)
1 + · · ·+ cr1g

(nr1 )
r1 , n1, . . . , nr1 ∈ N.

Займемся приближением аналитических в D функций, содержащихся в об-
разе множества Sr1 ×Hr2(D) оператора F : Hr(D) → H(D).

Имеет место следующее общее утверждение.

Теорема 4. Предположим, что последовательности a1, . . . , ar1 и числа α1,
. . . , αr2 удовлетворяют условиям теоремы 1, а оператор F : Hr(D) → H(D)
непрерывен. Пусть K ⊂ D — компактное множество, а f(s) ∈ F (Sr1 ×Hr2(D)).
Тогда имеет место утверждение теоремы 1.

Найти образ оператора F непросто. Следующая теорема является приме-
ром, когда образ множества Sr1 × Hr2(D) содержит достаточно простое мно-
жество. Это позволяет найти примеры некоторых операторов F со свойством
универсальности.

Пусть a1, . . . , am — различные комплексные числа, а

Hm(D) = {g ∈ H(D) : (g(s)− aj)−1 ∈ H(D), j = 1, . . . ,m}.

Теорема 5. Предположим, что последовательности a1, . . . , ar1 и числа α1,
. . . , αr2 удовлетворяют условиям теоремы 1, а F : Hr(D) → H(D) — непрерыв-
ный оператор такой, что F (Sr1 × Hr2(D)) ⊃ Hm(D). Если m = 1, то пусть
K ∈ K , f(s) ∈ H(K) и f(s) 6= a1 в K. Если m ≥ 2, то пусть K ⊂ D — лю-
бое компактное множество, а f(s) ∈ Hm(D). Тогда имеет место утверждение
теоремы 1.

Например, если m = 2 и a1 = 1, a2 = −1, то из теоремы 5 следует уни-
версальность тригонометрических функций sin(ζ(s; a)+ ζ(s, α; b)) и cos(ζ(s; a)+
ζ(s, α; b)). Для этого в случае функции sin(·) достаточно решить уравнение

ei(g1+g2) − e−i(g1+g2)

2i
= f, f ∈ H2(D), a1 = 1, a2 = −1.

2. Вспомогательные утверждения

Доказательства всех теорем, за исключением теоремы 1, используют веро-
ятностный подход, основанный на слабой сходимости вероятностных мер в про-
странстве аналитических функций. Мы будем развивать метод из [14] для слож-
ных функций F (ζ(s; a1), . . . , ζ(s; ar1), ζ(s, α1; b1), . . . , ζ(s, αr2 ; br2)).Исходной точ-
кой нашего исследования является теорема 2 в [6]. Для ее формулировки нужны
некоторые обозначения.

Пусть B(X) — класс борелевских множеств пространства X, γ = {s ∈ C :
|s| = 1} — единичная окружность на комплексной плоскости,

� =
∏
p∈P

γp, �̂ =
∏
m∈N0

γm,

где P — множество всех простых чисел, а γp = γ для всех p ∈P и γm = γ для
всех m ∈ N0. В силу известной теоремы Тихонова бесконечномерные торы � и
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�̂ с топологией произведения и операцией поточечного перемножения являются
компактными топологическими абелевыми группами. Определим

� = �× �̂1 × · · · × �̂r2 ,

где �̂j = �̂ для всех j = 1, . . . , r2. Тогда � опять в силу теоремы Тихонова
является компактной топологической группой. Это приводит к вероятностному
пространству (�,B(�),mH), где mH — вероятностная мера Хаара на (�,B(�)).
Через ω(p) обозначим проекцию элемента ω ∈ � на координатное пространство
γp, p ∈ P, а через ω̂j(m) — проекцию элемента ω̂j ∈ �̂j , j = 1, . . . , r2, на
координатное пространство γm, m ∈ N0. Продолжим функцию ω(p) на все
множество N, полагая

ω(m) =
∏
pk‖m

ωk(p), m ∈ N,

где pk‖m означает, что pk | m, но pk+1 - m.
Пусть для краткости α = (α1, . . . , αr2), ω = (ω, ω1, . . . , ωr2), a = (a1, . . . , ar1),

b = (b1, . . . , br2), и на вероятностном пространстве (�,B(�),mH) определим
Hr(D)-значный случайный элемент ζ(s, α, ω; a; b) формулой

ζ(s, α;ω; a, b) = (ζ(s, ω; a1), . . . , ζ(s, ω; ar1), ζ(s, α1, ω1; b1), . . . , ζ(s, αr2 , ωr2 ; br2)),

где

ζ(s, ω; aj) =
∞∑

m=1

amjω(m)
ms

, j = 1, . . . , r1,

ζ(s, αj , ωj ; bj) =
∞∑

m=0

bmjω̂j(m)
(m+ αj)s

, j = 1, . . . , r2.

Через Pζ обозначим распределение случайного элемента ζ(s, α, ω; a, b), т. е.

Pζ(A) = mH(ω ∈ � : ζ(s, α, ω; a, b) ∈ A), A ∈ B(Hr(D)).

Пусть еще

ζ(s, α; a, b) = (ζ(s; a1), . . . , ζ(s; ar1), ζ(s, α1; b1), . . . , ζ(s, αr2 ; br2)).

Тогда имеем следующую предельную теорему [6, теорема 2].

Лемма 1. Предположим, что числа α1, . . . , αr2 алгебраически независимы
над полем Q. Тогда мера

PT (A) =
1
T

mes{τ ∈ [0, T ] : ζ(s+ iτ, α; a, b) ∈ A}, A ∈ B(Hr(D)),

при T →∞ слабо сходится к Pζ .
Для дальнейшего будет полезен следующий хорошо известный факт теории

слабой сходимости вероятностных мер. Пусть S1 и S2 — два метрических про-
странства. Напомним, что отображение h : S1 → S2 называется (B(S1),B(S2))-
измеримым, если h−1A ∈ B(S1) для любого множества A ∈ B(S2). Известно,
что непрерывность отображения h влечет за собой его (B(S1),B(S2))-измери-
мость. Предположим, что отображение h является (B(S1),B(S2))-измеримым.
Тогда всякая вероятностная мера P на (S1,B(S1)) индуцирует единственную
вероятностную меру Ph−1 на (S2,B(S2)), определяемую формулой

Ph−1(A) = P (h−1A), A ∈ B(S2).

При этом имеет место
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Лемма 2. Предположим, что Pn, n ∈ N, и P — вероятностные меры на
(S1,B(S1)), а отображение h : S1 → S2 непрерывно. Если Pn при n→∞ слабо
сходится к P , то Pnh−1 при n→∞ также слабо сходится к Ph−1.

Лемма является частным случаем теоремы 5.1 из [15].
Из лемм 1 и 2 вытекает

Лемма 3. Предположим, что числа α1, . . . , αr2 алгебраически независимы
над Q, а оператор F : Hr(D) → H(D) непрерывен. Тогда мера

PT,F (A) =
1
T

mes{τ ∈ [0, T ] : F (ζ(s+ iτ, α; a, b)) ∈ A}, A ∈ B(H(D)),

слабо сходится к PζF−1 при T →∞.
При использовании в доказательстве универсальности вероятностных пре-

дельных теорем в пространстве аналитических функции требуется явный вид
носителя предельной меры в этих теоремах.

Пусть X — сепарабельное метрическое пространство, а P — вероятностная
мера на (X,B(X)). Напомним, что носителем меры P называется минимальное
замкнутое множество XP ⊂ X такое, что P (XP ) = 1. Множество XP состоит
из всех точек x ∈ X таких, что для всякой открытой окрестности G точки
x выполняется неравенство P (G) > 0. В [6, теорема 16] получен следующий
результат.

Лемма 4. Предположим, что последовательности a1, . . . , ar1 мультипли-
кативны, rank(A) = r1, выполняются неравенства (1), а числа α1, . . . , αr2 ал-
гебраически независимы над Q. Тогда носителем меры Pζ является множество
Sr1 ×Hr2(D).

Используя лемму 4, получим явный вид носителя меры PζF−1 для непре-
рывных операторов F : Hr(D) → H(D).

Лемма 5. Предположим, что последовательности a1, . . . , ar1 мультипли-
кативны, rank(A) = r1, выполняются неравенства (1), числа α1, . . . , αr2 алгеб-
раически независимы над Q, а оператор F : Hr(D) → H(D) непрерывен. Тогда
носителем меры PζF−1 является замыкание множества F (Sr1 ×Hr2(D)).

Доказательство. Пусть g — произвольный элемент множества F (Sr1 ×
Hr2(D)), а G — некоторая открытая его окрестность. Тогда F−1G — открытая
окрестность некоторого элемента множества Sr1 × Hr2(D). Поэтому из лем-
мы 4 следует, что Pζ(F−1G) > 0. Отсюда вытекает неравенство PζF−1(G) > 0.
Кроме того, опять в силу леммы 4 имеем

PζF
−1(F (Sr1 ×Hr2(D))) = Pζ(Sr1 ×Hr2(D)) = 1.

Следовательно, носителем меры PζF−1 является замыкание множества F (Sr1×
Hr2(D)).

В дальнейшем будет очень полезной теорема Мергеляна о приближении
аналитических функций многочленами. Мы ее формулируем в виде следующей
леммы.

Лемма 6. Предположим, что K ⊂ C — компактное множество, облада-
ющее связным дополнением. Тогда всякая функция f(s), непрерывная в K и
аналитическая внутри K, равномерно в K приближается многочленами от s.

Доказательство см. в [16], а также в [17].
Еще будет полезным эквивалент слабой сходимости вероятностных мер в

терминах открытых множеств.
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Лемма 7. Пусть Pn, n ∈ N, и P — вероятностные меры на (X,B(X)).
Тогда Pn слабо сходится к P при n → ∞ тогда и только тогда, когда для
любого открытого множества G ⊂ X

lim inf
n→∞

Pn(G) ≥ P (G).

Лемма является частью теоремы 2.1 из [15], где содержится ее доказатель-
ство.

3. Доказательства теорем универсальности

Теорема 1 выводится непосредственно из теоремы A с применением опре-
деления класса Lip(β1, . . . , βr).

Доказательство теоремы 1. В силу леммы 6 существует многочлен p =
p(s) такой, что

sup
s∈K

|f(s)− p(s)| < ε

2
. (2)

Условие 1◦ класса Lip(β1, . . . , βr) для любыхK1, . . . ,Kr1 ∈ K влечет за собой су-
ществование элемента g = (g1, . . . , gr1 , ĝ1, . . . , ĝr2) ∈ F−1{p} такого, что gj(s) 6= 0
в Kj , j = 1, . . . , r1. Предположим, что τ ∈ R удовлетворяет неравенствам

sup
1≤j≤r1

sup
s∈Kj

|ζ(s+ iτ ; aj)− gj(s)| < c−
1
β (ε/4)

1
β ,

sup
1≤j≤r2

sup
s∈K̂j

|ζ(s+ iτ, αj ; bj)− ĝj(s)| < c−
1
β (ε/4)

1
β ,

(3)

где K1, . . . ,Kr1 , K̂1, . . . , K̂r2 ∈ K соответствуют множеству K в условии 2◦
класса Lip(β1, . . . , βr), а β = min

1≤j≤r
βj . Тогда в силу условия 2◦ класса Lip(β1, . . . ,

βr) для τ , удовлетворяющих неравенствам (3), имеем

sup
s∈K

|F (ζ(s+ iτ, α; a, b))− p(s)| ≤ c sup
1≤j≤r1

sup
s∈Kj

|ζ(s+ iτ ; aj)− gj(s)|βj

+ c sup
1≤j≤r2

sup
s∈K̂j

|ζ(s+ iτ, αj ; bj)− ĝj(s)|βj ≤ 2cc−
β
β (ε/4)

β
β =

ε

2
. (4)

Из теоремы A следует, что множество тех τ , для которых справедливы неравен-
ства (3), имеет положительную нижнюю плотность. Отсюда и из неравенства
(4) заключаем, что

lim inf
T→∞

1
T

mes{τ ∈ [0, T ] : sup
s∈K

|F (ζ(s+ iτ, α; a, b))− p(s)| < ε/2} > 0.

Это неравенство вместе с неравенством (2) приводит к неравенству

lim inf
T→∞

1
T

mes{τ ∈ [0, T ] : sup
s∈K

|F (ζ(s+ iτ, α; a, b))− f(s)| < ε} > 0.

Теорема доказана.

Доказательство в случае класса L̂ip(β1, . . . , βr) проводится аналогично с
очевидными изменениями.

Доказательства остальных теорем универсальности используют предель-
ные теоремы о слабой сходимости вероятностных мер в пространстве аналити-
ческих функций.
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Доказательство теоремы 2. Легко видеть, что в условиях теоремы 2
носителем меры PζF−1 является все пространство H(D). Действительно, из
условия (F−1G) ∩ (Sr1 × Hr2(D)) 6= ∅, справедливого для любого открытого
множества G ∈ H(D), для любого элемента g ∈ H(D) и любой его открытой
окрестности G найдется элемент множества F (Sr1 ×Hr2(D)), принадлежащий
множеству G. Отсюда вытекает, что множество F (Sr1 ×Hr2(D)) всюду плотно
в H(D), и остается воспользоваться леммой 5.

В силу леммы 6 существует многочлен p(s) такой, что выполняется нера-
венство (2). Пусть

G = {g ∈ H(D) : sup
s∈K

|g(s)− p(s)| < ε/2}.

Тогда G — открытая окрестность многочлена p(s). Так как p(s) принадлежит
носителю меры PζF−1, то PζF−1(G) > 0. Следовательно, из лемм 3 и 7 выте-
кает, что

lim inf
T→∞

1
T

mes{τ ∈ [0, T ] : F (ζ(s+ iτ ;α; a; b)) ∈ G} ≥ PζF
−1(G) > 0.

Отсюда и из определения множества G получаем

lim inf
T→∞

1
T

mes{τ ∈ [0, T ] : sup
s∈K

|F (ζ(s+ iτ, α; a; b))− p(s)| ≤ ε/2} > 0.

Это неравенство вместе с неравенством (2) приводит к утверждению теоремы.
Известно (см., например, [18]), что существует последовательность ком-

пактных множеств {Kl : l ∈ N} ⊂ D такая, что Kl ⊂ Kl+1 для всех l ∈ N,

D =
∞⋃
l=1

Kl, и для любого компактного множества K ⊂ D существует l ∈ N

такое, что K ⊂ Kl. Для g1, g2 ∈ H(K) положим

ρ(g1, g2) =
∞∑
l=1

2−l
sup
s∈Kl

|g1(s)− g2(s)|

1 + sup
s∈Kl

|g1(s)− g2(s)|
.

Тогда ρ является метрикой в пространстве H(D), индуцирующей его топологию
равномерной сходимости на компактах.

Пусть ε — произвольное положительное число. Фиксируем l ∈ N такое, что∑
l>l0

2−l <
ε

2
. (5)

Теперь если
sup
s∈Kl0

|g1(s)− g2(s)| <
ε

2
,

то ввиду соотношения Kl ⊂ Kl+1, l ∈ N, имеем

sup
s∈Kl

|g1(s)− g2(s)| <
ε

2

для всех l = 1, . . . , l0. Это неравенство вместе с (5) показывает, что функция g2
с заданной точностью приближается функцией g1 в пространстве H(D), если
g2 с подходящей точностью приближается функцией g1 равномерно в Kl для
достаточно большого l. Ясно, что множества Kl можем выбрать так, чтобы они
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обладали связными дополнениями. Следовательно, в пространстве H(D) мо-
жем ограничиться рассмотрением приближения функций на компактных мно-
жествах, обладающих связными дополнениями.

Доказательство следствия 1. Покажем, что из условий следствия вы-
текает условие теоремы 2. Пусть G ∈ H(D) — любое непустое открытое мно-
жество. Из предыдущего замечания о приближении в пространстве H(D) и
леммы 6 следует, что найдется многочлен p = p(s), лежащий в множестве
G. Отсюда и из условия (F−1{p}) ∩ (Sr1 × Hr2(D)) 6= ∅ следствия получаем
(F−1G) ∩ (Sr1 ×Hr2(D)) 6= ∅ — условие теоремы 2.

Доказательство теоремы 4. Определим множество

G = {g ∈ H(D) : sup
s∈K

|g(s)− f(s)| < ε}.

Поскольку f(s) ∈ F (Sr1 ×Hr2(D)), из леммы 5 следует, что f(s) является эле-
ментом носителя меры PζF−1. Поэтому PζF−1(G) > 0. Отсюда и из лемм 3 и 7
получаем утверждение теоремы.

Доказательство теоремы 5. Случай m ≥ 2 содержится в теореме 4.
Поэтому остается рассмотреть только случай m = 1.

В силу леммы 6 существует многочлен p(s) такой, что

sup
s∈K

|f(s)− p(s)| < ε

4
. (6)

Так как f(s) 6= a1 в K, то и p(s) 6= a1 в K, если ε достаточно мало. Поэтому в K
можем определить непрерывную ветвь логарифма log(p(s)− a1), которая будет
аналитической функцией внутри множества K. Применяя еще раз лемму 6,
найдем многочлен p1(s) такой, что

sup
s∈K

|p(s)− a1 − ep1(s)| < ε

4
. (7)

Положим ga1(s) = ep1(s) +a1. Тогда ga1(s) ∈ H(D) и ga1(s) 6= a1 в полосе D, т. е.
ga1(s) ∈ H1(D). Из леммы 5 следует, что носитель меры PζF−1 содержит за-
мыкание множества H1(D). Поэтому ga1(s) является элементом носителя меры
PζF−1. Стало быть, PζF−1(G) > 0, где

G = {g ∈ H(D) : sup
s∈K

|g(s)− ga1(s)| < ε/2}.

Отсюда и из лемм 3 и 7 вытекает, что

lim inf
T→∞

1
T

mes{τ ∈ [0, T ] : sup
s∈K

|F (ζ(s+ iτ, α; a, b))− ga1(s)| < ε/2} > 0. (8)

Кроме того, из неравенств (6) и (7) имеем

sup
s∈K

|f(s)− ga1(s)| <
ε

2
,

откуда с учетом неравенства (8) получаем утверждение теоремы при m = 1.
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