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Аннотация. Построены оптимальные по порядку кубатурные формулы для вы-
числения многомерных интегралов в весовых пространствах Соболева. Рассматри-
ваются классы функций, определенных в кубе � = [−1, 1]l, l = 1, 2, . . . , и имеющих
в � ограниченные частные производные до r-го порядка и производные j-го поряд-
ка (r < j ≤ s), модули которых стремятся к бесконечности как степенные функции
вида (d(x, � ))−(j−r), где x ∈ � \ � , x = (x1, . . . , xl), � = ∂�, d(x, � ) — расстояние от
x до � .

DOI 10.17377/smzh.2016.57.305

Ключевые слова: весовые пространства Соболева, кубатурные формулы, опти-
мальные алгоритмы.

1. Введение

Задача построения наилучших квадратурных формул поставлена в [1]. Пер-
вые наилучшие квадратурные формулы построены в [2]. Задача построения
наилучших квадратурных формул непосредственно распространяется на куба-
турные формулы и заключается в следующем. Пусть многомерный интеграл
вычисляется по кубатурной формуле

1∫
−1

· · ·
1∫

−1

f(x1, . . . , xl) dx1 . . . dxl =
n∑

k=1

s−1∑
|v|=0

pkvf
v(Mk) +Rn(f, pkv,Mk), (1.1)

где Mk ∈ [−1, 1; . . . ;−1, 1] — узлы, а pkv — веса, v = (v1, . . . , vl), |v| = v1+ · · ·+vl,
0 ≤ vi ≤ |v|, i = 1, . . . , l, fv(x1, . . . , xl) = ∂|v|f/∂xv11 . . . ∂xvll .

Если функция f принадлежит некоторому классу �, то

Rn[�, pkv,Mk] = sup
f∈�

|Rn(f, pkv,Mk)|.

Введем функционал ζn[�] = inf
pkv,Mk

Rn[�, pkv,Mk], где нижняя грань берется по

всевозможным наборам весов и узлов.
Если существуют такие наборы {p∗kv}n1 и {M∗

k}n1 весов и узлов, что

Rn[�, p∗kv,M
∗
k ]/ζn[�] = 1, ∼ 1, � 1,

то кубатурная формула (1.1) называется [3] оптимальной (наилучшей), асимп-
тотически оптимальной, оптимальной по порядку.
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Другие подходы к определению оптимальных пассивных алгоритмов пред-
ложены в [4, 5].

В настоящее время получены наилучшие кубатурные формулы лишь для
отдельных классов функций [6]. Оптимальные по порядку кубатурные форму-
лы на различных классах функций исследовались в [7]. Построению асимптоти-
чески оптимальных кубатурных формул посвящены монографии [8, 9]. Асимп-
тотика весовых кубатурных формул с ограниченными весами вычислена в [10]
(на соболевских классах) и в [11] (на классах функций Гёльдера).

В [12] построены оптимальные по порядку кубатурные формулы вычисле-
ния интегралов на классе Qr,γ(�,M), � = [−1, 1]l и асимптотически оптималь-
ные квадратурные формулы на классе Qr(�, 1), � = [−1, 1]. Класс функций
Qr,γ(�,M) является обобщением класса Qr(�,M), введенного К. И. Бабенко
[13]. Определение класса Qr,γ(�,M) приведено ниже в разд. 2. Оптималь-
ные по порядку кубатурные формулы для вычисления интегралов на классах
функций Br,γ(�,M), � = [−1, 1]l (определение класса Br,γ(�,M) см. в [12, 14]),
получены в [14]. Подробное изложение построения оптимальных кубатурных
формул на весовых классах функций дано в [14].

В данной работе построены оптимальные по порядку кубатурные формулы
на классах функций Q

u
r,γ(�,M), Qu

r,γ(�,M), являющихся обобщениями класса
функций Qr,γ(�,M). Интерес к этим классам функций обусловлен тем, что им
принадлежат значения гиперсингулярных интегралов [15].

2. Классы функций и обозначения

В этом разделе приведены определения классов функций, используемых в
работе.

Пусть � = [−1, 1]l, l ≥ 1, � = ∂� — граница области �; l, u, r — положи-
тельные целые числа, vi — неотрицательные целые числа, i = 1, 2, . . . , l. Пусть
x = (x1, . . . , xl), v = (v1, . . . , vl), |v| = v1 + · · ·+ vl. Через Dv обозначен оператор
Dv = ∂|v|/∂xv11 . . . ∂xvll .

Напомним определение пространства Соболева.
Определение 2.1. Пусть � = [−1, 1]l, r — неотрицательное целое число,

1 ≤ p ≤ ∞. Функция f принадлежит пространству W r
p (�) Соболева, если она

интегрируема в p-й степени на � вместе со своими обобщенными производными
до порядка r включительно. Норма функции f вводится равенством

‖f‖W r
p (�) =

{
‖f‖pLp(�) +

∑
|α|=r

‖Dαf‖pLp(�)

}1/p
,

где Dαf , α = (α1, . . . , αl), |α| = α1 + · · · + αl, 0 ≤ αi ≤ |α|, обозначает любую
обобщенную производную от f порядка r и сумма распространяется на все та-
кие производные. Здесь ‖f‖Lp(�) =

( ∫
�

|f |p d�
)1/p, 1 ≤ p < ∞, и ‖f‖L∞(�) =

sup
x∈�

vrai|f(x)|.

Пусть u — неотрицательное целое число, γ — положительное вещественное
число. Для x ∈ � введем весовые функции

ργ,u(x) =
{

(d(x, � ))γ(1 + | lnu d(x, � )|)−1 при x ∈ �\� ,
0 при x ∈ � ,

где � = ∂�, d(x, � ) = min
1≤i≤l

min(|xi + 1|, |1− xi|).
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Определение 2.2. Пусть � = [−1, 1]l, s, u — неотрицательные целые чис-
ла, γ (γ < s) — положительное вещественное число, 1 ≤ p ≤ ∞. Функция f
принадлежит весовому пространству Соболева W s

p (�, ργ,u) с весом ργ,u(x), ес-
ли произведение функций (Dαf(x))ργ,u(x), α = (α1, . . . , αl), |α| = α1 + · · ·+ αl,
интегрируемо в p-й степени на �. Норма в W s

p (�, ργ,u) определяется равенством

‖f‖W s
p (�,ργ,u) =

{
‖fργ,u‖pLp(�) +

∑
|α|=s

‖(Dαf)ργ,u‖pLp(�)

}1/p
.

Здесь Dαf , α = (α1, . . . , αl), |α| = α1 + · · ·+ αl, 0 ≤ αi ≤ |α|, обозначает любую
обобщенную производную от f порядка s и сумма распространяется на все такие
производные.

Частными случаями пространства W s
∞(�, ργ,u) являются множества функ-

ций Q
u
r,γ(�,M), Qu

r,γ(�,M), 0 < M = const < ∞, s = r + dγe, определения
которых даны ниже.

Ниже будут построены оптимальные по порядку квадратурные и кубатур-
ные формулы вычисления интегралов на классах Qu

r,γ(�,M), Qr,γ(�,M), кото-
рые являются частными случаями весовых пространств Соболева W s

∞(�, ργ,u)
с нормой, введенной равенством

‖f‖W s
∞(�,ργ,u) = sup

x∈�
vrai|f(x)ργ,u(x)|+

∑
|α|=s

sup
x∈�

vrai|(Dαf(x))ργ,u(x)|.

Выбор этих классов функций обусловлен двумя обстоятельствами. Во-
первых, тем, что сингулярные и гиперсингулярные интегралы с переменными
особенностями, а также решения эллиптических, слабосингулярных, сингуляр-
ных и гиперсингулярных интегральных уравнений принадлежат этим классам
функций. Во-вторых, тем, что постановка задачи вычисления поперечников и
построения наилучших методов приближения сформулирована в [13] в терми-
нах класса функций Qr(�, 1).

Определение 2.3 [6]. Пусть r — натуральное число. Класс W (r)(M ; a, b)
состоит из функций, заданных на отрезке [a, b], непрерывных и имеющих непре-
рывные производные до (r − 1)-го порядка включительно и кусочно непрерыв-
ную производную r-го порядка, удовлетворяющую на этом отрезке неравенству
|f (r)| ≤M .

Определение 2.4. Пусть r — натуральное число, � = [−1, 1]l, l = 2, 3, . . . .
Класс W (r)(M,�) состоит из функций f , заданных на кубе �, непрерывных
и имеющих непрерывные частные производные Dr−1f и кусочно непрерывные
частные производные Drf , удовлетворяющие на � неравенству ‖Drf‖C(� ≤M .

Замечание. Здесь подDr−1f иDrf понимаются все частные производные
порядка r − 1 и r соответственно.

В [13] введен класс функций Qr(�,M). Приводимые ниже классы функций
Qu
r,γ(�,M) и Q

u
r,γ(�,M) являются обобщениями класса Qr(�,M).

Определение 2.5. Пусть � = [−1, 1]l, l = 1, 2, . . . . Функция ϕ(x), x =
(x1 . . . , xl), принадлежит классу Qr,γ(�,M), если выполнены следующие усло-
вия:

max
x∈�

|Dvϕ(x)| ≤M при 0 ≤ |v| ≤ r,
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|Dvϕ(x)| ≤M/(d(x, � ))|v|−r−ζ , x ∈ � \ � , при r < |v| ≤ s,

где d(x, � ) — расстояние от точки x до границы � области �, вычисляемое по
формуле d(x, � ) = min

1≤i≤l
min(|1+xi|, |1−xi|), s = r+[γ]+1, γ = [γ]+µ, 0 < µ < 1,

ζ = 1− µ при нецелом γ, s = r + γ при целом γ.

Определение 2.6. Пусть � = [−1, 1]l, l = 1, 2, . . . , γ, r и u — неотрица-
тельные целые числа, s = r + γ. Множество Q

u
rγ(�,M) состоит из функций

ϕ(x), x = (x1, x2, . . . , xl), удовлетворяющих следующим условиям:

max
x∈�

|Dvϕ(x)| ≤M при 0 ≤ |v| ≤ r − 1,

|Dvϕ(x)| ≤M(1 + | lnu d(x, � )|), x ∈ � \ � , при |v| = r,

|Dvϕ(x)| ≤M(1 + | lnu−1 d(x, � )|)/(d(x, � ))|v|−r, x ∈ � \ � , при r < |v| ≤ s.

Определение 2.7. Пусть � = [−1, 1]l, l = 1, 2, . . . , u — натуральное число,
γ — нецелое число. Класс Qu

r,γ(�,M) состоит из функций, удовлетворяющих
следующим условиям:

max
x∈�

|Dvϕ(x)| ≤M при 0 ≤ |v| ≤ r,

|Dvϕ(x)| ≤M(1 + | lnu d(x, � )|)/(d(x, � ))|v|−r−ζ , x ∈ � \ � , при r < |v| ≤ s,

где s = r + [γ] + 1, γ = [γ] + µ, 0 < µ < 1, ζ = 1− µ.

Пусть � = [a, b], c ∈ [a, b], f(x) ∈ W (r)(M,�). Через Tr(f,�, c) обозначен
отрезок ряда Тейлора Tr(f,�, c) = f(c)+ f ′(c)

1! (x−c)+· · ·+ f(r)(c)
r! (x−c)r. В данной

работе используется формула Тейлора с остаточным членом в интегральной
форме [6]:

f(x) = f(c) +
x− c

1!
f ′(c) +

(x− c)2

2!
f ′′(c) + · · ·+ (x− c)r−1

(r − 1)!
fr−1(c) +Rr(x),

где Rr(x) = 1
(r−1)!

t∫
a
(x− t)r−1f (r)(t) dt.

Пусть � = [a1, b1; . . . ; al, bl], l = 2, 3, . . . , c = (c1, . . . , cl) ∈ �, f(x1, . . . , xl) ∈
W (r)(M,�).

Через Tr(f,�, c) обозначим отрезок ряда Тейлора

Tr(f,�, c) = f(c) +
1
1!
df(c) +

1
2!
d2f(c) + · · ·+ 1

r!
drf(c),

где

dkf(c) =
∑

Ck1,...,kl

∂kf(x)
∂xk1

1 . . . ∂xkll

∣∣∣∣
x=c

(x− c1)k1(x− c2)k2 . . . (x− cl)kl ,

k = k1 + · · ·+ kl, 0 ≤ ki ≤ k, i = 1, 2, . . . , l, Ck1,...,kl = k!
k1!...kl!

.
Пусть x, x0 ∈ �. Мы будем использовать формулу Тейлора для функций

многих переменных с остаточным членом в интегральной форме [16]:

f(x) =
r∑

k=0

1
k!

l∑
j1=1

· · ·
l∑

jk=1

(
xj1 − x0

j1

)
. . .
(
xjk − x0

jk

) ∂kf(x0)
∂xj1 . . . ∂xjk

+Rr+1(x), (2.1)

Rr+1(x) = (r + 1)
∑

|k|=r+1

(x− x0)k

k!

1∫
0

(1− u)rf (k)(x0 + u(x− x0)) du. (2.2)
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3. Квадратурные формулы

Рассмотрим интеграл

Jϕ =
1∫

−1

ϕ(τ) dτ, (3.1)

определенный на классах функций Q
u
rγ(�, 1), Qu

rγ(�, 1), � = [−1, 1].
Интеграл (3.1) будем вычислять по квадратурным формулам вида

1∫
−1

ϕ(τ) dτ =
N∑

k=−N

ρk∑
j=0

pkjϕ
(j)(tk) +Rn(tk, pkj , ϕ), (3.2)

где −1 < t−N < · · · < t−1 < t0 < t1 < · · · ≤ tN < 1, 0 ≤ ρk ≤ s, s = r + dγe.

Здесь n
(
n =

N∑
k=−N

ρk∑
j=0

1
)

— число узлов квадратурной формулы (с учетом

их кратности).

Теорема 3.1. Пусть � = Q
u
rγ(�, 1), � = [−1, 1], u = 1, 2, . . . . Для квадра-

турных формул вида (3.2) справедлива оценка

ζn
[
Q
u
rγ(�, 1)

]
≥ Cn−s. (3.3)

Замечание. Здесь и ниже через C обозначены константы, не зависящие
от N , n и подынтегральных функций.

Доказательство. Пусть � = Q
u
rγ(�, 1), � = [−1, 1], u = 1, 2, . . . . Оце-

ним снизу величину функционала ζn[�]. Нетрудно видеть, что класс функций
Qrγ(�, 1) вложен в классQ

u
rγ(�, 1). В [12] получена оценка ζn[Qrγ(�, 1)] ≥ Cn−s.

Следовательно, ζn
[
Q
u
rγ(�, 1)

]
≥ Cn−s при u = 1, 2, . . . .

Построим оптимальные по порядку квадратурные формулы. Введем узлы
x1
k = −1+(k/N)v, x2

k = 1− (k/N)v, k = 0, 1, . . . , N , v = (s+1)/(r+1) и сегменты
�1
k =

[
x1
k, x

1
k+1
]
, �2

k =
[
x2
k+1, x

2
k

]
, k = 0, 1, . . . , N − 1. Пусть hik =

∣∣xik+1 − xik
∣∣,

i = 1, 2, k = 0, 1, . . . , N − 1.
Введем константы M0 = dlnNe, Mk = 1, k = 1, . . . , N − 1, при u = 1

и M0 = dlnu/rNe, Mk = dln(u−1)/(s+1)(N/k)e, k = 1, . . . , N − 1, при u ≥ 2.
Разделим каждый сегмент �i

k на Mk равных сегментов и обозначим последние
через �i

k,j , i = 1, 2, j = 0, 1, . . . ,Mk − 1, k = 0, 1, . . . , N − 1.
Пусть f ∈ C[a, b]. Обозначим через ζ1, . . . , ζs узлы полинома Лежандра s-го

порядка. Обозначим через ζ ′i, i = 1, 2, . . . , s, образы узлов ζi, i = 1, 2, . . . , s, полу-
ченные при аффинном отображении сегмента [−1, 1] на [a, b]. Через Ps(f, [a, b])
обозначим полином, интерполирующий функцию f ∈ C[a, b] на сегменте [a, b]
по узлам ζ ′i, i = 1, 2, . . . , s.

Будем аппроксимировать ϕ ∈ Qu
r,γ(�, 1) в каждом сегменте �i

k,j интерполя-
ционным полиномом Ps

(
ϕ,�i

k,j

)
, i = 1, 2, j = 0, 1, . . . ,Mk−1, k = 0, 1, . . . , N −1.

Обозначим через ϕN сплайн, составленный из полиномов Ps
(
ϕ,�i

k,j

)
, i = 1, 2,

j = 0, 1, . . . ,Mk − 1, k = 0, 1, . . . , N − 1.
Интеграл (3.1) будем вычислять по квадратурной формуле

1∫
−1

ϕ(τ) dτ =
1∫

−1

ϕN (τ) dτ +Rn(ϕ), (3.4)
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где n — число узлов квадратурной формулы (3.4).
Оценим погрешность квадратурной формулы (3.4). Очевидно, что

|Rn(ϕ)| ≤
2∑

j=1

N−1∑
k=0

Mk−1∑
i=0

∫
�j
k,i

|ϕ(τ)− ϕN (τ)| dτ. (3.5)

Так как правая часть предыдущего неравенства одинаково оценивается при j =
1 и j = 2, ограничимся суммой с индексом j = 1.

Оценим интеграл∫
�1

0,i

|ϕ(τ)− ϕN (τ)| dτ ≤ Es−1
(
ϕ,�1

0,i
)
(1 + λs)h1

0,i, i = 0, 1, . . . ,M0 − 1. (3.6)

Здесь через Es(ϕ, [a, b]) обозначено наилучшее приближение в равномерной мет-
рике функции ϕ на сегменте [a, b] полиномами степени s; через λs обозначена
константа Лебега по узлам ζ ′i (i = 1, 2, . . . , s), полученным при отображении
узлов ζi (i = 1, 2, . . . , s) полинома Лежандра с сегмента [−1, 1] на сегмент [a, b],
h1

0,l = h0/M0.
Очевидно, что

Es−1
(
ϕ,�1

0,i
)
≤
∥∥ϕ− Tr−1

(
ϕ,�1

0,i, x
1
0,i
)∥∥

C(�1
0,i)

≤ 1
(r − 1)!

max
t∈�1

0,i

∣∣∣∣∣∣
t∫

x1
0,i

ϕ(r)(τ)(t− τ)r−1 dτ

∣∣∣∣∣∣
≤ 1

(r − 1)!
max
t∈�1

0,i

∣∣∣∣∣∣
t∫

x1
0,i

(1 + | lnu(1 + τ)|)(t− τ)r−1 dτ

∣∣∣∣∣∣ ≤ C
(
h1

0,i
)r∣∣ lnu h1

0,i
∣∣. (3.7)

Из неравенств (3.6), (3.7) следует, что∫
�1

0,i

|ϕ(τ)− ϕN (τ)| dτ ≤ C
(
h1

0,i
)r+1∣∣ lnu h1

0,i
∣∣ ≤ C

Ns+1 .

Таким образом,
2∑

j=1

M0−1∑
i=0

∫
�j

0,i

|ϕ(τ)− ϕN (τ)| dτ ≤ C

Ns
. (3.8)

Пусть 1 ≤ k ≤ N − 1. Оценим интеграл∫
�1
k,i

|ϕ(τ)− ϕN (τ)| dτ =
∫

�1
k,i

∣∣ϕ(τ)− Ps
(
ϕ,�1

k,i

)∣∣ dτ
≤ Es−1

(
ϕ,�1

k,i

)
(1 + λs)h1

ki ≤
C(h1

ki)
s+1

s!

(
N

k

)vγ(
1 +

∣∣∣∣ lnu−1
(
N

k

)vγ∣∣∣∣)
≤ C

(((
k + 1
N

)v
−
(
k

N

)v) 1(
ln N

k

)(u−1)/(s+1)

)s+1(
N

k

)vγ(
1 + lnu−1 N

k

)

≤ C
(k + θ)(v−1)(s+1)

kvγ
1

Ns+1 =
C

Ns+1 .
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Из этого неравенства следует, что
2∑

j=1

N−1∑
k=1

Mk−1∑
i=0

∫
�j
k,i

|ϕ(τ)− ϕN (τ)| dτ ≤ C

Ns+1

N−1∑
k=1

Mk ≤
C

Ns
. (3.9)

Из (3.8), (3.9) имеем |RN (ϕ)| ≤ C
Ns .

Так как ϕ — произвольная функция из класса Q
u
rγ(�, 1), то

Rn

[
Q
u
rγ(�, 1)

]
≤ C

Ns
. (3.10)

Поскольку в каждом сегменте �i
k,j , i = 1, 2, j = 0, 1, . . . ,Mk − 1, k = 0, 1, . . . ,

N − 1, используется s узлов квадратурной формулы (3.4), общее число n узлов
квадратурной формулы (3.4) равно

n =
2∑
i=1

N−1∑
k=0

Mk−1∑
j=0

s = CN. (3.11)

Таким образом, из (3.10) и (3.11) следует оценка

Rn

[
Q
u
rγ(�, 1)

]
≤ C

ns
. (3.12)

Из сопоставления неравенства (3.3) и оценки (3.12) вытекает

Теорема 3.2. Пусть � = Q
u
rγ(�, 1), � = [−1, 1]. Среди множества квадра-

турных формул вида (3.2) формула (3.4) оптимальная по порядку по точности.
Ее погрешность равна Rn[�] � Cn−s.

Построим оптимальные квадратурные формулы вычисления интеграла (3.1)
на классе функций Qu

rγ(�, 1), � = [−1, 1].

Теорема 3.3. Пусть � = Qu
rγ(�, 1), � = [−1, 1]. Для квадратурных фор-

мул вида (3.2) справедлива оценка ζn[�] ≥ Cn−s.
Доказательство подобно доказательству теоремы 3.1, поэтому опускает-

ся.

Построим оптимальную по порядку квадратурную формулу для вычис-
ления интеграла (3.1). Как и при доказательстве теоремы 3.2, разобьем сег-
мент [−1, 1] на более мелкие сегменты �1

kj и �2
kj , j = 0, 1, . . . ,Mk − 1, k =

0, 1, . . . , N −1. Здесь M0 = dlnu/(r+2−µ)Ne, Mk = dlnu/(s+1) N
k e, k = 1, . . . , N −1,

µ = 1− ζ, v = (s+ 1)/(s+ 1− γ).
Будем аппроксимировать функцию ϕ(t) на сегменте [−1, 1] сплайном ϕN (t),

составленным из полиномов Ps
(
ϕ,�i

kj

)
, i = 1, 2, j = 0, 1, . . . ,Mk − 1, k =

0, 1, . . . , N − 1.
Интеграл (3.1) будем вычислять по квадратурной формуле

1∫
−1

ϕ(τ) dτ =
1∫

−1

ϕN (τ) dτ +Rn(ϕ). (3.13)

Повторяя рассуждения, приведенные при доказательстве теоремы 3.2, при-
ходим к следующему утверждению.

Теорема 3.4. Пусть � = Qu
rγ(�, 1), � = [−1, 1], u = 1, 2, . . . . Среди квад-

ратурных формул вида (3.2) оптимальной по порядку является формула (3.13).
Справедлива оценка Rn(�) � n−s.
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4. Приближенные методы вычисления
многомерных интегралов на классах функций
Q

u

rγ(², 1), Qu
rγ(², 1), ² = [−1, 1]l, l = 2, 3, . . .

Рассмотрим интеграл

Lϕ ≡
∫
· · ·
∫

�

ϕ(τ1, . . . , τl) dτ1 . . . dτl, (4.1)

которому сопоставим кубатурные формулы вида

Lϕ =
N∑

k1=1

· · ·
N∑

kl=1

pk1,...,klϕ(tk1 , . . . , tkl) +Rn(tk1 , . . . , tkl ; pk1,...,kl ;ϕ). (4.2)

Построим кубатурную формулу вычисления интеграла Lϕ на классе функ-
ций Q

u
rγ(�, 1), u = 1, 2, . . . . Обозначим через �k множество точек �k =

{
t ∈ � :(

k
N

)v ≤ d(t, � ) ≤
(
k+1
N

)v
, k = 0, 1, . . . , N − 1

}
, v = (s + l)/(s + l − γ), где d(t, � )

дано в определении 2.5.
Покроем области �k кубами и параллелепипедами �k

i1,...,il , ребра которых
параллельны координатным осям и длины ребер которых не меньше hk и не
больше 2hk, hk = ((k + 1)/N)v − (k/N)v, k = 0, 1, . . . , N − 1.

Пусть M0 = d(lnN)u/(r+l)e, Mk = d(ln(N/k))(u−1)/(s+l)e, k = 1, 2, . . . , N − 1.
Разделим каждое из ребер �k

i1,...,il на Mk равных частей и через точки деления
проведем плоскости, параллельные координатным плоскостям. Кубы и парал-
лелепипеды, полученные в результате деления, обозначим через �k

i1,...,il;j1,...,jl .
В разд. 3 был введен полином Ps(f, [a, b]), интерполирующий функцию

f на сегменте [a, b] по s узлам. Для функции f(t1, . . . , tl) ∈ C(�) постро-
им полином Ps,...,s(f ; [a1, b1; . . . ; al, bl]), интерполирующий функцию f в области
[a1, b1; . . . ; al, bl] и определяемый выражением

Ps,...,s(f ; [a1, b1; . . . ; al, bl]) = P t1
s

(
P t2
s

(
. . . P tl

s (f ; [al, bl]); . . . ; [a1, b1]
))
.

Этот полином имеет порядок s − 1 по каждой переменной. Другими словами,
P tl
s (f ; [al, bl]) интерполирует функцию f в сегменте [al, bl], P

tl−1
s (P tl

s (f ; [al, bl]);
[al−1, bl−1]) интерполирует функцию P tl

s (f ; [al, bl]) в сегменте [al−1, bl−1] по пере-
менной tl−1, и т. д. Полином Ps,...,s

(
ϕ,�k

i1,...,il;j1,...,jl

)
интерполирует функцию

ϕ(t1, . . . , tl) в области �k
i1,...,il;j1,...,jl . Сплайн ϕN (t1, . . . , tl) составлен из полино-

мов Ps,...,s
(
ϕ,�k

i1,...,il;j1,...,jl

)
, k = 0, 1, . . . , N − 1.

Интеграл (4.1) будем вычислять по кубатурной формуле

Lϕ =
∫
· · ·
∫

�

ϕN (τ1, . . . , τl) dτ1 . . . dτl +Rn(ϕ), (4.3)

где n — число узлов, используемых при построении кубатурной формулы (4.3).

Теорема 4.1. Пусть � = Q
u
rγ(�, 1), � = [−1, 1]l, l = 2, 3, . . . , u = 1, 2, . . . ,

v = (s + l)/(s + l − γ), v < l/(l − 1). Среди кубатурных формул вида (4.2)
оптимальной по порядку является формула (4.3) с погрешностью Rn[�] � n−s/l,
где n — число узлов кубатурной формулы (4.3).
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Доказательство. Оценим погрешность кубатурной формулы (4.3). Пусть
ψki1,...,il;j1,...,jl(τ1, . . . , τl) = ϕ(τ1, . . . , τl)− Ps,...,s

(
ϕ;�k

i1,...,il;j1,...,jl

)
. Очевидно, что

|Rn(ϕ)| ≤
∫
· · ·
∫

�

|ϕ(τ1, . . . , τl)− ϕN (τ1, . . . , τl)| dτ1 . . . dτl

=
N−1∑
k=0

∑
i1,...,il

∑
j1,...,jl

∫
· · ·
∫

�k
i1,...,il;j1,...,jl

∣∣ψki1,...,il;j1,...,jl(τ1, . . . , τl)∣∣ dτ1 . . . dτl. (4.4)

Оценим слагаемое∫
· · ·
∫

�0
i1,...,il;j1,...,jl

∣∣ψ0
i1,...,il;j1,...,jl(τ1, . . . , τl)

∣∣ dτ1 . . . dτl
≤ CEr−1,...,r−1

(
ϕ,�0

i1,...,il;j1,...,jl

)
λls
(
h0
i1,...,il;j1,...,jl

)l
,

где h0
i1,...,il;j1,...,jl =

( 1
N

)v 1
M0

, Er,...,r

(
ϕ,�0

i1,...,il;j1,...,jl

)
— наилучшее приближе-

ние в равномерной метрике C
(
�0
i1,...,il;j1,...,jl

)
функции ϕ(t1, . . . , tl) полиномами

степени r по каждой переменной.
Для оценки Er−1,...,r−1

(
ϕ,�0

i1,...,il;j1,...,jl

)
воспользуемся формулой Тейлора

(2.1), (2.2).
Если t и t0 принадлежат области �0

i1,...,il;j1,...,jl , имеющей непустое пересе-
чение с границей � = ∂�, причем t0 ∈ � , то d(t0 + τ(t − t0), � ) ≤ h0

0,...,0;0,...,0 =
h0/M0, где h0 = N−v, 0 ≤ τ ≤ 1. Так как |ϕ(r)(t0 + τ(t − t0))| ≤ 1 + | lnu d(t0 +
τ(t− t0), � )|, то

Er−1,...,r−1
(
ϕ,�0

i1,...,il;j1,...,jl

)
≤ C max

t,t0∈�0
i1,...,il;j1,...,jl

∑
|k|=r

|(t− t0)k|
k!

1∫
0

(1− τ)r−1(1 + | lnu d(t0 + τ(t− t0), � )|)dτ

≤ C(h0,0,...,0,0,...,0)r| lnu h0,0,...,0,0,...,0|.

Отсюда следует, что∫
· · ·
∫

�0
0,...,0;0,...,0

∣∣ϕ(τ1, . . . , τl)− Ps,...,s
(
ϕ;�0

0,...,0;0,...,0
)∣∣ dτ1 . . . dτl

≤ C
(
h0

0,...,0;0,...,0
)r+l| lnu h0,...,0;0,...,0| ≤ C

1
Ns+l . (4.5)

Аналогичная оценка справедлива для всех областей �0
i1,...,il;j1,...,jl .

Оценим при 1 ≤ k ≤ N − 1 интеграл∫
· · ·
∫

�k
i1,...,il;j1,...,jl

∣∣ϕ(τ1, . . . , τl)− Ps,...,s
(
ϕ;�k

i1,...,il,j1,...,jl

)∣∣ dτ1 . . . dτl
≤ C

(((
k + 1
N

)v
−
(
k

N

)v) 1(
ln N

k

)(u−1)/(s+l)

)s+l (1 +
∣∣ ln(k+1

N

)v|)u−1(
k
N

)vγ
≤ C

Ns+l . (4.6)
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Из неравенств (4.4)–(4.6) следует оценка

|Rn(ϕ)| ≤ Cm

Ns+l , (4.7)

где m — число областей �k
i1,...,il,j1,...,jl , k = 0, 1, . . . , N − 1.

Оценим число m областей �k
i1,...,il;j1,...,jl , k = 0, 1, . . . , N − 1, покрывающих

куб �:

m �

(
β
N−1∑
k=1

(
2− 2

(
k
N

)v(
k+1
N

)v − ( kN )v
)l−1

M l
k + βNv(l−1)[lnN ]lu/(r+l)

)

� Nv(l−1)(lnN)lu/(r+l) +
N−1∑
k=1

(
2Nv − 2kv

v(k + θ)v−1

)l−1(
1 +

(
ln
N

k

)u−1
s+l
)l

� Nv(l−1)(lnN)lu/(r+l) +
N−1∑
k=1

Nv(l−1)

k(v−1)(l−1)

((
ln
N

k

) (u−1)l
s+l

+ 1
)
� N l,

где β — число граней куба �.
В каждом кубе �k

i1,...,il;j1,...,jl , k = 0, 1, . . . , N − 1, используется sl узлов
кубатурной формулы (4.3). Таким образом, при построении кубатурной фор-
мулы (4.3) используется n = CN l узлов. Отсюда и из (4.7) следует, что при
v < l/(l − 1) имеем Rn(ϕ) ≤ Cn−s/l, и так как ϕ — произвольная функция из
класса Q

u
rγ(�, 1), справедлива оценка

Rn

[
Q
u
rγ(�, 1)

]
≤ Cn−s/l. (4.8)

Оценим снизу функционал ζn
[
Q
u
rγ(�, 1)

]
. Известно [12], что для кубатур-

ных формул вида (4.2) на классе функций Qrγ(�, 1), � = [−1, 1]l, l = 2, 3, . . .
справедлива оценка ζn(Qrγ(�, 1)) ≥ Cn−s/l. Так как класс функций Qrγ(�, 1)
вложен в класс функций Q

u
rγ(�, 1), справедливо неравенство

ζn
[
Q
u
rγ(�, 1)

]
≥ Cn−s/l. (4.9)

Из сопоставления оценок (4.8) и (4.9) следует справедливость теоремы 4.1.

Теорема 4.2. Пусть � = Q
u
rγ(�, 1), � = [−1, 1]l, l = 2, 3, . . . , u = 1, 2, . . . ,

v = (s + l)/(s + l − γ) = l/(l − 1). Среди всевозможных кубатурных формул
вида (4.2) формула (4.3) является оптимальной по порядку. Ее погрешность
равна

Rn[�] �


(lnn)(l+s)u/(r+l)

ns/l
, lu

r+l ≥ 1 + l(u−1)
s+l ,

(lnn)u+s/l

ns/l
, lu

r+l < 1 + l(u−1)
s+l .

Доказательство. При v = l/(l − 1) погрешность кубатурной формулы
(4.3) оценивается точно так же, как при v < l/(l − 1):

Rn[�] ≤ m
Csl

Ns+l , (4.10)

где m — число областей �k
i1,...,il;j1,...,jl , k = 0, 1, . . . , N − 1.
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Оценим число m областей �k
i1,...,il;j1,...,jl , осуществляющих покрытие куба

�:

m �

(
β
N−1∑
k=1

(
2− 2

(
k
N

)v(
k+1
N

)v − ( kN )v
)l−1

M l
k + βNv(l−1)[lnN ]lu/(r+l)

)

� N l(lnN)lu/(r+l) +
N l

N (v−1)(l−1)

N−1∑
k=1

(
N

k

)(v−1)(l−1)(
ln
N

k

)l(u−1)/(s+l)

� N l(lnN)lu/(r+l) +N l(lnN)l(u−1)/(s+l) +N l−1

N∫
1

N

x

(
ln
N

x

)l(u−1)/(s+l)

dx

� N l(lnN)lu/(r+l) +N l(lnN)l(u−1)/(s+l)+1

�
{
N l(lnN)lu/(r+l), lu/(r + l) ≥ 1 + l(u− 1)/(s+ l),
N l(lnN)1+l(u−1)/(s+l), lu/(r + l) ≤ 1 + l(u− 1)/(s+ l).

(4.11)

Воспользовавшись последним соотношением, выразим N через m:

N �
{
m1/l(lnm)−u/(r+l), lu/(r + l) ≥ 1 + l(u− 1)/(s+ l),
m1/l(lnm)−1/l−(u−1)/(s+l), lu/(r + l) ≤ 1 + l(u− 1)/(s+ l).

(4.12)

Так как в каждой области �k
i1,...,il;j1,...,jl , k = 0, 1, . . . , N − 1, используется

sl узлов кубатурной формулы, общее число n узлов кубатурной формулы (4.3)
равно n = Cm и, следовательно,

Rn(ϕ) ≤ C

{
(lnn)(l+s)u/(r+l)/ns/l, lu/(r + l) ≥ 1 + l(u− 1)/(s+ l),
(lnn)u+s/l/ns/l, lu/(r + l) ≤ 1 + l(u− 1)/(s+ l).

Поскольку ϕ — произвольная функция из Q
u
rγ(�, 1), при v = l/(l − 1)

Rn

[
Q
u
rγ(�, 1)

]
≤ C

{
(lnn)(l+s)u/(r+l)/ns/l, lu/(r + l) ≥ 1 + l(u− 1)/(s+ l),
(lnn)u+s/l/ns/l, lu/(r + l) ≤ 1 + l(u− 1)/(s+ l).

(4.13)
Оценим снизу функционал ζn

[
Q
u
rγ(�, 1)

]
. По аналогии с тем, как это было

сделано выше, положим M0 = d(lnN∗)u/(r+l)e, Mk = dln(N∗/k)(u−1)/(s+l)e и по-
кроем куб � областями �

k
i1,...,il;j1,...,jl , k = 0, 1, . . . , N∗− 1. Здесь N∗ выбирается

таким образом, чтобы число m∗ областей �
k
i1,...,il;j1,...,jl , k = 0, 1, . . . , N∗ − 1,

удовлетворяло неравенству 2N l ≤ m∗ ≤ qN l, где q — наименьшее число, при
котором неравенство выполняется. Напомним, что N l — это число узлов ку-
батурной формулы (4.2). Из оценки (4.12) следует, что это всегда осуществи-
мо при достаточно больших значениях N∗. Оценим значение N∗, при котором
m∗ ≥ 2N l.

Нетрудно видеть, что для того, чтобы m∗ ≥ 2N l, достаточно выбрать N∗ �
N/(lnN)u/(r+l) при lu/(r+ l) ≥ 1+ l(u+1)/(s+1) и N∗ � N/(lnN)(u−1)/(s+l)+1/l

при lu/(r + l) < 1 + l(u+ 1)/(s+ 1).
Так как в построении кубатурной формулы (4.2) участвует N l узлов, не

более чем в N l областях �
k
i1,...,il;j1,...,jl , k = 0, 1, . . . , N∗ − 1, имеются узлы ку-

батурной формулы (4.2). Области �
k
i1,...,il , в которых нет узлов кубатурной

формулы (4.2), назовем отмеченными. Таких областей не менее N l.
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Пусть�
k
i1,...,il;j1,...,jl = [bi1,j1 , bi1,j+1; . . . ; bi1,jl , bi1,jl+1] — отмеченная область.

Введем функцию

ϕki1,...,il;j1,...,jl(t)

=


Ak

((t1−bi1,j1 )(bi1,j1+1−t1)...(tl−bil,jl )(bil,jl+1−tl))s

(hk/Mk)(2l−1)s((k+1)/N∗)vγ
(
1 +

∣∣ lnu−1 (k+1
N∗

)v∣∣),
t ∈ �k

i1,...,il;j1,...,jl ,

0, t ∈ � \�k
i1,...,il;j1,...,jl ,

k = 0, 1, . . . , N∗ − 2.
Пусть �

N∗−1
= [bi1 , bi1+1; . . . ; bil , bi1+1]. Введем функцию

ϕN∗−1(t) =

 AN∗−1
((t1−bi1 )(bi1+1−t1)...(tl−bil )(bil+1−tl))s

h(2l−1)s
N∗−1

, t ∈ �N∗−1,

0, t ∈ � \�N∗−1
,

где hk = ((k+1)/N∗)v− (k/N∗)v, k = 0, 1, . . . , N∗−1. Константы Ak выбираются
таким образом, чтобы выполнялись неравенства∣∣Dsϕki1,...,il;j1,...,jl

∣∣ ≤ (
1 +

∣∣ lnu−1 (k+1
N∗

)v∣∣)(
k+1
N∗

)v(s−r) , |DsϕN∗−1| ≤ 1.

Построим функцию ξ(t), равную ϕki1,...,il;j1,...,jl(t), k = 0, 1, . . . , N∗ − 1,

ϕN∗−1(t) в отмеченных областях �
k
i1,...,il;j1,...,jl и нулю в неотмеченных областях.

Погрешность кубатурной формулы (4.2) при любом наборе узлов и коэффици-
ентов не меньше величины

∫
· · ·
∫
�

ξ(t) dt.

Оценим эту величину. Нетрудно видеть, что∫
· · ·
∫

�
k
i1,...,il;j1,...,jl

ϕki1,...,il;j1,...,jl(t) dt ≥ C
1

Ns+l
∗

. (4.14)

Следовательно, ∫
· · ·
∫

�

ξ(t) dt ≥ C
mmark

Ns+l
∗

,

где mmark — число отмеченных областей �
k
i1,...,il;j1,...,jl , k = 0, 1, . . . , N∗ − 1.

Число m∗ областей �
k
i1,...,il;j1,...,jl , k = 0, 1, . . . , N∗−1, связано с параметром

N∗ формулой, аналогичной (4.11):

m∗ �
{
N l
∗(lnN∗)lu/(r+l), lu/(r + l) ≥ 1 + (u− 1)/(s+ l),

N l
∗(lnN∗)1+l(u−1)/(s+l), lu/(r + l) ≤ 1 + (u− 1)/(s+ l).

Так как число mmark отмеченных областей по построению не меньше N l, а
m∗ ≥ 2N l, очевидно, что dm∗

2 e ≤ mmark ≤ m∗. Таким образом,

mmark �
{
N l
∗(lnN∗)lu/(r+l), lu/(r + l) ≥ 1 + (u− 1)/(s+ l),

N l
∗(lnN∗)1+l(u−1)/(s+l), lu/(r + l) ≤ 1 + (u− 1)/(s+ l).

(4.15)

Из неравенств (4.14) и (4.15) следует, что∫
· · ·
∫

�

ξ(t) dt ≥ C

{
(lnN∗)lu/(r+l)/Ns

∗ , lu/(r + l) ≥ 1 + (u− 1)/(s+ l),
(lnN∗)1+l(u−1)/(s+l)/Ns

∗ , lu/(r + l) ≤ 1 + l(u− 1)/(s+ l),
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Отсюда, учитывая связь m∗ и N∗, имеем∫
· · ·
∫

�

ξ(t) dt ≥ C

{
(lnm∗)(l+s)u/(r+l)/m

s/l
∗ , lu/(r + l) ≥ 1 + l(u− 1)/(s+ l),

(lnm∗)u+s/l/ms/l
∗ , lu/(r + l) ≤ 1 + l(u− 1)/(s+ l).

Обозначим через n = N l число узлов кубатурной формулы (4.2). Так как qN l ≥
m∗ ≥ 2N l, то n ≥ m∗/q. Следовательно,∫

· · ·
∫

�

ξ(t) dt ≥ C

{
(lnn)(l+s)u/(r+l)/ns/l, lu/(r + l) ≥ 1 + l(u− 1)/(s+ l),
(lnn)u+s/l/ns/l, lu/(r + l) ≤ 1 + l(u− 1)/(s+ l).

(4.16)
Из сопоставления неравенств (4.13) и (4.16) следует справедливость теоремы.

Приступим к построению кубатурных формул на классе функцийQ
u
rγ(�, 1),

� = [−1, 1]l, l = 2, 3, . . . , при v = (s + l)/(s + l − γ) > l/(l − 1). Так же,
как и при рассмотрении случая, когда v ≤ l/(l − 1), покроем куб � областями
�k, k = 0, 1, . . . , N − 1, которые, в свою очередь, покроем областями �k

i1,...,il .
Нетрудно видеть, что число m областей �k

i1,...,il , покрывающих �, равно

m � Nv(l−1). (4.17)

Функцию ϕ в каждой области �k
i1,...,il будем аппроксимировать интерпо-

ляционным полиномом Ps,...,s
(
ϕ,�k

i1,...,il

)
. Сплайн, составленный из интерпо-

ляционных полиномов Ps,...,s
(
ϕ,�k

i1,...,il

)
, k = 0, 1, . . . , N − 1, обозначим через

ϕN .
Интеграл (4.1) будем вычислять по кубатурной формуле

Lϕ =
∫
· · ·
∫

�

ϕN (τ) dτ +Rn(ϕ), (4.18)

где индекс n в функционале Rn(ϕ) означает число узлов кубатурной формулы
(4.18).

Оценим погрешность кубатурной формулы (4.18). Очевидно,

|Rn(ϕ)| ≤
N−1∑
k=0

∑
i1,...,il

∫
· · ·
∫

�k
i1,...,il

∣∣ϕ(τ)− Ps,...,s
(
ϕ;�k

i1,...,il

)∣∣ dτ. (4.19)

Оценим в отдельности слагаемые из правой части неравенства (4.19) при k = 0
и при 1 ≤ k ≤ N − 1. При 1 ≤ k ≤ N − 1∫

· · ·
∫

�k
i1,...,il

∣∣ϕ(τ)− Ps,...,s
(
ϕ,�k

i1,...,il

)∣∣ dτ ≤ Chs+lk

(
N

k

)vγ∣∣∣∣ ln( k

N

)v∣∣∣∣u−1

≤ C

(
N

k

)vγ((
k + 1
N

)v
−
(
k

N

)v)s+l∣∣∣∣ ln( k

N

)v∣∣∣∣u−1

≤ C
1

Ns+l
(k + θ)(v−1)(s+l)

kvγ
(lnN)u−1 ≤ 1

Ns+l (lnN)u−1. (4.20)

При k = 0∫
· · ·
∫

�0
i1,...,il

∣∣ϕ(τ)− Ps,...,s
(
ϕ,�0

i1,...,il

)∣∣ dτ ≤ CEs−1,...,s−1
(
ϕ,�0

i1,...,il

)
λlsh

l
0, (4.21)
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где h0 = N−v.
Ограничимся рассмотрением области �0

0,...,0 = [−1, x1;−1, x1; . . . ;−1, x1],
где x1 = −1 +N−v. Воспользовавшись формулой Тейлора (2.1), (2.2), имеем∥∥Er−1,...,r−1

(
f,�0

0,...,0
)∥∥

≤ C max
t,t0∈�0

0,...,0

∣∣∣∣∣∣
∑
|k|=r

1
k!

1∫
0

(1− τ)r−1(t− t0)k(1 + | lnu d((−1 + τ(t− t0)), � )|) dτ

∣∣∣∣∣∣
≤ C max

t,t0∈�0
0,...,0

∣∣∣∣∣∣
∑
|k|=r

1
k!

1∫
0

(1− τ)r−1(t− t0)k| lnu τ(t− t0)| dτ

∣∣∣∣∣∣
≤ Chr0| ln

u h0| ≤ C
lnuN
Ns

.

Из этой оценки и неравенства (4.21) следует, что∫
· · ·
∫

�0
i1,...,il

∣∣ϕ(τ)− Ps,...,s
(
ϕ,�0

i1,...,il

)∣∣ dτ ≤ Chr+l0 | lnu h0| ≤ C
1

Ns+l (lnN)u. (4.22)

Так как общее число m областей �k
i1,...,il оценивается равенством (4.17), а в

каждой из этих областей используется sl узлов кубатурной формулы, общее
число n узлов кубатурной формулы (4.18) равно

n = CNv(l−1). (4.23)

Из (4.20), (4.22) следует, что погрешность кубатурной формулы (4.18) оце-
нивается неравенством

|Rn(ϕ)| ≤ Cm
1

Ns+l lnuN.

Выразим эту оценку через число n узлов кубатурной формулы (4.18). Очевид-
но,

|Rn(ϕ)| ≤ C
lnu n

n(r+1)/(l−1) .

Так как ϕ — произвольная функция из класса функций Q
u
rγ(�, 1), имеем

Rn

[
Q
u
rγ(�, 1)

]
≤ C

lnu n
n(r+1)/(l−1) . (4.24)

Оценим снизу функционал ζn
[
Q
u
rγ(�, 1)

]
при v > l/(l − 1). Пусть N∗ — нату-

ральное число, величина которого будет определена ниже. Обозначим через �0

множество точек �0 = {t ∈ � : 0 ≤ d(t, � ) ≤ (1/N∗)v = ρ0}. Пусть

�k = {t ∈ � : ρk−1 ≤ d(t, � ) ≤ ρk ≤ 1},

где ρk определяется из равенства hs+lk /ργk = N−s−l
∗ lnu−1N∗ и hk = ρk−ρk−1, k =

1, 2, . . . ,m. Здесь m — наибольшее целое число такое, что ρm ≤ 1. Если ρm = 1,
то � покрывается областями �k, k = 0, 1, . . . ,m. Если ρm < 1, то область
�m+1 определяется неравенствами �m+1 = {t ∈ � : ρm ≤ d(t, � ) ≤ 1}. Без
ограничения общности можно считать, что ρm = 1.
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Покажем, что уравнения hs+lk /ργk = N−s−l
∗ lnu−1N∗ разрешимы. Пусть ρ∗k =

(k/N∗)v, k = 0, 1, . . . , N∗, h∗k = ρ∗k − ρ∗k−1, k = 1, 2, . . . , N∗. Тогда h∗(s+l)k /ρ∗γk =
1/Ns+l

∗ при k = 1. При k = 2, . . . , N∗ имеем

h∗(s+l)k

ρ∗γk
=

(kv − (k − 1)v)s+l

Nv(s+l)
∗

(
N∗

k

)vγ
=

(k − θ)(v−1)(s+l)vs+l

Ns+l
∗ kvγ

≥
(

1
2

)vγ
vs+l

1
Ns+l
∗

.

Тем самым существует последовательность ρ∗k = (k/N∗)v, k = 0, 1, . . . , N∗, такая,
что

h∗(s+l)k

ρ∗γk
≥
(

1
2

)vγ
vs+l

1
Ns+l
∗

=
C

Ns+l
∗

, h∗k = ρ∗k − ρ∗k−1.

Функция g(ρ) = (ρ−ρk−1)s+l

ργ возрастает при ρ > ρk−1, k = 2, . . . , N∗. Значит,
существует последовательность ρk такая, что (ρk−ρk−1)s+l/ρ

γ
k ≥ N−s−l

∗ lnu−1N∗
и, более того, hk = ρk − ρk−1 > h∗k = ρ∗k − ρ∗k−1, k = 1, 2, . . . ,m, где m — число
областей �k, k = 0, 1, . . . ,m. Очевидно, что m меньше чем N∗.

Покроем каждую из областей �k более мелкими областями �k
i1,...,il , k =

0, 1, , . . . ,m − 1, так, как это было неоднократно проделано выше. Нетрудно
видеть, что число кубов �k

i1,...,il равно n∗ � n∗0 � Nv(l−1)
∗ , где n∗0 — число кубов

�0
i1,...,il .

Кубатурная формула (4.2) использует N l узлов. Выберем N∗ таким, что
qN l ≥ n∗ ≥ 2N l, где q — наименьшая константа, при которой выполняется это
неравенство. Тогда среди областей �k

i1,...,il , k = 0, 1, . . . ,m, построенного выше
покрытия имеется по крайней мере N l областей, в которых отсутствуют узлы
кубатурной формулы (4.2). Назовем эти области отмеченными.

Пусть �k
i1,...,il =

[
bki1 , b

k
i1+1; . . . ; bkil , b

k
il+1

]
, k = 0, 1, . . . ,m. Введем функции

ϕ0
i1,...,il(t1, . . . , tl) =


A0

((t1−b0i1 )(b0i1+1−t1)...(tl−b
0
il

)(b0il+1−tl))
s

h(2l−1)s
0

Nvγ
∗ lnu−1N∗,

t ∈ �0
i1,...,il ,

0, t ∈ �\�0
i1,...,il ,

ϕki1,...,il(t1, . . . , tl) =

 Ak
((t1−bki1 )(bki1+1−t1)...(tl−b

k
il

)(bkil+1−tl))
s

h(2l−1)s
k ργk

, t ∈ �k
i1,...,il ,

0, t ∈ �\�k
i1,...,il ,

k = 1, 2, . . . ,m. Константы Ak, k = 0, 1, . . . ,m, выбираются таким образом, что∣∣Dsϕ0
i1,...,il

∣∣ ≤ Nvγ
∗ lnu−1N∗,

∣∣Dsϕki1,...,il
∣∣ ≤ 1

ργk
.

Очевидно, такие константы существуют и не зависят от N∗, u, γ.
Введем функцию ξ(t), t ∈ �, равную ϕki1,...,il(t) в отмеченных кубах �k

i1,...,il
и нулю во всех неотмеченных кубах. Тогда∫

· · ·
∫

�

ξ(t) dt ≥
N∗∑
k=0

∑
i1,...,il

′
∫
· · ·
∫

�k
i1,...,il

ϕi1,...,il(t) dt

≥ Cmmark
1

Ns+l
∗

lnu−1N∗ = C
lnu−1 n∗

n∗(r+l)/(l−1) ,
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где n∗ — число областей �k
i1,...,il , mmark — число отмеченных областей, mmark ≥

n∗/2,
∑′ означает суммирование по отмеченным областям.

Так как qN l ≥ n∗ ≥ 2N l, а число узлов кубатурной формулы (4.2) n = N l

(т. е. n � n∗), из предыдущего неравенства имеем

ζn
[
Q
u
rγ(�, 1)

]
≥ C

lnu−1 n

n(r+1)/(l−1) , (4.25)

где n — число узлов кубатурной формулы (4.2).
Из сопоставления оценок (4.24) и (4.25) вытекает

Теорема 4.3. Пусть � = Q
u
rγ(�, 1), � = [−1, 1]l, l = 2, 3, . . . , u = 1, 2, . . . ,

v = (s + l)/(s + l − γ), v > l/(l − 1). Для кубатурных формул вида (4.2) спра-
ведливы оценки

C
lnu−1 n

n(r+1)/(l−1) ≤ Rn(�) ≤ C
lnu n

n(r+1)/(l−1) ,

где n — число узлов кубатурной формулы (4.2).

Кратко опишем изменения, которые нужно внести в предыдущие постро-
ения при вычислении интеграла (4.1) на классе Qu

r,γ(�,M), � = [−1, 1]l, l =
2, 3, . . . , при v = (s+ l)/(s+ l − γ).

Пусть v ≤ l/(l− 1). Покроем � кубами и параллелепипедами �k
i1,...,il;j1...,jl ,

k = 0, 1, . . . , N−1, аналогичными построенным при доказательстве теоремы 4.1.
Отличие состоит в том, что в данном случае

M0 = d(lnN)u/(r+l+1−µ)e, Mk = d(ln(N/k)v)u/(s+l)e, k = 1, 2, . . . , N − 1.

По аналогии с доказательством теоремы 4.1 введем сплайн ϕN (t1, . . . , tl), состо-
ящий из полиномов Ps,...,s

(
ϕ,�k

i1,...,il;j1,...,jl

)
, k = 0, 1, . . . , N − 1. Интеграл (4.1)

будем вычислять по кубатурной формуле

Lϕ =
∫
· · ·
∫

�

ϕN (τ1, . . . , τl) dτ1 . . . dτl +Rn(ϕ), (4.26)

где n — число узлов, используемых при построении кубатурной формулы (4.26).

Теорема 4.4. Пусть � = Qr,γ(�, 1), � = [−1, 1]l, l = 2, 3, . . . , u = 1, 2, . . . ,
v = (s + l)/(s + l − γ), v < l/(l − 1). Среди кубатурных формул вида (4.2)
оптимальной по порядку является формула (4.26) с погрешностью RN [�] �
n−s/l, где n — число узлов кубатурной формулы (4.26).

Доказательство. Погрешность кубатурной формулы (4.26) мажорирует-
ся неравенством

|Rn(ϕ)| ≤
N−1∑
k=0

∑
i1,...,il

∑
j1,...,jl

∫
· · ·
∫

�k
i1,...,il;j1,...,jl

∣∣ψki1,...,il;j1,...,jl(τ1, . . . , τl)∣∣ dτ1 . . . dτl,
(4.27)

где ψki1,...,il;j1,...,jl(τ1, . . . , τl) = ϕ(τ1, . . . , τl) − Ps,...,s
(
ϕ,�k

i1,...,il;j1,...,jl

)
, слагаемые

правой части которого оцениваются по такой же схеме, что и при доказательстве
теоремы 4.1.
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Изменения состоят в следующих оценках:∫
· · ·
∫

�0
i1,...,il;j1,...,jl

∣∣ψ0
i1,...,il;j1,...,jl(τ1, . . . , τl)

∣∣ dτ1 . . . dτl
≤ CEr,...,r

(
ϕ,�0

i1,...,il;j1,...,jl

)
λlsh

l
00, h00 = h0/M0, h0 = N−v,

Er,...,r

(
ϕ,�0

i1,...,il;j1,...,jl

)
≤ C max

(t,t0)∈�0
i1,...,il;j1,...,jl

1∫
0

(1− τ)r(d(t0 + τ(t− t0), � ))r+1−µ

× | lnu d(t0 + τ(t− t0))| dτ ≤ Chr+1−µ
00 lnuN,∫

· · ·
∫

�0
i1,...,il;j1,...,jl

∣∣ψ0
i1,...,il;j1,...,jl(τ1, . . . , τl)

∣∣ dτ1 . . . dτl ≤ C

Ns+l ,

∫
· · ·
∫

�k
i1,...,il,j1,...,jl

∣∣ϕ(τ1, . . . , τl)− Ps,...,s
(
ϕ,�k

i1,...,il,j1,...,jl

)∣∣
≤ C

(((
k + 1
N

)v
−
(
k

N

)v) 1(
ln N

k

)u/(s+l))s+l(Nk
)vγ∣∣∣∣ lnu( k

N

)v∣∣∣∣
≤ C

((
k + 1
N

)v
−
(
k

N

)v)s+l(
N

k

)vγ
≤ C

1
Ns+l .

Тогда погрешность кубатурной формулы (4.26) оценивается неравенством
RN [�] ≤ C m

Ns+l , где m — число областей �k
i1,...,il,j1,...,jl .

Величина m оценена при доказательстве теоремы 4.1: m � CN l. Следо-
вательно, RN [�] ≤ C 1

Ns ≤ C
ns/l

. Функционал ζn
[
Qu
r,γ(�, 1)

]
оценивается так же,

как при доказательстве теоремы 4.1.
Все остальные элементы доказательства являются практически дословным

повторением рассуждений, проведенных при доказательстве теоремы 4.1, и на
них не останавливаемся.

Теорема доказана.

Теорема 4.5. Пусть � = Qr,γ(�, 1), � = [−1, 1]l, l = 2, 3, . . . , u = 1, 2, . . . ,
v = (s + l)/(s + l − γ) = l/(l − 1). Среди всевозможных кубатурных формул
вида (4.2) формула (4.26) является оптимальной по порядку. Ее погрешность
равна

Rn

[
Qu
rγ(�, 1)

]
�
{

(lnn)(s+l)u(r+1+l−µ)/ns/l, lu/(r + 1 + l − µ) ≥ 1 + lu/(s+ l),
(lnn)u+1+s/l/ns/l, lu/(r + 1 + l − µ) ≤ 1 + lu/(s+ l).

Доказательство. При v = l/(l − 1) погрешность кубатурной формулы
(4.26) оценивается так же, как и при v < l/(l − 1):

RN [�] ≤ C
msl

Ns+l , (4.28)

где m — число областей �k
i1,...,il,j1,...,jl , k = 0, 1, . . . , N − 1.
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Число областей �k
i1,...,il,j1,...,jl оценивается так же, как при доказательстве

теоремы 4.2, и равно

m �
{
N l(lnN)lu/(r+1+l−µ), lu/(r + 1 + l − µ) ≥ 1 + lu/(s+ l),
N l(lnN)1+lu/(s+l), lu/(r + 1 + l − µ) ≤ 1 + lu/(s+ l).

Отсюда

N �
{
ml/l/(lnm)u/(r+1+l−µ), lu/(r + 1 + l − µ) ≥ 1 + lu/(s+ l),
ml/l(lnm)1/l+u/(s+l), lu/(r + 1 + l − µ) ≤ 1 + lu/(s+ l).

Из этой формулы и неравенства (4.28) имеем

Rn

[
Qu
rγ(�, 1)

]
≤ C

{
(lnn)(s+l)u(r+1+l−µ)/ns/l, lu/(r + 1 + l − µ) ≥ 1 + lu/(s+ l),
(lnn)u+1+s/l/ns/l, lu/(r + 1 + l − µ) ≤ 1 + lu/(s+ l).

(4.29)

Оценка снизу функционала ζn[�] проводится по такой же схеме, что и при
доказательстве теоремы 4.2. Единственное отличие заключается в том, что
функционал ϕki1,...,il,j1,...,jl(t) определяется формулой

ϕki1,...,il;j1,...,jl(t)

=


Ak

((t1−bi1,j1 )(bi1,j1+1−t1)...(tl−bil,jl )(bil,jl+1−tl))s

(hk/Mk)(2l−1)s((k+1)/N∗)vγ
(1 + | lnu(k + 1/N∗)v|),

t ∈ �k
i1,...,il;j1,...,jl ,

0, t ∈ � \�k
i1,...,il;j1,...,jl ,

k = 0, 1, . . . , N∗ − 2.
В результате получаем оценку

ζn[�] ≥ C

{
(lnn)(s+l)u/(r+1+l−µ)/ns/l, lu/(r + 1 + l − µ) ≥ 1 + lu/(s+ l),
(lnn)u+1+s/l/ns/l, lu/(r + 1 + l − µ) ≤ 1 + lu/(s+ l).

(4.30)
Из сопоставления оценок (4.29), (4.30) следует справедливость теоремы.

Рассмотрим случай, когда v = (s + l)/(s + l − γ), v > l/(l − 1). Как и при
доказательстве теоремы 4.3, покроем куб � областями �k

i1,...,il , k = 0, 1, . . . , N −
1, число которых равно n � Nv(l−1). Функция ϕ(t) аппроксимируется сплайном
ϕN (t), составленным из полиномов Ps,...,s

(
ϕ,�k

i1,...,il

)
, k = 0, 1, . . . , N − 1.

Интеграл (4.1) будем вычислять по кубатурной формуле

Lϕ =
∫
· · ·
∫

�

ϕN (τ) dτ +Rn(ϕ). (4.31)

Повторяя доказательство теоремы 4.3, имеем

RN [�] ≤ C
lnu n

n(r+1)/(l−1) .

Для оценки снизу функционала ζN [�] повторим доказательство теоремы 4.3,

полагая hs+l
k

ργk
= N−s−l

∗ lnuN∗, k = 1, 2, . . . ,m, и

ϕ0
i1,...,il(t1, . . . , tl) =


A0

((t1−b0i1 )(b0i1+1−t1)...(tl−b
0
il

)(b0il+1−tl))
s

h(2l−1)s
0

Nvγ
∗ lnuN∗,

t ∈ �0
i1,...,il ,

0, t ∈ �\�0
i1,...,il .

В результате приходим к следующему утверждению.
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Теорема 4.6. Пусть � = Qu
r,γ(�, 1), � = [−1, 1]l, l = 2, 3, . . . , u = 1, 2, . . . ,

v = (s+ l)/(s+ l − γ), v > l/(l − 1). Кубатурная формула (4.31) оптимальна по
порядку с погрешностью

Rn[�] � C
lnu n

n(r+1)/(l−1) .
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