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Полиномы в векторных решетках обладают интересными порядковыми
свойствами, а классы полиномов в банаховых решетках, определяемые в сме-
шанных терминах нормы и порядка, имеют весьма богатую структуру, в связи с
чем эти объекты привлекают возрастающее внимание исследователей. В то вре-
мя как алгебраические свойства полиномов и взаимосвязи полиномов с геомет-
рическими и линейно-топологическими свойствами банаховых пространств изу-
чены достаточно хорошо (см., например, [1]), исследование порядковых свойств
однородных полиномов в векторных и банаховых решетках начато совсем недав-
но (начиная с работы [2]). Ранее стали изучаться ортогонально аддитивные
полиномы, введенные в [3]. Следующие статьи [4–12] и имеющиеся в них ссыл-
ки дают достаточно полное представление о состоянии предмета в настоящее
время.

Проблема мажорирования для линейных операторов, действующих в ба-
наховых решетках, формулируется так: сохраняет ли линейный оператор то
или иное свойство (компактность, слабая компактность и т. д.), которым об-
ладает его мажоранта? Первый результат такого типа получен в [13], однако
интерес к этой проблеме возрос поcле выхода в свет работы [14]. Один из наи-
более известных результатов, теорема Доддса — Фремлина — Викстеда, дает
полное описание таких пар банаховых решеток, что любой действующий в них
линейный положительный оператор с компактной мажорантой компактен (см.
[14, 15]). Решения, полученные для различных классов линейных операторов,
представлены в [16–20]. Проблема мажорирования для однородных полиномов
была поставлена в [21].

Цель настоящей работы — доказать теорему типа Доддса — Фремлина —
Викстеда для ортогонально аддитивных однородных полиномов в банаховых
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решетках. Рассмотрим векторные решетки E и F . Отображение P из E в F
называют однородным полиномом, если существуют целое число s ≥ 1 и полили-
нейный оператор ϕ : Es → F такие, что P (x) = ϕ(x, . . . , x) для всех x ∈ E. При
этом существует единственный симметричный s-линейный оператор ϕ с таким
свойством, именуемый порождающим оператором для P . Кроме того, принято
говорить, что P — однородный полином степени s или, короче, s-однородный
полином. Однородный полином P именуют ортогонально аддитивным, если
P (x + y) = P (x) + P (y) для любых дизъюнктных x, y ∈ E. Напомним, что
элементы векторной решетки x, y ∈ E дизъюнктны (в символах x ⊥ y), если
|x| ∧ |y| = 0.

Ортогонально аддитивный s-однородный полином называют положитель-
ным, если положительным является порождающий его полилинейный опера-
тор ϕ, т. е. ϕ(x1, . . . , xs) ≥ 0 для любых 0 ≤ x1, . . . , xs ∈ E; регулярным, если
он представим в виде разности двух положительных ортогонально аддитив-
ных s-однородных полиномов. Положительность полинома P записывается в
виде 0 ≤ P . Обозначим символом Pr

o (sE,F ) пространства всех регулярных
ортогонально аддитивных s-однородных полиномов, действующих из E в F .
Отношение частичного порядка в Pr

o (sE,F ) вводится, как обычно, с помощью
конуса положительных полиномов: P ≤ Q в том и только в том случае, когда
0 ≤ Q − P . Очевидно, что при этом Pr

o (sE,F ) — упорядоченное векторное
пространство. Если F порядково полна, то Pr

o (sE,F ) также порядково полная
векторная решетка.

Всюду ниже, если не оговорено иное, E и F — банаховы решетки. Гово-
рят, что банахова решетка E порядково непрерывна или имеет порядково непре-
рывную норму, если lim

α
‖xα‖ = 0 для любой убывающей сети (xα) в E такой,

что inf
α
xα = 0. Банахова решетка E называется p-выпуклой (1 ≤ p < ∞),

если существует константа M < ∞ такая, что для любого конечного набора
{x1, . . . , xn} ⊂ E имеет место неравенство (см. [22])∥∥∥∥∥

(
n∑
i=1

|xi|p
)1/p∥∥∥∥∥ ≤M

(
n∑
i=1

‖xi‖p
)1/p

.

Выражение
(

n∑
i=1

|xi|p
)1/p

понимается в смысле однородного функционального

исчисления, т. е. оно определяется как f(x1, . . . , xn), где однородная непрерыв-
ная функция f : Rn → R определяется формулой

f(t1, . . . , tn) :=

(
n∑
i=1

|ti|p
)1/p

, (t1, . . . , tn) ∈ Rn.

Напомним также, что элемент x > 0 векторной решетки E называют ато-
мом, если для любого 0 ≤ y ≤ x выполняется y = λx при некотором 0 ≤ λ ≤ 1.
Банахова решетка называется дискретной или атомичной, если для любого
0 6= y ∈ E+ существует атом x ∈ E такой, что 0 < x ≤ y. Необходимые сведе-
ния из теории векторных и банаховых решеток см. в [16, 17]. Сформулируем
основной результат.

Теорема 1. Пусть 1 ≤ p ∈ R, s ≤ p и s ∈ N, а E и F — банаховы решетки,
причем E p-выпукла. Равносильны следующие утверждения.
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(1) Для любой пары s-однородных ортогонально аддитивных полиномов
P , Q из E в F , удовлетворяющих условию 0 ≤ P ≤ Q, компактность Q влечет
компактность P .

(2) Выполняется одно из следующих (не взаимоисключающих) условий:
(a) E не содержит банаховых подрешеток, изоморфных ls, а F порядково

непрерывна;
(b) Pr

o (sE,R) атомична, E не содержит банаховых подрешеток, изоморф-
ных ls;

(c) F атомична и порядково непрерывна.
Доказательство этой теоремы, представленное ниже в виде ряда вспомо-

гательных утверждений, опирается на теорему о линеаризации для указанного
класса полиномов, полученную в [4]. Комбинируя этот результат с конструк-
цией вогнутизации (см. [23]), удается свести общее утверждение теоремы 1 к
ее частному случаю s = p = 1, представляющему собой следующий хорошо
известный результат Доддса, Фремлина и Викстеда.

Теорема 2. Для произвольных банаховых решеток E и F равносильны
следующие утверждения.

(1) Если S и T — линейные операторы из E в F , причем 0 ≤ S ≤ T и T
компактен, то S также компактен.

(2) Выполняется одно из следующих (не взаимоисключающих) условий:
(a) E′ и F порядково непрерывны;
(b) E′ атомична и порядково непрерывна;
(c) F атомична и порядково непрерывна.
Доказательство. Тот факт, что условие 2(a) обеспечивает справедли-

вость утверждения (1), установили Доддс и Фремлин в [14]. Оставшаяся часть
теоремы 2 принадлежит Викстеду (см. [15]). �

Рассмотрим конструкцию p-вогнутизации, где 0 ≤ p ∈ R. Для произволь-
ной банаховой решетки E := (E,+, ·,≤) определим новую векторную решетку
E(p) := (E,⊕, ∗,≤), снабдив упорядоченное множество (E,≤) новыми опера-
циями: сложением x ⊕ y := (xp + yp)

1
p (x, y ∈ E) и умножением на скаляры

α ∗ x := α
1
px (x ∈ E, α ∈ R). Тогда E(p) также векторная решетка, называемая

p-вогнутизацией E (см. [23, § 4.4; 24, 1.d]). (Отметим, что x ⊕ y определяется
с помощью функционального исчисления, причем под степенью tp понимается
выражение вида |α|p sign(α) (α ∈ R).)

Лемма 1. Существует порядковый изоморфизм ιp из E на E(p), для любых
x, y ∈ E удовлетворяющий следующим условиям:

(1) x ≤ y ⇐⇒ ιp(x) ≤ ιp(y),
(2) x⊥y =⇒ ιp(x + y) = ιp(x)⊕ ιp(y),
(3) ιp(α1/px) = α ∗ ιp(x), в частности, ιp(−x) = −ιp(x),
(4) ιp(|x|) = |ιp(x)|,
(5) ιp((xp + yp)

1
p ) = ιp(x)⊕ ιp(y).

Доказательство. Достаточно взять тождественный оператор ıp := IE ,
рассматриваемый как отображение из E в E(p). Требуемые свойства вытекают
непосредственно из определений. �

Напомним, что векторную решетку называют равномерно полной, если в
ней каждая равномерная последовательность Коши равномерно сходится (рав-
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номерную сходимость называют также сходимостью с регулятором). Поль-
зуясь однородным функциональным исчислением, можно ввести канонический
s-морфизм �s равномерно полной векторной решетки E, действующий из Es

в E(s) по правилу (x1, . . . , xs) 7→ x1 �s · · · �s xs := f(x1, . . . , xs), где f : Rs →
R — положительно однородная непрерывная функция, определяемая формулой
f(t1, . . . , ts) := (t1 · . . . · ts)

1
s .

Лемма 2. Для любого 2 ≤ s ∈ N справедливы следующие утверждения:
(1) �s полилинеен, симметричен и положителен;
(2) �s ортосимметричен, т. е. x1 �s · · · �s xs = 0, если xi ⊥ xj для какой-

нибудь пары индексов 1 ≤ i, j ≤ s;
(3) �s является решеточным s-морфизмом, т. е. |x1 �s · · · �s xs| = |x1| �s

· · · �s |xs| для всех x1, . . . , xs ∈ E;
(4) ιs(x) = x�s |x| �s · · · �s |x| для всех x ∈ E.
Доказательство см. в [25, § 5]. �

Канонический полином s : E → E(s) степени s векторной решетки E опре-
деляется формулой  : x 7→ xs� := x �s · · · �s x (x ∈ E). Как видно, ι и 
совпадают на E+.

Если E — банахова решетка и 1 ≤ p < ∞, то можно определить на E(p)
полунорму ‖ · ‖(p) формулой

‖x‖(p) := inf

{
n∑
i=1

‖ui‖p : |x| = u1 ⊕ · · · ⊕ un; u1, . . . , un ∈ E+; n ∈ N

}
.

Векторную решетку E(p), снабженную полунормой ‖ · ‖(p), будем по-прежнему
обозначать символом E(p) и называть вогнутизацией банаховой решетки E.

Лемма 3. Если E — p-выпуклая банахова решетка с константой M , s ∈ N и
s ≤ p, то E(s) — p/s-выпуклая банахова решетка и выполнены оценки 1

Ms ‖x‖s ≤
‖ιs(x)‖(s) ≤ ‖x‖s для всех x ∈ E. Более того, ιs является гомеоморфизмом из
E на E(s).

Доказательство. Cм. в [24, п. 1.d] требуемые оценки, а также предло-
жение 5 из [26]. Утверждение о гомеоморфизме следует из того что последо-
вательность (xn) равномерно сходится в E тогда и только тогда, когда (ιs(xn))
равномерно сходится в E(s) (см. [23, предложение 4.8(1)]. �

Однородный ортогонально аддитивный полином P : E → F называют огра-
ниченным, если ‖P‖ := sup

‖x‖≤1
‖P (x)‖ < ∞; компактным (слабо компактным),

если множество P (U(E)) относительно (слабо) компактно в F , где U(E) :=
{x ∈ E : ‖x‖ ≤ 1} — единичный шар векторной решетки E. Для регулярного
полинома вводится также регулярная норма:

‖P‖r := inf
{
‖Q‖ : 0 ≤ Q ∈Pr

o (
sE,F ), |P (x)| ≤ Q(|x|) (x ∈ E)

}
.

Теорема 3. Пусть E и F — векторные решетки, причем E равномерно
полна и 1 ≤ s ∈ N. Тогда любой ортогонально аддитивный регулярный s-
однородный полином P , действующий из E в F , допускает единственное пред-
ставление в виде P = S ◦ s, где S — линейный регулярный оператор из E(s)
в F . Более того, соответствие P ↔ S является изоморфизмом упорядоченных
векторных пространств Pr

o (sE,F ) и L r(E(s), F ). Если, кроме того, E и F —
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банаховы решетки, причем E s-выпукла с константой 0 < M ∈ R, то имеют
место оценки ‖P‖r ≤ ‖S‖r ≤Ms‖P‖r.

Доказательство. Для случая векторных решеток требуемое содержится
в теореме 4 из [4] (см. также теорему 3.3 из [4]). Предположим, что E и F —
банаховы решетки. Так же, как и в линейном случае, для положительного
полинома P ввиду неравенства |P (x)| ≤ P (|x|) имеем ‖P‖ = sup{‖P (x)‖ : x ∈
U(E)+}, где U(E)+ := U(E) ∩ E+. В силу леммы 3 получим s(U(E)+) ⊂
U(E(s))+ ⊂ s(MU(E)+). Принимая в расчет эти включения и представление
P = S ◦ s, для положительного P выводим

‖P‖ = sup{‖(S ◦ s)(x)‖ : x ∈ U(E)+} = sup{‖Sy‖ : y ∈ s(U(E)+)}
≤ sup{‖Sy‖ : y ∈ U(E(s))+} = ‖S‖ ≤ sup{‖Sy‖ : y ∈ s(MU(E))+}

= sup{‖P (x)‖ : x/M ∈ U(E)+} = sup{‖P (Mx)‖ : x ∈ U(E)+} = Ms‖P‖.

Оценки для произвольного регулярного полинома вытекают из оценок, уста-
новленных в силу изоморфизма между упорядоченными векторными простран-
ствами Pr

o (sE,F ) и L r(E(s), F ). �

Следствие. Для любой s-выпуклой банаховой решетки E сопряженная
банахова решетка (E(s))′ и банахова решетка полиномов Pr

o (sE,R) решеточно
изоморфны.

Лемма 4. Пусть s ∈ N и s ≤ p ∈ R. Всякий регулярный ортогонально
аддитивный s-однородный полином из p-выпуклой банаховой решетки в норми-
рованную решетку непрерывен (ограничен по норме).

Доказательство. Согласно теореме 3 регулярный ортогонально аддитив-
ный s-однородный полином P , определенный на банаховой решетке E, допус-
кает представление P = S1 ◦ s−S2 ◦ s, где S1 и S2 — линейные положительные
операторы на E(s). Так как E(s) — банахова решетка по лемме 3, линейные
операторы S1 и S2 непрерывны (см. [16, теорема 4.3]). �

Лемма 5. Пусть E — банахова решетка. Сопряженная банахова решетка
E′ порядково непрерывна тогда и только тогда, когда E не содержит замкнутых
подрешеток, изоморфных l1.

Доказательство. Cм. эквивалентность (1) ⇐⇒ (4) в теореме 4.69 из [16]
или i) ⇐⇒ viii) в теореме 2.4.14 из [17]. �

Лемма 6. Пусть E — p-выпуклая банахова решетка, 1 ≤ s ≤ p ∈ R. Сопря-
женная банахова решетка (E(s))′ порядково непрерывна тогда и только тогда,
когда E не содержит замкнутых подрешеток, изоморфных ls.

Доказательство. В силу леммы 3 E(s) — банахова решетка, поэтому при-
менима лемма 5. Следовательно, нужно лишь доказать, что E(s) не содержит
банаховых подрешеток, изоморфных l1 тогда и только тогда, когда E не со-
держит банаховых подрешеток, изоморфных ls. Заметим сначала, что G —
банахова подрешетка в E тогда и только тогда, когда G := ιs(G) — банахова
подрешетка в E(s).

Пусть G — банахова подрешетка в E. Ясно, что G является подрешеткой
и в E(s), поскольку ιs — изоморфизм упорядоченных множеств E и E(s). В то
же время для ненулевого скаляра λ ∈ R имеем λ ∗ G = λ1/sG = G. Замкну-
тая подрешетка банаховой решетки равномерно полна, поэтому она допускает
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функциональное исчисление, значит, (xs + ys)1/s ∈ G для x, y ∈ G, что в си-
лу леммы 1(5) влечет ι(x) ⊕ ι(y) ∈ E(p). Возьмем последовательность (un) в
G, которая сходится по норме к некоторому u ∈ E(s). Если xn := ι−1(un) и
x := ι−1(u), то xn ∈ G и последовательность (xn) сходится по норме к x ∈ E
согласно лемме 3. Ввиду замкнутости G имеем x ∈ G, а значит, u ∈ G.

Предположим, что (gn) — дизъюнктная последовательность в E, а G — по-
рожденная ею замкнутая подрешетка в E. Тогда в силу доказанного замкнутая
подрешетка G, порожденная в E(s) последовательностью (ḡn), где ḡn := ιs(gn),
совпадает с ιs(G). Пусть h — изоморфизм нормированных решеток из ls на G,
причем gn = h(en) для всех n ∈ N, где (en) — стандартный базис простран-
ства ls. Это означает, что каждый элемент x ∈ G допускает представление

x =
∞∑
n=1

bngn для некоторой последовательности b = (bn) ∈ ls, причем существу-

ет константа C > 0 (не зависящая от b ∈ ls), обеспечивающая справедливость
неравенств

1
C
‖b‖ls ≤

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

bngn

∥∥∥∥∥ ≤ C‖b‖ls (b = (bn) ∈ ls).

Но тогда каждый элемент x̄ ∈ G = ιs(G) допускает представление

x̄ =
∞∑
n=1

anḡn,

где an = bsn и ḡn = ιs(gn) для всех n ∈ N. Остается заметить, что

1
C
‖a‖l1 ≤

∥∥∥∥∥
∞∑
n=1

anḡn

∥∥∥∥∥ ≤ C‖a‖l1 (a = (an) ∈ l1),

так как b ∈ ls в том и только в том случае, когда a ∈ l1 и при этом ‖a‖l1 = ‖b‖ls .
Отсюда видно, что G и l1 решеточно и топологически изоморфны. Повторив те
же рассуждения для отображения ι−1

s , получим обратное утверждение. �

Доказательство теоремы 1. В силу теоремы 3 и леммы 4 утверждение
(1) равносильно тому, что для любой пары линейных операторов S и T из E(s)
в F , удовлетворяющих условию 0 ≤ S ≤ T , компактность T влечет компакт-
ность S. По теореме 2 последнее равносильно выполнению одного из следующих
условий: (a′) (E(s))′ и F порядково непрерывны; (b′) (E(s))′ атомична и поряд-
ково непрерывна; (c) F атомична и порядково непрерывна. Эквивалентность
(a′) ⇐⇒ (a) следует из леммы 6. Для обоснования эквивалентности (b′) ⇐⇒ (b)
нужно заметить, что в силу следствия из теоремы 3 (E(s))′ иPr

o (sE,R) атомич-
ны одновременно, и вновь привлечь лемму 6. �

Теорема 4. Пусть s ∈ N и s ≤ p ∈ R. Предположим, что E и F — банаховы
решетки, причем E p-выпукла. Равносильны следующие утверждения:

(1) для любой пары s-однородных ортогонально аддитивных полиномов P
и Q из E в F , удовлетворяющих условию 0 ≤ P ≤ Q, слабая компактность Q
влечет слабую компактность P ;

(2) либо E не содержит банаховых подрешеток, изоморфных ls, либо F
порядково непрерывна.

Доказательство. Теорема 4 для линейных операторов (p = s = 1) уста-
новлена в [27]: для того чтобы произвольный линейный положительный опе-
ратор из E в F , мажорируемый каким-нибудь слабо компактным линейным
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оператором, был слабо компактным, необходимо и достаточно, чтобы по край-
ней мере одна из банаховых решеток E′ и F была порядково непрерывной. Из
этого факта выводится требуемое по изложенной выше схеме. �

Автор выражает искреннюю благодарность рецензенту за справедливую
критику и ценные замечания.
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