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Введение

Статья посвящена проблеме табличности над минимальной логикой J Йо-
хансона [1]. Логика называется табличной, если она характеризуется некоторой
конечной моделью. Мы докажем, что проблема табличности разрешима над J,
т. е. существует алгоритм, который для любой конечно аксиоматизируемой ло-
гики, содержащей J, устанавливает, является ли эта логика табличной.

Известно, что проблема табличности разрешима над интуиционистской ло-
гикой Int и ее позитивным фрагментом. Решение основано на описании предтаб-
личных логик, т. е. максимальных нетабличных логик. В [2] доказано, что су-
ществуют в точности три предтабличные суперинтуиционистские логики, при-
чем все они разрешимы. Результат существенно использует теорему Кузнецова
о финитной аппроксимируемости предтабличных суперинтуиционистских логик
[3]; в этой же работе были введены термины «табличные» и «предтабличные»
логики. Все предтабличные позитивные логики описаны в [4], их оказалось две.

Заметим для сравнения, что существует континуум предтабличных модаль-
ных логик [5], а проблема табличности в модальных логиках неразрешима [6].

Для решения проблемы табличности над минимальной логикой нам потре-
буется описание предтабличных логик над J. Логика является предтабличной,
если она не является табличной, но все ее собственные расширения табличны.

Мы докажем, что существует в точности семь предтабличных логик над J.
Все они разрешимы и, более того, узнаваемы над J.

Логика над J является табличной, если и только если она не содержится
ни в одной из предтабличных логик. Если задана конечная система аксиом для
J-логики, то для проверки, является ли она табличной, достаточно проверить,
выводимы ли эти аксиомы хотя бы в одной из семи предтабличных логик над J.
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Если выводимы, то логика нетаблична, если опровержимы во всех семи логиках,
то таблична.

Алгоритмы для автоматического распознавания табличности и предтаблич-
ности в суперинтуиционистских логиках представлены в [7]. В этой статье мы
укажем эффективные критерии табличности и предтабличности над минималь-
ной логикой.

В § 1 приводятся основные определения, в § 2 — известные факты о пред-
табличных суперинтуиционистских и позитивных логиках, а также следствия,
относящиеся к негативным логикам. Основные результаты статьи сформули-
рованы в § 3. В § 4 найдена семантическая характеризация всех семи предтаб-
личных расширений минимальной логики. Доказательство основной теоремы
представлено в § 5. Разрешающие алгоритмы для предтабличных J-логик най-
дены в § 6. Эффективный способ проверки табличности указан в теореме 6.4.

§ 1. Предварительные сведения

Язык логики J содержит в качестве исходных связок &, ∨, →, ⊥, >; отрица-
ние определяется как сокращение: ¬A = A→ ⊥; (A↔ B) = (A→ B)&(B → A).
Формула называется позитивной, если она не содержит вхождений констан-
ты ⊥. Логика J может быть задана исчислением, которое имеет те же самые
схемы аксиом, что и позитивное интуиционистское исчисление Int+, и един-
ственное правило вывода modus ponens: A,A→ B/B.

Под J-логикой понимаем любое множество формул, содержащее все аксио-
мы исчисления J и замкнутое относительно modus ponens и правила подстанов-
ки. Если A — произвольная формула, то через L+ A обозначаем наименьшую
логику, содержащую L ∪ {A}. Обозначаем

Int = J+(⊥ → p), Neg = J+⊥, For = J+p,

LC = Int+((p→ q) ∨ (q → p)), NC = Neg +((p→ q) ∨ (q → p)).

Логика называется нетривиальной, если она не совпадает с множеством
всех формул For. Суперинтуиционистской логикой (с.и.л.) называется J-ло-
гика, содержащая интуиционистскую логику Int, а негативной — J-логика, со-
держащая логику Neg.

Пишем � `L A, если формула A выводима из L ∪ � посредством правила
modus ponens: B,B → C/C.

Конечно аксиоматизируемая логика L1 ⊇ L0 узнаваема над L0, если и
только если существует алгоритм, который по любой формуле A узнает, верно
ли равенство (L0 +A) = L1. Очевидно, что L0 узнаваема над L0 тогда и только
тогда, когда L0 разрешима. Ясно, что если L1 узнаваема над L0, L0 ⊆ L2 ⊆ L1
и L2 конечно аксиоматизируема, то L1 узнаваема над L2.

Например, логики Int, Neg и For узнаваемы над J [8]. Также узнаваемы
логики LC и NC [9].

Наряду с J-логиками рассматриваем также позитивные логики. Позитив-
ная логика — это множество позитивных формул, содержащее Int+ и замкнутое
относительно подстановки и правила modus ponens.

В [9] введена классификация J-логик с помощью слоев, продолжающая
классификацию суперинтуиционистских логик, предложенную Хосои [10]. Обо-
значим

π0 = p0, πn+1 = pn+1 ∨ (pn+1 → πn).
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Говорим, что L есть логика (n+ 1)-го слоя, n ≥ 0, если L ` πn+1 и L 6` πn;
For — это единственная логика нулевого слоя; L — логика конечного слоя, если
L ` πn для некоторого n, и логика бесконечного слоя в противном случае.

Очевидно, что J ` πn → πn+1. Напротив, формула πn невыводима в
Jπn+1 = (J + πn+1), поэтому все слои непусты и попарно не пересекаются.

В [9] доказано, что любая конечнослойная J-логика финитно аппроксими-
руема, т. е. характеризуется некоторым классом конечных моделей.

Характеризация J-логик бесконечного слоя найдена в [9].

Теорема 1.1 [9]. J-логика является логикой бесконечного слоя, если и
только если она содержится в LC или NC.

Широко известна и легко доказывается

Лемма 1.2. Логика над J или Int+ таблична, если и только если она со-
держит формулу (p1 ↔ p2)∨ · · · ∨ (p1 ↔ pk+1)∨ · · · ∨ (pk ↔ pk+1) для некоторого
k ≥ 1.

Тем самым объединение цепи нетабличных логик является нетабличной
логикой. По лемме Цорна любая нетабличная логика содержится в предтаб-
личной. Отсюда вытекает следующий критерий табличности.

Предложение 1.3. Логика над J или Int+ является табличной, если и
только если она не содержится ни в одной из предтабличных логик.

Для суперинтуиционистских логик критерий установлен в [3].

§ 2. Суперинтуиционистские,
позитивные и негативные логики

В этом параграфе дается краткий обзор известных результатов по предтаб-
личным логикам и проблеме табличности в семействах, указанных в названии
параграфа.

Теорема 2.1 [2]. Существуют точно три предтабличные суперинтуицио-
нистские логики:

1) LC = Int +((p→ q) ∨ (q → p)),
2) LP2 = Int+π2,
3) LQ3 = Int+π3 + (¬p ∨ ¬¬p).
Алгебраическая полнота для логики LC и ее расширений доказана Дан-

ном и Мейером [11]. Разрешимость LC доказана Дамметом [12]. Другие две
предтабличные с.и.л. и их расширения описаны Хосои и Оно [13].

Каждое собственное расширение логики LC — это логика вида LC +πn для
некоторого n. Все расширения логик LP2 и LQ3 также конечно аксиоматизи-
руемы.

Все предтабличные с.и.л. полны по Крипке. Напомним, что интуицио-
нистской шкалой называется любое частично упорядоченное множество. Ин-
туиционистская модель, основанная на шкале W = (W,R), — это тройка
M = (W,R, |=), где отношение истинности |= для любых x, y ∈W удовлетворяет
следующим условиям:

(i1) x |= p, xRy ⇒ y |= p для любой переменной p;
(i2) x |= (A&B) ⇐⇒ (x |= A и x |= B);
(i3) x |= (A ∨B) ⇐⇒ (x |= A или x |= B);
(i4) x |= (A→ B) ⇐⇒ (∀y)(xRy ⇒ (y |= A⇒ y |= B));
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(i5) x 6|= ⊥.
Формула A истинна в модели M , если x |= A для любого x ∈ W , и об-

щезначима в шкале W, если истинна во всех моделях, основанных на W.
Логика LC характеризуется классом всех линейно упорядоченных шкал,

логика LP2 — классом всех частично упорядоченных шкал без трехэлементных
цепей и логика LQ3 — классом частично упорядоченных шкал с наибольшим
элементом и без четырехэлементных цепей.

Определим такие шкалы:

Vn = (Vn, R), где Vn = {0, 1, . . . , n}, xRy ⇐⇒ (x = 0 или x = y),
Un+1 = (Un+1, R), где Un+1 = {0, 1, . . . , n, n+ 1},

xRy ⇐⇒ (x = 0 или y = n+ 1 или 1 ≤ x = y ≤ n),
Zn = (Zn, R), где Zn = {1, . . . , n}, xRy ⇐⇒ x ≤ y.

Следующее предложение доказано в [13, 2].

Предложение 2.2. Логики LC, LP2, LQ3 полны относительно классов
шкал {Zn, n ≥ 1}, {Vn, n ≥ 1}, {Un+1, n ≥ 1} соответственно.

Как уже отмечено, все предтабличные суперинтуиционистские логики раз-
решимы. Отсюда сразу следует разрешимость проблемы табличности над инту-
иционистской логикой. Кроме того, все три предтабличные логики узнаваемы
над Int.

Пусть L — конечно аксиоматизируемая суперинтуиционистская логика. Ее
проблема узнавания над Int формулируется следующим образом.

Для любой конечной системы схем аксиом Ax узнать, совпадает ли логика
Int+Ax с L.

Теорема 2.3 [14]. 1. Для каждой из трех предтабличных суперинтуици-
онистских логик ее проблема выводимости coNP-полна, а проблема узнавания
над Int DP-полна.

2. Проблема табличности над Int NP-полна.

Напомним [15], что множество X лежит в DP, если X = Y ∩Z, где Y лежит
в NP, а Z — в coNP.

Рассмотрим позитивные логики, расширяющие позитивный фрагмент Int+
интуиционистской логики.

Предтабличные позитивные логики описаны М. И. Верхозиной [4]. Это
позитивные фрагменты предтабличных с.и.л. LC и LP2. Позитивный фрагмент
LQ3 содержится в LP+

2 .

Теорема 2.4 [4]. Существуют точно две предтабличные логики над Int+:
1) LC+ = Int+ +((p→ q) ∨ (q → p)),
2) LP+

2 = Int+ +π2.

Позитивная модель определяется аналогично интуиционистской модели,
надо лишь опустить п. (i5). Логика LC+ характеризуется классом позитивных
моделей, основанных на шкалах Zn, n ≥ 1, а логика LP+

2 — на шкалах Vn,
n ≥ 1.

Так же, как для суперинтуиционистских логик, выполняется

Предложение 2.5 [16, 17]. 1. Проблема табличности над Int+ NP-полна.
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2. Для каждой предтабличной позитивной логики ее проблема узнавания
над Int+ DP-полна.

Рассмотрим негативные логики, т. е. J-логики, содержащие формулу ⊥.
Любая негативная логика в некотором смысле эквивалентна своему позитивно-
му фрагменту. Для любой формулы A обозначим через A# результат замены
константы ⊥ формулой (p→ p). Так как Neg ` ⊥ ↔ (p→ p), справедлива

Лемма 2.6. Для любой системы аксиом Ax и формулы A имеет место
соотношение

Neg +Ax ` A ⇐⇒ Int+ +Ax# ` A#.

Если Ax — множество позитивных формул и A — позитивная формула, то

Neg +Ax ` A ⇐⇒ Int+ +Ax ` A.

Негативная модель определяется аналогично интуиционистской модели,
надо лишь заменить п. (i5) условием: x |= ⊥ для всех x.

Негативная логика является табличной или предтабличной, если и только
если таков ее позитивный фрагмент. Из теоремы 2.4 сразу вытекает

Предложение 2.7. Существуют точно две предтабличные логики над
Neg:

1) NC = Neg +((p→ q) ∨ (q → p)),
2) NP2 = Neg +π2.

Семантическая характеризация предтабличных негативных логик получа-
ется из характеризации позитивных.

Предложение 2.8. Логики NC и NP2 полны относительно классов нега-
тивных моделей, основанных соответственно на шкалах Zn, n ≥ 1, и Vn, n ≥ 1.

Предложение 2.5 также переносится на негативные логики.
Отметим следующую особенность предтабличных логик в указанных се-

мействах.

Предложение 2.9. Пусть L — суперинтуиционистская, позитивная или
негативная логика. Тогда L предтаблична, если и только если ее собственные
расширения образуют бесконечно убывающую цепь.

Доказательство. Для LC это утверждение доказано в [11], для LP2 и
LQ3 — в [13], для позитивных логик — в [4]. Более точно, любое нетривиальное
собственное расширение логики LC характеризуется шкалой Zn для некоторого
n, расширение логики LP2 — шкалой Vn для некоторого n, а расширение логики
LQ3 — шкалой Z1 или Un для некоторого n.

Каждое нетривиальное собственное расширение позитивной логики LC+

характеризуется позитивными моделями, основанными на шкале Zn для неко-
торого n, а расширение негативной логики NC — негативными моделями, осно-
ванными на такой шкале.

Каждое нетривиальное собственное расширение позитивной логики LP+
2

характеризуется позитивными моделями, основанными на шкале Z1 или Vn для
некоторого n, а расширение негативной логики NP2 — негативными моделями,
основанными на такой шкале. �
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§ 3. Предтабличные расширения
минимальной логики J

Перейдем к расширениям минимальной логики. В этом параграфе сфор-
мулируем основные результаты статьи. Доказательства будут представлены в
следующих параграфах.

Раутенберг в своей книге [18, с. 295] в качестве упражнения сформулировал
утверждение о том, что существуют в точности семь предтабличных расшире-
ний логики J, однако там нет никакой информации об этих логиках. Следующая
теорема дает аксиоматизацию предтабличных J-логик.

Теорема 3.1. Существуют точно семь предтабличных логик над J, а имен-
но

• три предтабличные логики над Int,
• две предтабличные логики над Neg,
• PJ6 = J+π2 + (⊥ → π1) + (p ∨ ¬p),
• PJ7 = J+π2 + (⊥ → π1) + ¬¬(⊥ → p) + (¬p ∨ ¬¬p).
Доказательство. Результат следует из теоремы 5.3 и следствия 4.6. �

Обозначим

PJ1 = LC, PJ2 = LP2, PJ3 = LQ3, PJ4 = NC, PJ5 = NP2 .

Из теоремы 3.1 и предложения 1.3 получаем критерий табличности J-логик.

Предложение 3.2. J-логика является табличной, если и только если она
не содержится ни в одной из логик PJ1–PJ7.

Отсюда и из финитной аппроксимируемости предтабличных логик (см. тео-
рему 4.5) вытекает

Теорема 3.3. Проблема табличности разрешима над J.
Эффективный способ проверки табличности указан в теореме 6.4.
Как отмечено, проблема табличности над Int NP-полна [14] (см. также

[19]). Аналогичный результат справедлив для Int+ [16]. Пользуясь теми же
методами, можно доказать, что проблема табличности над J также NP-полна.

В [9] доказано, что логики LC и NC, а также все конечно аксиоматизируе-
мые логики конечных слоев узнаваемы над J. Из теоремы 3.1 следует

Предложение 3.4. Все предтабличные логики узнаваемы над J.
В конце § 4 отмечено, что предложение 2.9 не переносится на J-логики, так

как предтабличные логики PJ6 и PJ7 имеют несравнимые расширения.

§ 4. Характеризация логик PJ1–PJ7

В этом параграфе докажем полноту логик PJ1–PJ7 относительно классов
конечных шкал.

Семантика типа Крипке для логики J предложена Сегербергом [20], дока-
завшим полноту минимальной логики и некоторых ее расширений относитель-
но этой семантики. Мы используем модифицированную семантику, введенную
в [21].

Подмножество X частично упорядоченного множества W называем кону-
сом, если оно удовлетворяет следующему условию:

x ∈ X, x ≤ y ⇒ y ∈ X.
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Под J-шкалой (или просто шкалой) понимаем тройку W = (W,≤, Q), где
W — непустое множество, частично упорядоченное отношением ≤ и имеющее
наибольший элемент ∞, Q — конус множества W , содержащий ∞.

Шкалу (W1,≤1, Q1) будем называть конусом шкалы (W,≤, Q), если W1 —
конус множества W , ≤1=≤ ∩W 2

1 и Q1 = Q ∩W1.
Элемент x ∈W называем нормальным, если x ∈W −Q, и ненормальным в

противном случае. Элементы из W −{∞} называем существенными, а элемент
∞ — несущественным.

Конечная шкала с наименьшим элементом называется главной шкалой.
Моделью называется четверка M = (W,≤, Q, |=), где (W,≤, Q) — шкала,

|= — отношение между элементами множества W и формулами, удовлетворяю-
щее следующим условиям:

(1) x |= p, x ≤ y ⇒ y |= p для любой переменной p;
(2) ∞ |= p для любой переменной p;
(3) x |= ⊥ ⇐⇒ x ∈ Q;
(4) x |= (A&B) ⇐⇒ (x |= A и x |= B);
(5) x |= (A ∨B) ⇐⇒ (x |= A или x |= B);
(6) x |= (A→ B) ⇐⇒ (∀y)(x ≤ y ⇒ (y |= A⇒ y |= B)).
Известна

Лемма 4.1. Для любой модели M верны следующие утверждения:
(1) ∞ |= A для любой формулы A;
(2) x |= A, x ≤ y ⇒ y |= A для любой формулы A.
Формула A называется истинной, или общезначимой, в модели M , если

x |= A для любого x ∈M . В этом случае пишем M |= A.
Говорим, что формула A общезначима в шкале W (и пишем W |= A), если

M |= A для любой модели M , основанной на W.
Заметим, что модифицированные модели отличаются от моделей Сегербер-

га [20] лишь добавлением элемента ∞. Это усложнение позволяет нам опреде-
лить понятие p-морфизма и устанавливать соответствие между p-морфизмами
и подалгебрами J-алгебр.

Даны шкалы W1, W0. Отображение θ из W1 на W0 называется p-морфиз-
мом шкал, если удовлетворяет следующим условиям:

(p1) x, y ∈W1, x ≤1 y ⇒ θ(x) ≤0 θ(y);
(p2) x ∈W1, y ∈W0, θ(x) ≤0 y ⇒ (∃z ∈W1)(x ≤1 z ∧ θ(z) = y);
(p3) x ∈ Q1 ⇐⇒ θ(x) ∈ Q2.
Общезначимость формул сохраняется при переходе к конусам шкал и их

p-морфным образам.
Шкала W удовлетворяет логике L, если W |= L. Логика L полна относи-

тельно класса шкал K, если она совпадает с множеством формул, общезначи-
мых в шкалах из K; она полна по Крипке, если полна относительно подходящего
класса шкал. Не все J-логики полны по Крипке. Нам потребуется

Предложение 4.2 [9]. Любая конечнослойная J-логика полна относитель-
но подходящего класса конечных J-шкал.

Можно считать, что эти классы состоят из главных шкал.
Для доказательства теоремы о полноте логик PJ1–PJ7 потребуется ряд

лемм.
Высота шкалы h(W) определяется как супремум длин конечных цепей

в W − {∞}.
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Лемма 4.3. Для любой шкалы W
(1) W |= πn ⇐⇒ h(W) ≤ n;
(2) W |= (⊥ → π1) тогда и только тогда, когда каждый ненормальный

существенный элемент шкалы W является максимальным существенным эле-
ментом.

Доказательство. Утверждение (1) доказано в [9]. П. (2) легко следует
из (1). �

Лемма 4.4. Для любой главной шкалы W
(1) W |= (p ∨ ¬p) ⇐⇒ ∀x∀y(x < y ⇒ y ∈ Q);
(2) W |= ¬¬(⊥ → p) тогда и только тогда, когда никакой максимальный

нормальный элемент не имеет ненормальных существенных последователей;
(3) W |= (¬p ∨ ¬¬p) тогда и только тогда, когда множество нормальных

элементов имеет наибольший элемент.
Доказательство. Пусть W = (W,≤, Q) — конечная шкала с наименьшим

элементом a.
(1) Очевидно.
(2) Пусть b — максимальный элемент в W−Q и b < y <∞. Положим y 6|= p.

Тогда b 6|= (⊥ → p), b |= ¬(⊥ → p) и b 6|= ¬¬(⊥ → p), т. е. W 6|= ¬¬(⊥ → p).
Обратно, пусть W 6|= ¬¬(⊥ → p). Тогда для некоторого x ∈W и некоторой

модели имеем x |= ¬(⊥ → p), x 6|= ⊥. Пусть y — максимальный из таких
элементов, тогда он максимальный в W − Q. Кроме того, y 6|= (⊥ → p), а
значит, z |= ⊥, z 6|= p для некоторого z ≥ y. Получили z ∈ Q, z 6= y, z 6= ∞.

(3) Пусть a — наименьший элемент в W. Допустим, W −Q не имеет наи-
большего элемента, b, c — два различных максимальных элемента в W −Q. По-
ложим b |= p, c 6|= p. Тогда b 6|= ¬p, c 6|= ¬¬p и a 6|= ¬p∨¬¬p, т. е. W 6|= ¬p∨¬¬p.

Обратно, пусть a 6|= ¬p ∨ ¬¬p. Тогда существуют x, y такие, что x |= p,
x 6|= ⊥, y |= ¬p, y 6|= ⊥. Получили x, y ∈ (W − Q). Однако для любого общего
последователя z элементов x и y имеем z |= p&(p→ ⊥), а значит, z |= ⊥ и z ∈ Q.
Таким образом, (W −Q) не имеет наибольшего элемента. �

Докажем теорему о полноте для логик PJ1–PJ7. Обозначим

V0
n = (Vn ∪ {∞}, R,Q), где Vn = {0, 1, . . . , n},

xRy ⇐⇒ (x = 0 или x = y или y = ∞), Q = Vn ∪ {∞},
V1
n = (Vn ∪ {∞}, R,Q), где Q = {1, . . . , n,∞},

V2
n = (Vn ∪ {∞}, R,Q), где n > 0, Q = {2, . . . , n,∞},

Vt
n = (Vn ∪ {∞}, R,Q), где Q = {∞},

Ut
n+1 = (Un+1 ∪ {∞}, R,Q), где Un+1 = {0, 1, . . . , n, n+ 1},
xRy ⇐⇒ (x = 0 или y = n+ 1 или 1 ≤ x = y ≤ n или y = ∞), Q = {∞},

Z0
n = (Zn ∪ {∞}, R,Q), где Zn = {1, . . . , n},

xRy ⇐⇒ (x ≤ y или y = ∞), Q = Zn ∪ {∞},
Z1
n = (Zn ∪ {∞}, R,Q), где Q = {2, . . . , n,∞},

Zt
n = (Zn ∪ {∞}, R,Q), где Q = {∞}.

Верхний индекс указывает на число нормальных элементов. Если все су-
щественные элементы нормальны, то верхний индекс есть t (total).
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Теорема 4.5. Логики PJ1–PJ7 полны соответственно относительно клас-
сов шкал: (1) Zt

n, n ≥ 1, (2) Vt
n, n ≥ 1, (3) Ut

n, n ≥ 2, (4) Z0
n, n ≥ 1, (5) V0

n,
n ≥ 1, (6) V1

n, n ≥ 1, (7) V2
n, n ≥ 1.

Доказательство. Полнота с.и.л. PJ1–PJ3 следует из предложения 2.2, а
полнота негативных логик PJ4, PJ5 — из предложения 2.8.

Рассмотрим случай L ∈ {PJ6, PJ7}. По предложению 4.2 L полна относи-
тельно некоторого класса главных шкал. По лемме 4.3 высота шкал не превос-
ходит двух. Кроме того, в шкалах высоты 2 наименьший элемент нормален.

Пусть L = PJ6. Все шкалы V 1
m удовлетворяют PJ6 по лемме 4.4. Допу-

стим, что L 6` A. Тогда по предложению 4.2 существует главная шкала W,
удовлетворяющая L и опровергающая A.

Если h(W) = 1, то W содержит точно один существенный элемент. В слу-
чае Q = W шкала W изоморфна конусу шкалы V1

1, в противном случае суще-
ствует p-морфизм той же шкалы на W. Значит, V 1

1 опровергает A.
Если h(W) = 2, то ввиду аксиомы (p∨¬p) по лемме 4.4 все элементы, кроме

наименьшего, ненормальны. Поэтому W изоморфна шкале V 1
n для некоторого

n, т. е. V 1
n опровергает A. Полнота логики PJ6 доказана.

Пусть L = PJ7. Все шкалы V 2
m удовлетворяют PJ7 по лемме 4.4. Допу-

стим, что L 6` A. Тогда существует главная шкала W, удовлетворяющая L и
опровергающая A.

Если h(W) = 1, то W содержит точно один существенный элемент. Тогда
шкала W изоморфна конусу шкалы V2

2, поэтому V 2
2 опровергает A.

Если h(W) = 2, то ее наименьший элемент a нормален, а по лемме 4.4 он
не может быть максимальным нормальным элементом, тем самым a должен
иметь нормальное покрытие b; кроме того, b должно быть наибольшим нор-
мальным элементом. Поэтому W изоморфна шкале V 2

n для некоторого n, т. е.
V 2
n опровергает A. Полнота логики PJ7 доказана. �

Из теоремы о полноте сразу вытекает

Следствие 4.6. Логики PJ1–PJ7 попарно не сравнимы и не табличны.

Доказательство. Шкала V1
2 удовлетворяет PJ6 и не удовлетворяет всем

остальным логикам, а V2
2 удовлетворяет PJ7 и не удовлетворяет всем остальным

логикам. Поэтому PJ6 и PJ7 несравнимы и не содержат PJ1–PJ5. Так же легко
проверяется отсутствие других включений.

По лемме 1.2 логики PJ1–PJ7 не являются табличными. �

По предложению 2.9 расширения предтабличной суперинтуиционистской
или негативной логики линейно упорядочены. Для логик PJ6 и PJ7 это невер-
но. Можно показать, что любое нетривиальное собственное расширение логики
PJ6 характеризуется шкалой Z0

1 или V1
n для некоторого n, или множеством{

Z0
1,V1

0
}
. При этом логики шкал Z0

1 и V1
0 несравнимы.

Любое нетривиальное собственное расширение логики PJ7 характеризуется
шкалой Z0

1 или Zt
1, или V2

n для некоторого n > 0, или множеством
{
Z0

1,Zt
1
}
,

или
{
Z0

1,V2
1
}
. Несравнимые пары образуют логики шкал Z0

1 и Zt
1, а также Z0

1
и V2

1.
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§ 5. Доказательство основной теоремы

Очевидна

Лемма 5.1. Если J-шкала удовлетворяет L, то все ее конусы и p-морфные
образы удовлетворяют L.

Ветвлением элемента a называем число d(a) существенных покрытий эле-
мента a. Введем обозначения: d1(a) — число максимальных в (W − Q) нор-
мальных покрытий a, d2(a) — число немаксимальных нормальных в (W − Q)
покрытий a, d3(a) — число ненормальных существенных покрытий a. Ясно, что
d(a) = d1(a) + d2(a) + d3(a).

Лемма 5.2. Пусть W — главная шкала с наименьшим элементом a.
1. Если k = d1(a) > 0, то существует p-морфизм шкалы W на Vt

k.
2. Если k = d2(a) > 0, то существует p-морфизм шкалы W на Ut

k+1.
3. Если k = d3(a) > 0 и a — ненормальный элемент, то существует p-мор-

физм шкалы W на V0
k.

4. Если k = d3(a) > 0, d1(a) = d2(a) = 0 и a — нормальный элемент, то
существует p-морфизм шкалы W на V1

k.
5. Если k = d3(a) > 0, d1(a) + d2(a) > 0, то существует p-морфизм шкалы

W на V2
k+1.

Доказательство. (1) Пусть b1, . . . , bk — все максимальные в (W−Q) нор-
мальные покрытия a. Тогда требуемый p-морфизм строится так: θ(a) = 0,
θ(bi) = i при 1 ≤ i ≤ k, θ(x) = 1 для остальных нормальных элементов, θ(y) = ∞
при y ∈ Q.

(2) Пусть b1, . . . , bk — все немаксимальные в (W − Q) нормальные покры-
тия a. Тогда требуемый p-морфизм строится так: θ(a) = 0, θ(bi) = i при
1 ≤ i ≤ k, θ(x) = k + 1 для остальных нормальных элементов, θ(y) = ∞ при
y ∈ Q.

(3) В этом случае Q = W . Пусть b1, . . . , bk — все покрытия a. Тогда требу-
емый p-морфизм строится так: θ(a) = 0, θ(bi) = i при 1 ≤ i ≤ k, θ(y) = ∞ для
остальных y ∈W .

(4) Такой же p-морфизм, как в п. 3.
(5) Пусть b1, . . . , bk — все ненормальные покрытия a. Тогда требуемый

p-морфизм строится так: θ(a) = 0, θ(x) = 1 при x ∈ (W −Q), x 6= a, θ(bi) = i+1
при 1 ≤ i ≤ k, θ(y) = ∞ для остальных ненормальных элементов y ∈ Q. �

Теорема 5.3. Любая нетабличная J-логика содержится по крайней мере
в одной из логик PJ1–PJ7.

Доказательство. Пусть L — нетабличная логика. Любая логика бес-
конечного слоя содержится в LC или NC по теореме 1.1. Пусть L — логика
конечного слоя. Тогда по предложению 4.2 она полна относительно некоторого
класса S конечных шкал, причем высота шкал ограничена некоторым числом.
Поскольку логика не является табличной, число элементов в шкалах не ограни-
чено. Поэтому не ограничено ветвление элементов в шкалах из S, а значит, не
ограничены совокупности d1(a), d2(a) или d3(a), где a — элементы шкал из S.

Далее применяем лемму 5.2. Для элемента a ∈ W ∈ S берем конус Wa и
строим p-морфизм из Wa на соответствующую шкалу. По теореме о полноте
получаем, что L включена в одну из логик PJ2–PJ3, PJ5–PJ7. �
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Таким образом, логика таблична, если и только если она не содержится
ни в одной из PJ1–PJ7. Учитывая финитную аппроксимируемость всех этих
логик, получаем

Предложение 5.4. Проблема табличности разрешима над J.

§ 6. Проблема табличности

Рассмотрим проблему выводимости в предтабличных логиках более подроб-
но и найдем эффективный критерий проверки табличности.

Пусть M = (W,R,Q, |=) — J-модель, ∞ ∈ W1 ⊆ W . Модель M1 = (W1, R1,
Q1, |=1) называется подмоделью модели M, если Q1 = Q ∩ W1, R1 и |=1 —
ограничения R и |= на W1.

Нам потребуется

Лемма 6.1. Пусть M = (W,R,Q, |=) — модель высоты 2 с наименьшим
элементом a, A — произвольная формула, M1 = (W1, R1, Q1, |=1) — подмодель
модели M , которая содержит a и, кроме того, для любой подформулы формулы
A вида (B → C), ложной на a, содержит элемент x ∈W такой, что aRx, x |= B
и x 6|= C. Тогда a |=1 A ⇐⇒ a |= A.

Доказательство. Индукцией по длине подформулы легко доказать, что
для любой подформулы B формулы A и любого x ∈W1

x |=1 B ⇐⇒ x |= B.

Если x — максимальный существенный элемент, то соотношение верно вообще
для любой формулы B. Единственный нетривиальный индукционный пере-
ход — это случай x = a, B = (B1 → B2). В этом случае соотношение выполня-
ется по выбору подмодели.

Из соотношения сразу вытекает утверждение леммы. �

Лемма 6.2. Пусть L — любая из логик PJ2, PJ3, PJ5–PJ7, k — число
вхождений символа импликации в формулу A. Если L 6` A, то A опровержима
в некоторой шкале, удовлетворяющей L и содержащей не более k + 1 попарно
не сравнимых элементов.

Доказательство. Рассмотрим случай L = PJ7. Если L 6` A, то по тео-
реме 4.5 A опровержима в некоторой модели, основанной на шкале V2

m для
некоторого m > 0. Применяем лемму 6.1. Выбираем подшкалу, содержащую
0, 1,∞, а также для каждой подформулы вида B → C, ложной на 0, по одному
элементу x такому, что x |= B, x 6|= C. По лемме 6.1 A опровержима в подмоде-
ли, основанной на этой шкале. Ясно, что выбранная подшкала изоморфна V2

i

для некоторого i ≤ k + 1.
Для остальных логик доказательство аналогично. �

Предложение 6.3. Пусть A — формула длины k, зависящая от n пере-
менных. Тогда

(1) PJ1 ` A ⇐⇒ Zt
n+1 |= A,

(2) PJ2 ` A ⇐⇒ Vt
k+1 |= A,

(3) PJ3 ` A ⇐⇒ Ut
k+2 |= A,

(4) PJ4 ` A ⇐⇒ Z0
n+1 |= A,

(5) PJ5 ` A ⇐⇒ V0
k+1 |= A,

(6) PJ6 ` A ⇐⇒ V1
k+1 |= A,
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(7) PJ7 ` A ⇐⇒ V2
k+1 |= A.

Доказательство. Для логики PJ1=LC утверждение доказано, например,
в [7], для PJ4=NC доказывается аналогично.

Для остальных логик применяем лемму 6.2. Рассмотрим, например, ло-
гику PJ7. Если A — формула длины k и PJ7 6` A, то A опровержима в V2

i

для некоторого i ≤ k + 1. По лемме 5.2 существует p-морфизм из V2
k+1 на V2

i ,
поэтому A опровержима в V2

k+1. С другой стороны, по теореме 4.5 все выво-
димые в PJ7 формулы общезначимы в V2

k+1. Остальные пункты доказываются
аналогично. �

Отсюда и из предложения 1.3 сразу следует

Теорема 6.4. Пусть A — формула длины k, зависящая от n переменных.
Тогда логика J+A является табличной, если и только если A опровержима в
каждой из J-шкал Zt

n+1, Z0
n+1, Vt

k+1, V0
k+1, V1

k+1, V2
k+1, Ut

k+2.
Эта теорема дает эффективный критерий проверки табличности конечно

аксиоматизируемых J-логик. Ясно, что конечный список аксиом можно заме-
нить одной аксиомой.

Используя методы из [14, 16, 17] (см. также [19]), можно доказать, что про-
блема табличности над J NP-полна, а проблема узнавания над J каждой пред-
табличной J-логики DP-полна. Напомним [15], что множество X принадлежит
DP, если X есть пересечение двух множеств, одно из которых лежит в NP, а
другое — в coNP.

Алгоритмы для узнавания предтабличных логик над J получаются из пред-
ложения 6.3 и следующего предложения, которое приводим без доказательства.

Предложение 6.5. Для любой J-логики L
(1) L ⊇ PJ1 ⇐⇒

(
Z0

1 6|= L и Vt
2 6|= L и Ut

3 6|= L
)
,

(2) L ⊇ PJ2 ⇐⇒
(
Z0

1 6|= L и Zt
3 6|= L

)
,

(3) L ⊇ PJ3 ⇐⇒
(
Z0

1 6|= L и Zt
4 6|= L и Vt

2 6|= L
)
,

(4) L ⊇ PJ4 ⇐⇒
(
Zt

1 6|= L и V0
2 6|= L

)
,

(5) L ⊇ PJ5 ⇐⇒
(
Zt

1 6|= L и Z0
3 6|= L

)
,

(6) L ⊇ PJ6 ⇐⇒
(
Zt

2 6|= L и Z0
2 6|= L

)
,

(7) L ⊇ PJ7 ⇐⇒
(
Z0

2 6|= L и Z1
2 6|= L и Vt

2 6|= L и Zt
3 6|= L

)
.
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