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LOIS DISTRIBUTIVES. APPLICATIONS AUX AUTOMATES
STOCHASTIQUES

Dedicated to Albert Burroni on the occasion of the conference organised in
Paris VII in 2002 in honour of his retirement.

ELISABETH BURRONI

Résumé. Deterministic automata are algebras of the monad T
M

associated to a free
monoid M . To extend to nondeterministic and stochastic automata such a monadic for-
malism, it is suitable to resort to a notion richer than the one of monad, but equally
basic : the notion of distributive law between two monads. The notion of algebra on a
monad is then generalized by the one of algebra for a distributive law. The nondeter-
ministic and stochastic automata are precisely algebras for distributive laws whose first
monad is T

M
. If the nondeterministic case involves a distributive law between T

M
and

the well-known power set monad, the stochastic case involves a distributive law between
T

M
(where, here, M is a measurable monoid) and the probability monad. This allows

presentation of the stochastic automata as algebras for this distributive law. This pa-
per taking place at the confluence of the category, automata and probability theories,
we have, for the convenience of the reader not aware of each area, made useful reviews
about these subjects (in several appendices : A, B, C). We also recall in appendix D
the detailed construction of the probability monad ; and, in appendix E, we construct
precisely the distributive law which links it to the monad T

M
.

1. Automates déterministes

Soit M = (M, e,m) un monöıde (e est l’unité de M et m, sa loi, sera notée mul-
tiplicativement : (a, b) 7→ ab, pour tout (a, b) ∈ M × M). On lui associe une monade
T
M

= (T
M
, η, µ) sur la catégorie Ens des ensembles, définie de la manière suivante : l’en-

dofoncteur T
M

: Ens −→ Ens associe, à tout ensemble X, l’ensemble M ×X et, à toute
application f : X −→ Y , l’application M × f : M ×X −→ M × Y : (a, x) 7→ (a, f(x)) ;
de plus, pour tout ensemble X, ηX : X −→ M × X et µX : M ×M × X −→ M × X
sont les applications respectivement définies par ηX(x) = (e, x) et µX(a, b, x) = (ab, x)
(voir A.4, où, plus généralement, on associe une monade à tout monöıde d’une catégorie
monöıdale).

Une T
M

-algèbre est un couple (X, θ), où X est un ensemble et θ : M ×X −→ X une
application vérifiant les axiomes (A1) et (A2) des algèbres (voir A.3), i.e. vérifiant, pour
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tout a, b ∈M et tout x ∈ X,

θ(e, x) = x et θ(ab, x) = θ(a, θ(b, x))

Une T
M

-algèbre s’appelle plus couramment un M -ensemble, mais, pour des raisons d’ho-
mogénéité de terminologie avec la suite, nous lui donnerons également le nom de M -auto-
mate déterministe (de loi de transition θ). En se reportant à B.1, on constate trivialement
le fait suivant :

1.1. Proposition. Dans le cas où M = Σ∗ (c’est-à-dire, le cas où M est le monöıde
libre engendré par un ensemble fini Σ), une T

M
-algèbre est la donnée d’un automate

déterministe sur l’alphabet Σ.

Pour décrire, en restant dans un cadre “monadique”, les automates non déterministes
et stochastiques, on a besoin d’une notion plus riche que celle de monade, celle de “loi
distributive” entre deux monades (voir A.5).

2. Algèbres sur une loi distributive

Les automates non déterministes et stochastiques seront présentés plus loin comme
deux cas particuliers d’une notion d’algèbre sur une loi distributive. Pour une intro-
duction aux lois distributives, voir A.5 ; dans cette section nous introduisons ce nou-
veau type d’algèbre. Les données dans cette section sont les suivantes : T = (T, η, µ) et
T ′ = (T ′, η′, µ′) sont deux monades sur une même catégorie C, et τ : T/T ′ une loi dis-
tributive de T sur T ′, i.e. c’est la donnée d’un triplet τ = (τ, T, T ′), où τ : TT ′ −→ T ′T
est une transformation naturelle rendant commutatifs les diagrammes (Bi) rappelés dans
A.5. Tous les résultats donnés ci-dessous ont été démontrés dans [Bu’ 74].

2.1. On appelle τ -algèbre (appelée D-algèbre dans [Bu’ 74]), la donnée d’un couple
(X, θ), où X est un objet de C et θ : TX −→ T ′X un morphisme de C rendant commu-
tatifs les diagrammes suivants dans C :

(A′1) TX θ // T ′X

X
ηX

aaBBBBBBBBB η′X

=={{{{{{{{{

(A′2) TTX
Tθ //

µX $$IIIIIIIIII TT ′X
τX // T ′TX

T ′θ // T ′T ′X

µ′Xyytttttttttt

TX
θ

// T ′X

On retrouve les T -algèbres, comme cas particulier des τ -algèbres, en prenant T ′ = idC,
η′ = µ′ = idT ′ et τ = idT .
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2.2. La donnée d’une τ -algèbre sur X est équivalente à la donnée d’une T -algèbre sur
T ′X qui est τ -compatible avec la T ′-algèbre libre µ′X (voir A.6). Plus précisément, si
(X, θ) est une τ -algèbre, (T ′X,µ′X ◦T ′θ◦τX) est une T -algèbre qui est τ -compatible avec
(T ′X,µ′X) ; et inversement, si (T ′X, θ) est une T -algèbre τ -compatible avec (T ′X,µ′X),
alors (X, θ ◦ Tη′X) est une τ -algèbre.

2.3. La donnée de la loi distributive τ : T/T ′ équivaut à la donnée d’un prolongement

de la monade T sur C en une monade T̃ = (T̃ , η̃, µ̃) sur la catégorie de Kleisli Kl(T ′)
(voir A.7), ce qui signifie que les diagrammes suivants commutent si, pour le second, on
remplace le couple (⇓,⇑) par chacun des couples (η, η̃) et (µ, µ̃) (où FT ′ est défini dans
A.7) :

Kl(T ′) T̃ // Kl(T ′)

C

FT ′

OO

T
// C

FT ′

OO
Kl(T ′) ⇑

//
// Kl(T

′)

C ⇓
//
//

FT ′

OO

C

FT ′

OO

Pour dire cela brièvement, ces diagrammes signifient que, moyennant l’identification de la
catégorie C à son image FT ′(C) dans Kl(T ′) (voir A.7), la restriction de la monade T̃ à
C est la monade T . De plus, pour tout morphisme de Kleisli u : X 99K Y (se reporter à

A.7 pour cette notation), T̃ u est le morphisme composé τY ◦ Tu : TX 99K TY .

T ′Y

X

u

<<zzzzzzzz

u
//___ Y

TT ′Y
τY // T ′TY

TX

Tu

::vvvvvvvvv

T̃ u

44jjjjjjjjjjjjjjjjjj

T̃ u

//_________ TY

2.4. Si θ : TX −→ T ′X est un morphisme de C, alors (X, θ) est une τ -algèbre dans C

ssi c’est une T̃ -algèbre dans Kl(T ′) ; en effet, remarquant que θ est en fait un morphisme
de Kleisli TX 99K X, ça n’est qu’une question de traduction dans Kl(T ′) des axiomes (A′i)
de τ -algèbres donnés dans 2.1 : θ ◦ ηX = η′X et θ ◦ µX = µ′X ◦ T ′θ ◦ τX ◦ Tθ s’écrivent
(voir A.7) θ ◦ ηX = idX et θ ◦ µX = µ′X ◦ T ′θ ◦ T̃ θ = θ ◦̄ T̃ θ, ou encore, moyennant le

fait que la monade T est la restriction de la monade T̃ à C, elle-même considérée comme
une sous-catégorie de Kl(T ′), θ ◦̄ η̃X = idX et θ ◦̄ µ̃X = θ ◦̄ T̃ θ, qui ne sont autres que

les axiomes (Ai) de T̃ -algèbres rappelés dans A.3.

2.5. Ceci nous conduit à définir la catégorie Alg(τ) des τ -algèbres comme étant égale à

la catégorie Alg(T̃ ) des T̃ -algèbres ; ses objets sont donc les τ -algèbres et ses morphismes

les u : (X, θ) 99K (X ′, θ′), i.e. les u : X 99K X ′ vérifiant u ◦̄ θ = θ′ ◦̄ T̃ u (ce qui s’écrit
T ′f ◦ θ = θ′ ◦ Tf dans le cas particulier où f : X −→ X ′ est un morphisme de C).

On a un foncteur F : Alg(T ) −→ Alg(τ), défini par F (X, θ) = (X, η′X ◦ θ) et F (f) =
η′X ′ ◦ f (où f : (X, θ) −→ (X ′, θ′)) qui permet d’identifier Alg(T ) à une sous-catégorie
de Alg(τ) ; il admet un adjoint à droite U : Alg(τ) −→ Alg(T ), défini par U(X, θ) =
(T ′X,µ′X ◦ T ′θ ◦ τX) (voir 2.2) et U(u) = µ′X ′ ◦ T ′u (où u : (X, θ) 99K (X ′, θ′)). Ce
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couple d’adjoints (F,U) (c’est en fait un relèvement du couple d’adjoints (FT ′ , UT ′) qui

induit la monade T ′ sur C (voir A.7)) induit lui-même la monade T̃ ′ sur Alg(T ), de

sorte que l’on a un foncteur de comparaison plein et fidèle Alg(τ)
φτ−→ Alg(T̃ ′), défini par

φτ (X, θ) = ((T ′X,µ′X ◦ T ′θ ◦ τX), µ′X) (voir 2.2 et A.6) et φτ (u) = µ′X ′ ◦ T ′u (où u est

comme ci-dessus), qui vérifie les relations φτ ◦F = F T̃ ′ et U T̃ ′ ◦φτ = U ; ainsi la catégorie

Alg(τ) est équivalente à la sous-catégorie pleine φτ (Alg(τ)) de Alg(T̃ ′) ' Alg(T̂ ) dont les
objets sont les ((T ′X, θ), µ′X) (voir 2.2 et A.6). Ce foncteur est un relèvement du foncteur

de comparaison Kl(T ′)
φ−→ Alg(T ′) rappelé dans A.7.

3. Automates non déterministes

3.1. Introduction. Les automates non déterministes constituent une première va-
riante du cas déterministe. Soit Σ un ensemble fini ; dans un automate non déterministe
sur l’alphabet Σ, l’action d’un mot sur un état a pour résultat, non pas un nouvel état
(comme dans le cas déterministe), mais un ensemble d’états “possibles” (voir B.2) ; la loi
de transition de cet automate est donc une application de la forme Σ∗ ×X −→ PX, où
PX est l’ensemble des parties de X. Précisément, on peut redéfinir les automates non
déterministes sur un alphabet Σ comme les algèbres d’une loi distributive entre la mo-
nade associée au monöıde Σ∗ et la “monade des parties”. Nous généralisons en prenant
un monöıde M quelconque au lieu de Σ∗ (voir [Bu’ 74]), et nous appellerons M -automate
non déterministe, une τ -algèbre, où τ : T

M
/TP est la loi distributive que nous allons

maintenant définir.

3.2. Précisément, considérons, comme dans le paragraphe 1, la monade T
M

sur Ens
associée à un monöıde M = (M, e,m) donné ; considérons aussi la monade des parties
TP = (P , η′, µ′) sur Ens, où l’endofoncteur P : Ens −→ Ens associe à tout ensemble X
l’ensemble PX de ses parties, et à toute application f : X −→ Y l’application PX −→
PY qui, à toute partie A de X, associe son image f(A) dans Y ; de plus, η′X : X −→ PX
et µ′X : PPX −→ PX sont respectivement les applications singleton et réunion. On
montre facilement que l’application τX : M × PX −→ P(M × X), définie, pour tout
(a,A) ∈ M × PX, par τX(a,A) = {a} × A, est la transformation naturelle d’une loi
distributive τ : T

M
/TP . Une τ -algèbre est donc ici la donnée d’un ensemble X muni d’une

application θ : M × X −→ PX vérifiant les axiomes (A′i) ci-dessus, i.e. tels que, pour
tout a, b ∈M et tout x ∈ X, on ait :

θ(e, x) = {x} et θ(ab, x) = ∪y∈θ(b,x)θ(a, y)

Se reportant à B.2, on obtient la proposition suivante :

3.3. Proposition. Dans le cas où M = Σ∗ (et où Σ est un ensemble fini), une τ -algèbre
est la donnée d’un automate non déterministe sur l’alphabet Σ.
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3.4. La donnée d’un automate non déterministe, i.e. d’une τ -algèbre M ×X θ−→ PX
est équivalente (voir 2.2 ci-dessus) à la donnée d’une T

M
-algèbre M × PX θ̃−→ PX qui

est τ -compatible avec la multiplication µ′X, i.e. telle que, pour tout a ∈ M , l’opérateur
θ̃(a,−) : PX −→ PX vérifie, pour tout A ∈ PPX, θ̃(a,∪A∈A A) = ∪A∈A θ̃(a,A). Plus

précisément, la T
M

-algèbre θ̃ associée à la τ -algèbre θ est définie par θ̃(a,A) =
⋃
x∈A θ(a, x)

(ainsi l’automate non déterministe sur les états se transforme en un automate déterministe
sur les parties d’états, avec une condition de commutation aux réunions).

3.5. La catégorie de Kleisli de la monade TP des parties est (plus précisément : est
équivalente à) la catégorie Rel des relations entre ensembles ; en effet, un morphisme
u : X 99K Y dans cette catégorie de Kleisli (voir la convention sur la notation des
morphismes de Kleisli et leur composition dans A.7), i.e. une application u : X −→ PY
dans Ens équivaut à la donnée de la relation Ru ⊂ X × Y définie par (x, y) ∈ Ru ssi
y ∈ u(x) ; on dira donc que u : X 99K Y est une relation. Si maintenant v : Y 99K Z est
une autre relation, alors, d’après A.7, (v ◦̄ u)(x) = (µ′Z ◦ Pv ◦ u)(x) =

⋃
y∈u(x) v(y) ; par

suite (x, z) ∈ Rv◦̄u ssi il existe y ∈ Y vérifiant (x, y) ∈ Ru et (y, z) ∈ Rv ; on obtient donc
la proposition suivante :

3.6. Proposition. La composition ◦̄ dans la catégorie de Kleisli Rel est la composition
habituelle des relations.

D’après 2.3, on a un prolongement T̃
M

: Rel −→ Rel qui, à toute relation u : X 99K Y ,

associe la relation T̃
M
u = τY ◦ (M × u) : M ×X 99K M × Y : (a, x) 7→ {a} × u(x). En

particulier, pour θ : M×X 99K X, la relation T̃
M
θ = τX◦(M×θ) : M×M×X 99K M×X

est définie par (T̃
M
θ)(a, b, x) = {a} × θ(b, x).

De plus, se référant à 2.4, une τ -algèbre θ : M ×X −→ PX dans Ens est aussi une
T̃
M

-algèbre θ : M ×X 99K X dans Rel.

4. Automates stochastiques

4.1. Introduction. Soit Σ un ensemble fini ; un automate stochastique sur l’alphabet
Σ, lorsqu’il lit un mot, donne une probabilité sur les états (voir C.6) ; sa loi de transition
(appelée probabilité de transition) est donc une application de la forme Σ∗ ×X −→ PX,
où PX est l’ensemble des probabilités sur X (on doit donc supposer que X est un espace
mesurable). On obtient alors les automates stochastiques sur un alphabet Σ comme les
algèbres d’une loi distributive entre la monade associée au monöıde Σ∗ et la “monade
des probabilités”, ces monades étant définies, non pas sur Ens, mais sur la catégorie
des espaces mesurables (Σ∗ étant muni de sa tribu discrète). Nous généralisons donc en
prenant un monöıde M quelconque (mais mesurable : voir 4.2 ci-dessous) au lieu de Σ∗.

4.2. Considérons la catégorie Mes des applications mesurables entre espaces mesu-
rables. C’est une catégorie monöıdale (voir A.1) d’unité 1 et de loi monöıdale le produit
d’espaces mesurables. Dans cette catégorie monöıdale, fixons un monöıde M = (M, e,m)
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(nous dirons que c’est un monöıde mesurable : M est un espace mesurable, son unité et
sa multiplication sont des applications mesurables ; voir A.2) et considérons la monade
T
M

= (T
M
, η, µ) qui lui est associée sur Mes (voir A.4 ; cette monade est similaire à celle

que nous avions définie sur Ens dans le paragraphe 1, sauf qu’ici, les applications ηX et
µX sont mesurables pour tout espace mesurable X).

4.3. Décrivons la monade des probabilités TP = (P, η′′, µ′′) sur Mes (voir [Tull 71], [Giry
81], et l’appendice D où nous donnons une preuve détaillée du fait que c’est une monade).

Son endofoncteur P : Mes −→ Mes associe à tout espace mesurable X l’ensemble
PX des probabilités sur X, que l’on munit de la plus petite tribu rendant mesurables les
évaluations eA : PX −→ [0, 1] : p 7→ p(A), lorsque A parcourt la tribu donnée sur X ([0, 1]
étant muni de sa tribu borélienne). De plus, si f : X −→ Y est une application mesurable,
Pf : PX −→ PY est l’application définie, pour tout p ∈ PX, par Pf(p) = f∗(p), la p-loi
de f sur Y (voir C.2).

L’unité et la multiplication de cette monade sont définies comme suit :
– η′′X : X −→ PX est l’application qui associe la probabililité de Dirac δx à l’élément
x ∈ X ;

– µ′′X : P PX −→ PX est l’application qui, à toute probabilité p̂ sur PX, asso-
cie la probabilité µ′′X(p̂) sur X ainsi définie : pour toute partie mesurable A de
X, (µ′′X(p̂))(A) =

∫
PX eAdp̂ =

∫
PX eA(p)p̂(dp) =

∫
PX p(A)p̂(dp) (c’est donc la

p̂-moyenne des p(A) lorsque p parcourt PX ; voir C.2 pour la notation des intégrales).
Bien entendu, les applications Pf = f∗, η

′′X et µ′′X sont mesurables (car leurs composés
avec chaque évaluation eA sont mesurables. . . voir C.1 et l’appendice D).

4.4. On définit une loi distributive τ : T
M
/TP de la manière suivante : pour tout espace

mesurable X, l’application τX : M×PX −→ P(M×X) est définie, pour tout (a, p) ∈M×
PX, par τX(a, p) = δa⊗p (produit des probabilités δa et p) ; on vérifie (voir l’appendice E
pour une preuve détaillée) que c’est une application mesurable pour tout espace mesurable
X et que cela définit une transformation naturelle τ : T

M
P −→ PT

M
qui vérifie les axiomes

(Bi) des lois distributives (voir A.5). On obtient ainsi une loi distributive τ : T
M
/TP.

4.5. Proposition. Soit τ : T
M
/TP la loi distributive décrite dans 4.4 ci-dessus. Une

τ -algèbre est la donnée d’un M-automate stochastique, i.e. (voir C.6), c’est la donnée
d’un espace mesurable X et d’une application mesurable θ : M ×X −→ PX tels que, pour
tout a, b ∈M , tout x ∈ X et toute partie mesurable A de X, on ait :

θ(e, x) = δx et (θ(ab, x))(A)
?
=

∫
X

(θ(a, y))(A)(θ(b, x))(dy)

Dans le cas où M = Σ∗ (et où Σ est un ensemble fini), une τ -algèbre est la donnée d’un
automate stochastique sur l’alphabet Σ.

Preuve. Il s’agit donc de comparer les axiomes (A′i) de τ -algèbre (voir 2.1) avec les
axiomes ci-dessus. L’axiome (A′1) donne immédiatement θ(e, x) = δx pour tout x ∈ X.
Pour l’axiome (A′2), soit a, b ∈M , x ∈ X et A une partie mesurable de X ; on obtient alors
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d’une part ((θ ◦ µX)(a, b, x))(A) = (θ(ab, x))(A) et, d’autre part ((µ′′X ◦ Pθ ◦ τX ◦ (M ×
θ))(a, b, x))(A) = (µ′′X(θ∗(δa ⊗ θ(b, x))))(A) =

∫
PX eAd(θ∗(δa ⊗ θ(b, x))) =

∫∫
M×X eA ◦

θd(δa ⊗ θ(b, x)) =
∫∫

M×X(θ(c, y))(A)(δa ⊗ θ(b, x))(dcdy) =
∫
X

(θ(a, y))(A)(θ(b, x))(dy).

D’où l’égalité
?
= cherchée.

4.6. La donnée d’une τ -algèbre M ×X θ−→ PX est équivalente (d’après 2.2 ci-dessus)

à la donnée d’une T
M

-algèbre M ×PX θ̃−→ PX, τ -compatible avec la multiplication µ′′X
(ainsi l’espace des probabilités d’un automate stochastique est un automate déterministe
τ -compatible avec la multiplication de la monade TP des probabilités), i.e. telle que,

pour tout a ∈ M et tout p̂ ∈ P PX, on ait l’égalité : θ̃(a, µ′′X(p̂)) = µ′′X(θ̃∗(δa ⊗ p̂)).

Plus précisément, la T
M

-algèbre θ̃ associée à la τ -algèbre θ est définie par (θ̃(a, p))(A) =
(µ′′X(θ∗(δa ⊗ p)))(A) =

∫
PX eAd(θ∗(δa ⊗ p)) =

∫∫
M×X eA ◦ θd(δa ⊗ p) =∫∫

M×X(θ(b, x))(A)(δa ⊗ p)(dbdx) =
∫
X
θ(a, x)(A)p(dx) pour toute partie mesurable A

de X.

4.7. La catégorie de Kleisli de la monade TP des probabilités est la catégorie, notée
Stoch, dont les objets sont les espaces mesurables et les morphismes les probabilités de
transition, puisqu’un morphisme de Kleisli u : X 99K Y est une application mesurable
u : X −→ PY (voir A.7 et C.4). De plus, si u : X 99K Y et v : Y 99K Z sont deux
probabilités de transition, leur composé v ◦̄ u dans la catégorie de Kleisli Stoch est ainsi
défini (voir A.7) : si x ∈ X et si p̂ est la probabilité image v∗(u(x)) sur PZ (c’est donc
un élément de P PZ), alors (v ◦̄ u)(x) = µ′′Z(p̂) est la probabilité sur Z qui, à toute
partie mesurable C de Z, associe le réel (µ′′Z(p̂))(C) =

∫
PZ eCdp̂ =

∫
Y
eC ◦ vd(u(x)) =∫

Y
eC(v(y))(u(x))(dy) =

∫
Y

(v(y))(C)(u(x))(dy). On a donc obtenu l’égalité :

((v ◦̄ u)(x))(C) =

∫
Y

(v(y))(C)(u(x))(dy)

pour tout x de X et toute partie mesurable C de Z ; d’où la proposition suivante :

4.8. Proposition. [Giry 81] La composition ◦̄ dans la catégorie de Kleisli Stoch est
exactement la composition habituelle des probabilités de transition rappelée dans C.4 :
v ◦̄ u = vu.

D’après 2.3 ci-dessus, on a un prolongement T̃
M

: Stoch −→ Stoch qui, à toute

probabilité de transition u : X 99K Y associe la probabilité de transition T̃
M
u = τY ◦

(M × u) : M ×X 99K M × Y : (a, x) 7→ δa⊗ u(x). En particulier, pour θ : M ×X 99K X,

la probabilité de transition T̃
M
θ = τX ◦ (M × θ) : M ×M ×X 99K M ×X est définie par

(T̃
M
θ)(a, b, x) = δa ⊗ θ(b, x).
De plus, se référant à 2.4, une τ -algèbre θ : M ×X −→ PX dans Mes est aussi une

T̃
M

-algèbre θ : M ×X 99K X dans Stoch.
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5. Processus et châınes de Markov homogènes

On conserve ici la loi distributive τ : T
M
/TP du paragraphe 4.

5.1. Se référant à C.8 et C.9, on obtient les corollaires suivants de la proposition 4.5 :

5.2. Corollaire. Dans le cas où le monöıde M est R+ (avec l’addition usuelle), que
l’on munit de la tribu borélienne, une τ -algèbre étant un R+-automate stochastique, c’est
donc un processus Markovien homogène.

5.3. Corollaire. Dans le cas où le monöıde M est N (toujours pour l’addition usuel-
le), muni de la tribu discrète, une τ -algèbre étant un N-automate stochastique (le monöıde
N est librement engendré par Σ = 1), c’est donc une chaine de Markov homogène.

5.4. Dans la catégorie de Kleisli Stoch, on a un objet des entiers naturels (i.e. un
NNO. . . voir A.8) : c’est simplement l’ensemble N des entiers naturels muni de sa tribu
discrète et des deux applications z : 1 −→ N : 0 7→ 0 et s : N −→ N : n 7→ n+ 1 (c’est un
NNO dans Ens, donc dans Mes (car N est discret), et donc aussi dans Stoch, puisque le
foncteur FTP : Mes −→ Stoch possède un adjoint à droite UTP (voir A.7, A.8 et [Bu 86])).

Plus concrètement, si 1
ν

99K X et X
π

99K X sont deux probabilités de transition, il existe
une unique probabilité de transition ϕ : N 99K X définie par la récurrence ϕ(0) = ν
et ϕ(n + 1) = (π ◦̄ ϕ)(n), i.e. rendant les diagrammes ci-dessous commutatifs dans la
catégorie Stoch :

1 z //

ν ��?
?

?
? N s //

ϕ
���
�
� N

ϕ
���
�
�

X π
//___ X

Ceci traduit de manière catégorique le fait, rappelé dans C.8, que la donnée d’une proba-
bilité ν sur X et d’une probabilité de transition π : X 99K X détermine entièrement les
lois d’une châıne de Markov homogène (elles s’écrivent, rappelons-le, πn ◦̄ ν = πnν,

où πn =

n fois︷ ︸︸ ︷
π ◦̄ . . . ◦̄ π =

n fois︷ ︸︸ ︷
π . . . π). En effet, par définition de ϕ, ces lois s’écrivent ici

π0 ◦̄ ν = ν = ϕ(0) et, pour tout n ∈ N∗, πn ◦̄ ν = πn ◦̄ ϕ(0) = πn−1 ◦̄ (π ◦̄ ϕ(0)) = πn−1 ◦̄
ϕ(1) = · · · = π ◦̄ ϕ(n− 1) = ϕ(n).

APPENDICES

A. Rappels en théorie des catégories

A.1. Une catégorie monöıdale est définie par un 6-uplet (V,⊗, I, α, λ, ρ), où V est
une catégorie, I un objet de V, ⊗ : V ×V −→ V un foncteur (appelés, respectivement,
unité et loi monöıdale de V) et α, λ et ρ sont des isomorphismes naturels de la forme (où
X, Y, Z sont des objets de V) :

αX,Y,Z : X ⊗ (Y ⊗ Z) ' (X ⊗ Y )⊗ Z, λX : I ⊗X ' X ρX : X ⊗ I ' X,
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vérifiant les axiomes suivants :

X ⊗ (I ⊗ Y ) α //

X⊗λ ''OOOOOOOOOOO
(X ⊗ I)⊗ Y

ρ⊗Ywwooooooooooo

X ⊗ Y

X ⊗ (Y ⊗ (Z ⊗ T )) α //

X⊗α
��

(X ⊗ Y )⊗ (Z ⊗ T ) α // ((X ⊗ Y )⊗ Z)⊗ T

X ⊗ ((Y ⊗ Z)⊗ T ) α
// (X ⊗ (Y ⊗ Z))⊗ T

α⊗T

OO

(λI = ρI : I ⊗ I −→ I est une conséquence). On sait que toute catégorie monöıdale est
équivalente à une catégorie monöıdale stricte, i.e. une catégorie monöıdale dans laquelle
les isomorphismes α, λ et ρ sont des identités (la loi monöıdale est associative et l’unité est
neutre), voir [McL 72]. Cela permet de supposer que la catégorie monöıdale dans laquelle
on travaille est stricte et donc qu’on peut la noter par un triplet (V,⊗, I).

Exemples. La catégorie des ensembles, munie des produits cartésiens et de l’ensemble 1,
est une catégorie monöıdale (Ens,×, 1).

Pour toute catégorie C, on a une catégorie monöıdale (CC, , idC) (notation multipli-
cative de la loi monöıdale, c’est-à-dire par une absence de symblole !). Les objets de CC

sont les endofoncteurs de C et les morphismes, dont la composition est notée par “◦”,
sont les transformations naturelles.

A.2. Un monöıde (ou, une monade, au sens premier donné par Benabou [Ben 67]) dans
une catégorie monöıdale (V,⊗, I) est défini par un triplet (M, e,m), où M est un objet de
V, e : I −→M et m : M ⊗M −→M (resp. unité et multiplication du monöıde) sont des
morphismes de V vérifiant m◦(e⊗M) = M = m◦(M⊗e) et m◦(m⊗M) = m◦(M⊗m).

I
e // M

e⊗M //

M⊗e
//
M ⊗Mmoo M ⊗M ⊗M

M⊗m
oo

m⊗Moo

A.3. Une monade sur une catégorie C est un monöıde dans la catégorie monöıdale CC

mentionnée plus haut ; c’est donc la donnée d’un triplet T = (T, η, µ), où T : C −→ C
est un foncteur, η : idC −→ T et µ : TT −→ T (l’unité et la multiplication de la monade)
des transformations naturelles vérifiant µ ◦ ηT = T = µ ◦ Tη et µ ◦ µT = µ ◦ Tµ.

idC
η // T

ηT //

Tη
//
TT

µoo TTT
Tµ

oo

µToo

Etant donné une monade T = (T, η, µ) sur une catégorie C, une T -algèbre est la donnée
d’un couple (X, θ), où X est un objet de C et θ : TX −→ X un morphisme de C rendant
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commutatifs les diagrammes suivants dans C :

(A1) TX
θ // X

X
ηX

aaDDDDDDDD idX

>>}}}}}}}}

(A2) TTX
Tθ //

µX
��

TX

θ
��

TX
θ

// X

Toutes les structures libres définissent des monades : par exemple, la monade “monöıdes li-
bres”, la monade “groupes abéliens libres”, etc. ont pour algèbres respectives les monöıdes,
les groupes abéliens, etc.

On définit la catégorie Alg(T ) des T -algèbres comme étant la catégorie dont les objets
sont les T -algèbres et les morphismes les f : (X, θ) −→ (X ′, θ′), où f : X −→ X ′ est un
morphisme de C vérifiant f ◦ θ = θ′ ◦ Tf . On a un foncteur d’oubli UT : Alg(T ) −→ C
défini par UT (X, θ) = X et UT (f) = f : X −→ X ′ si f : (X, θ) −→ (X ′, θ′) ; ce foncteur
admet un adjoint F T : C −→ Alg(T ) qui, à tout objet X de C, associe la T -algèbre libre
(TX, µX) associée a X (ou engendrée par X) et, à tout morphisme f : X −→ Y de C, le
morphisme Tf : (TX, µX) −→ (TX ′, µX ′) de Alg(T ).

Le couple d’adjoints (F T , UT ), décrit ci-dessus, induit la monade T sur C.

A.4. Fixons-nous un monöıde (M, e,m) dans une catégorie monöıdale (V,⊗, I) ; on lui
associe naturellement une monade T

M
= (T

M
, η, µ) sur V, où l’endofoncteur T

M
associe

l’objet M ⊗X (resp. le morphisme M ⊗ f : M ⊗X −→M ⊗ Y ) à tout objet X (resp. à
tout morphisme f : X −→ Y ) de V ; de plus, pour tout objet X de V, les morphismes
ηX : X −→M ⊗X et µX : M ⊗M ⊗X −→M ⊗X sont respectivement égaux à e⊗X
et m⊗X.

A.5. Soit T = (T, η, µ) et T ′ = (T ′, η′, µ′) deux monades sur une même catégorie C.
Une loi distributive τ de T sur T ′ (ce que l’on notera τ : T/T ′ (voir [Beck 69]) est la
donnée d’un triplet τ = (τ, T, T ′), où τ : TT ′ −→ T ′T est une transformation naturelle
rendant commutatifs les diagrammes suivants dans CC :

(B1) TT ′ τ // T ′T

T
Tη′

aaCCCCCCCC η′T

=={{{{{{{{

(B2) TT ′ τ // T ′T

T ′
ηT ′

aaDDDDDDDD T ′η

==zzzzzzzz

(B3) TT ′T ′
τT ′ //

Tµ′ $$IIIIIIIII T ′TT ′
T ′τ // T ′T ′T

µ′Tzzuuuuuuuuu

TT ′ τ
// T ′T

(B4) TTT ′
Tτ //

µT ′ $$HHHHHHHHH TT ′T
τT // T ′TT

T ′µzzvvvvvvvvv

TT ′ τ
// T ′T
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On démontre qu’une loi distributive est une monade dans la 2-catégorie des monades
(c’est une des manifestations du caractère ubiquitaire des monades !)

Exemple originel. La loi distributive “modèle” relie la monade “monöıdes libres” à
la monade “groupes abéliens libres”. En effet, le schéma d’origine des lois distributives
est donné par la distributivité, dans un anneau, de la multiplication par rapport à l’ad-
dition, qui fait passer d’un mot de combinaisons linéaires à une combinaison linéaire
de mots ; autrement dit, cette distributivité est décrite par une application de la forme
τX : (Z(X))∗ −→ Z(X∗), soumise à des conditions du type des (Bi) ci-dessus (où X∗ et Z(X)

sont respectivement le monöıde libre et le groupe abélien libre engendrés par l’ensemble
X).

A.6. Les équivalences de J.Beck.

a) Le fait que le groupe abélien libre engendré par un monöıde M soit encore un monöıde
(qui est l’anneau libre des polynômes sur X quand M = X∗) a conduit J.Beck à établir
que la donnée d’une loi distributive τ : T/T ′ est équivalente :

– d’une part, à la donnée d’un relèvement de la monade T ′ sur C en une monade T̃ ′ =
(T̃ ′, η̃′, µ̃′) sur la catégorie Alg(T ) des T -algèbres, ce qui signifie que les diagrammes
suivants commutent si, pour le second, on remplace le couple (⇓,⇑) par chacun des
couples (η′, η̃′) et (µ′, µ̃′) :

Alg(T ) T̃ ′ //

UT

��

Alg(T )

UT

��
C

T ′
// C

Alg(T ) ⇑
//
//

UT

��

Alg(T )

UT

��
C ⇓

//
// C

En bref, si τ : T/T ′ est une loi distributive, le premier diagramme signifie que

l’image, par le foncteur T̃ ′, d’une T -algèbre sur X est une T -algèbre sur T ′X (plus

précisément, T̃ ′(X, θ) = (T ′X,T ′θ ◦ τX)), et le second diagramme que η′ = η et
µ′ = µ (plus précisément, η̃′(X, θ) = η′X et µ̃′(X, θ) = µ′X).

– d’autre part, à la donnée d’une monade composée T̂ = (T̂ , η̂, µ̂) sur C, où T̂ = T ′T
(plus précisémént, η̂ = η′η et µ̂ = (µ′µ) ◦ (T ′τT )).

b) S’inspirant du fait que la donnée d’une structure d’anneau est équivalente à la donnée
de deux opérations × et + telles que la première soit distributive par rapport à la
seconde, J.Beck a aussi prouvé que, s’il existe une loi distributive τ : T/T ′, alors la

donnée d’une T̂ -algèbre (X, θ̂) dans C est équivalente à la donnée d’une T̃ ′-algèbre

((X, θ), θ′) dans Alg(T ) (avec θ̂ = θ′ ◦ T ′θ ; θ = θ̂ ◦ η′TX et θ′ = θ̂ ◦ T ′ηX), i.e. à la
donnée d’une T -algèbre (X, θ) et d’une T ′-algèbre (X, θ′) qui sont τ -compatibles, i.e.
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telles que le diagramme suivant commute dans C :

TT ′X
τX //

Tθ′

zzvvvvvvvvv
T ′TX

T ′θ

$$IIIIIIIII

TX

θ $$IIIIIIIIII T ′X

θ′zzuuuuuuuuuu

X
id

// X

Ce que l’on peut exprimer en disant que les catégories d’algèbres Alg(T̂ ) et Alg(T̃ ′)
sont équivalentes.

A.7. Catégorie de Kleisli d’une monade. Soit T = (T, η, µ) une monade sur une
catégorie C. La catégorie de Kleisli de T , notée Kl(T ), est la catégorie suivante : ses
objets sont les mêmes que ceux de C ; un morphisme, noté u : X 99K Y , dans Kl(T ) est
un morphisme de C de la forme u : X −→ TY . Le composé v ◦̄ u : X 99K Z dans Kl(T ),
de deux morphismes u : X 99K Y et v : Y 99K Z, est défini par v ◦̄ u = µZ ◦ Tv ◦ u.

TTZ

µZ
��

TY

Tv

66nnnnnnnnnnnnn
TZ

X u
//______

u

77ooooooooooooo
Y v

//_______

v

66nnnnnnnnnnnnnn
Z

L’identité, dans Kl(T ), associée à un objet X, est notée idX et est définie par idX = ηX :
X 99K X.

Entre les catégories C et Kl(T ), on a un foncteur UT : Kl(T ) −→ C défini, pour
tout objet X de Kl(T ), par UT (X) = TX et, pour tout u : X 99K Y , par UT (u) =
µY ◦ Tu : TX −→ TY . Ce foncteur a un adjoint à gauche FT : C −→ Kl(T ) défini,
pour tout objet X, par FT (X) = X et, pour tout morphisme f : X −→ Y de C, par
FT (f) = ηY ◦f : X 99K Y (le foncteur FT permet souvent d’identifier C à la sous-catégorie
FT (C) de Kl(T )).

Le couple d’adjoints (FT , UT ), décrit ci-dessus, induit la monade T sur C.

On a un foncteur plein et fidèle (dit foncteur de comparaison) Kl(T )
φ−→ Alg(T ) qui

vérifie les relations (voir A.3 ci-dessus pour les foncteurs UT et F T ) : φ ◦ FT = F T et
UT ◦ φ = UT (il est défini par φ(X) = (TX, µX) et φ(u) = µY ◦ Tu (où u : X 99K Y )) ;
ainsi, la catégorie Kl(T ) est èquivalente à la sous-catégorie pleine φ(Kl(T )) de Alg(T )
dont les objets sont les T -algèbres libres (TX, µX).

En fait, Alg(T ) est une complétion de φ(Kl(T )) ' Kl(T ) par conoyaux ; plus préci-

sément, si (X, θ) est une T -algèbre, le morphisme (TX, µX)
θ−→ (X, θ) est un conoyau
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dans Alg(T ) du couple de morphismes de φ(Kl(T )) :

(TTX, µTX)
Tθ //

µX
// (TX, µX)

Autrement dit, la T -algèbre (X, θ) est un quotient de la T -algèbre libre (TX, µX)).

A.8. Un objet des entiers naturels (ou NNO), dans une catégorie C avec objet final
1, est la donnée d’un objet N , muni de deux morphismes 1

z−→ N
s−→ N assujettis à

la propriété universelle suivante : pour tout objet X de C, muni de deux morphismes

1
f−→ X

g−→ X, il existe un unique morphisme ϕ : N −→ X rendant les diagrammes
suivants commutatifs dans C :

1 z //

f ��??????? N
s //

ϕ
��

N

ϕ
��

X g
// X

Exemple. L’ensemble N des entiers naturels, muni des deux applications : 1
z−→N

s−→N,
définies par z(0) = 0 et, pour tout n ∈ N, par s(n) = n + 1, est évidemment un NNO
dans la catégorie Ens.

A.9. Proposition. [A. Burroni [Bu 86]] Tout foncteur admettant un adjoint à droite
commute aux NNO (en fait, il commute aux extensions de Kan indexées par des graphes).

B. Rappels en théorie des automates déterministes et non déterministes

On fixe un ensemble fini Σ qu’on appelle alphabet et dont les éléments sont appelés
symboles. On note Σ∗ le monöıde libre engendré par Σ. Les éléments de Σ∗ s’appellent des
mots. Un mot a ∈ Σ∗ est une suite finie a = α1α2 . . . αn de symboles (α1, α2, . . . , αn ∈ Σ).
L’entier n est la longueur de a. En particulier, pour n = 0, on a le mot vide, qu’on notera
e, et qui est l’unité du monöıde Σ∗. Pour les deux définitions qui suivent, voir [Star 72].

B.1. Un automate déterministe sur l’alphabet Σ est la donnée d’un couple (X, δ), où X
est un ensemble et δ : Σ×X −→ X une application appelée fonction de transition. Elle
s’étend (par induction sur la longueur des mots) en une application θ : Σ∗ × X −→ X
(appelée loi de transition de l’automate déterministe) vérifiant, pour tout a, b ∈ Σ∗ et
tout x ∈ X, les deux axiomes suivants :

θ(e, x) = x et θ(ab, x) = θ(a, θ(b, x))

Les éléments de X sont appelés les états de l’automate. L’égalité θ(a, x) = y s’interprète
en disant que, lisant a, l’automate passe de l’état x à l’état y. Les deux axiomes ci-dessus
reviennent à dire, d’une part que le mot vide ne fait pas changer d’état l’automate et,
d’autre part que les mots agissent séquentiellement (i.e. symbole après symbole) sur les
états.
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B.2. Un automate non déterministe sur l’alphabet Σ est encore la donnée d’un couple
(X, δ), mais où la fonction de transition est cette fois de la forme δ : Σ × X −→ PX
(où PX est l’ensemble des parties de X). Comme précédemment, l’application δ s’étend
par induction en une application θ : Σ∗ × X −→ PX (encore appelée loi de transition
de l’automate non déterministe) vérifiant, pour tout a, b ∈ Σ∗ et tout x ∈ X, les deux
axiomes suivants :

θ(e, x) = {x} et θ(ab, x) =
⋃

y∈θ(b,x)

θ(a, y)

Ici encore, les éléments de X sont appelés les états de l’automate. L’égalité θ(a, x) = A
s’interprète en disant que A est l’ensemble des états “possibles” dans lesquels l’automate
peut se mettre, partant de l’état x, quand il lit a ; les deux axiomes ci-dessus traduisent
encore le fait que le mot vide n’a aucune action sur l’automate et que les mots agissent
séquentiellement.

C. Rappels en théorie des probabilités et en théorie des automates sto-
chastiques

Si X, Y , Z, etc. sont des espaces mesurables, on désignera par X , Y , Z, etc. leurs
tribus respectives. On considère l’ensemble R (ainsi que toutes ses parties) muni de la
tribu borélienne.

C.1. Une probabilité sur l’espace mesurable X est une mesure positive p vérifiant
p(X) = 1. Pour tout espace mesurable X, on désigne par PX l’ensemble des proba-
bilités sur X ; dans tout cet article, l’ensemble PX sera considéré comme un espace
mesurable en le munissant de la plus petite tribu rendant mesurables les évaluations
eA : PX −→ [0, 1] : p 7→ p(A), où A parcourt la tribu X sur X. Ce qui équivaut à dire
que, pour tout espace mesurable Y , une application u : Y −→ PX est mesurable ssi tous
les composés eA ◦ u sont mesurables, lorsque A parcout la tribu X sur X.

C.2. Soit f : X −→ Y une application mesurable (appelée aussi variable aléatoire en
théorie des probabilités) et p une probabilité sur X. On définit une probabilité image f∗(p)

sur Y en posant (f∗(p))(B) = p(
−1

f (B)) pour toute partie mesurable B de Y ; on appelle
habituellement p-loi de f cette probabilité image f∗(p), et on note p(f ∈ B) l’expression

p(
−1

f (B)) interprétée comme étant la probabilité que f soit dans B. Dans le cas où l’on a
p(f ∈ B) = 1, on dit que f est p-presque sûrement dans B. Dans le cas où Y = R et où f
est mesurable positive, l’intégrale de f par rapport à p a un sens (elle peut être infinie) et
se note

∫
X
fdp =

∫
X
f(x)p(dx) ; si f est mesurable bornée, elle est p-intégrable (i.e. son

intégrale par rapport à p existe et est finie).

C.3. Soit X et Y deux espaces mesurables. On appelle probabilité de transition de X
vers Y ([Nev 64]) une application π : X × Y −→ [0, 1] telle que, d’une part, pour tout
x ∈ X, l’application π(x,−) : Y −→ [0, 1] est une probabilité sur Y , et, d’autre part,
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pour tout B ∈ Y , l’application π(−, B) : X −→ [0, 1] est mesurable. Soit donc π une telle
probabilité de transition de X vers Y , f : Y −→ R une application mesurable (positive
ou bornée) et x ∈ X ; on note

∫
Y
f(y)π(x, dy) l’intégrale de f par rapport à la probabilité

π(x,−) sur Y .
Si π′ est une autre probabilité de transition de Y vers Z, on définit une nouvelle

probabilité de transition de X vers Z, appelée produit (ou composition) des probabilités
de transition π et π′, en posant, pour tout x ∈ X et tout C ∈ Z :

(π′π)(x,C)
(1)
=

∫
Y

π′(y, C)π(x, dy)

Enfin, les probabilités de transition opèrent sur les probabilités de la manière suivante :
si ν est une probabilité sur X, π une probabilité de transition de X vers Y , on définit une
probabilité πν sur Y en posant, pour tout B ∈ Y :

(πν)(B)
(2)
=

∫
X

π(x,B)ν(dx)

En fait, la formule (2) est un cas particulier de la formule (1) en faisant X = 1 dans (1).

C.4. Considérons maintenant une application mesurable u : X −→ PY ; une telle
donnée équivaut au fait que, pour tout x ∈ X, u(x) est une probabilité sur Y et que,
par définition même de la tribu sur PY (voir C.1 ci-dessus), pour toute partie mesurable
B de Y , l’application eB ◦u : X −→ [0, 1] : x 7→ (u(x))(B) est mesurable ; ainsi, la donnée
d’une application mesurable u : X −→ PY est équivalente à la donnée de la probabilité
de transition π de X vers Y définie par π(x,B) = (u(x))(B) pour tout x ∈ X et tout
B ∈ Y ([Giry 81]).

C.5. Définition. On appellera dorénavant probabilité de transition une application
mesurable de la forme u : X −→ PY ; en particulier, toute probabilité ν sur X s’identifie
(en posant ν(0) = ν) à une probabilité de transition ν : 1 −→ PX.

Les formules (1) et (2) données dans C.3 ci-dessus se traduisent donc ici par :

((vu)(x))(C)
(1′)
=

∫
Y

(v(y))(C)(u(x))(dy) et (uν)(B)
(2′)
=

∫
X

(u(x))(B)ν(dx)

pour tout x ∈ X, tout C ∈ Z, toute probabilité ν sur X, et toutes probabilités de
transition u : X −→ PY et v : Y −→ PZ.

C.6. Soit Σ un ensemble fini. Un automate stochastique sur l’alphabet Σ (voir [Star
72]) est la donnée d’un couple (X, θ), où X est un ensemble et θ : Σ∗ × X −→ PX une
application mesurable (Σ∗ étant muni de sa tribu discrète) vérifiant les deux axiomes
suivants :

θ(e, x) = δx et θ(ab, x)(A)
(1′′)
=

∫
X

(θ(a, y))(A)(θ(b, x))(dy)
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(où δx est la probabilité de Dirac au point x) pour tout a, b ∈ Σ∗, tout x ∈ X et tout
A ∈ X . Les éléments de X sont appelés les états de l’automate et θ sa probabilité de
transition (ce qui est bien naturel, d’après C.4 ci-dessus). L’égalité θ(a, x) = p s’interprète
en disant que, pour toute partie mesurable A de X, p(A) est la probabilité que l’automate,
partant de l’état x et lisant a, aille dans A ; les deux axiomes ci-dessus signifient, d’une
part que, partant d’un état x et lisant le mot vide, l’automate reste presque-sûrement dans
toute partie mesurable de X contenant x et, d’autre part que cet automate fonctionne
encore de façon séquentielle.

La similitude entre les formules (1′) et (1′′) n’a rien de fortuit : en effet, remarquant
que, pour tout a ∈ Σ∗, l’application partielle πa = θ(a,−) est aussi une probabilité de
transition X −→ PX, la formule (1′′) peut encore s’écrire, pour tout a, b ∈ Σ∗, tout x ∈ X
et tout A ∈ X :

(πab(x))(A) =

∫
X

(πa(y))(A)(πb(x))(dy) = ((πaπb)(x))(A)

On obtient ainsi la relation de Chapman-Kolmogoroff (généralisée) des automates sto-
chastiques sur un alphabet Σ (qui est en fait équivalente à la formule (1′′), i.e. au second
axiome des automates stochastiques) :

πab = πaπb pour tout a, b ∈ Σ∗

C.7. Définition. On appelle M -automate stochastique (où M est un monöıde mesu-
rable) la donnée d’un couple (X, θ), où X est un espace mesurable et θ : M ×X −→ PX
une probabilité de transition vérifiant les mêmes propriétés formelles que ci-dessus, i.e.,
avec les notations adoptées précédemment, vérifiant, pour tout a, b ∈ M et tout x ∈ X,
les axiomes :

πe(x) = δx et πab = πaπb

Utilisant la formule (2′) de C.4, on a une probabilité πaν sur X pour toute probabilité
ν sur X qui est définie par (πaν)(A) =

∫
X

(πa(x))(A)ν(dx) pour toute partie mesurable A
de X ; en particulier πaδx = πa(x) et (πeν)(A) =

∫
X

(πe(x))(A)ν(dx) =
∫
X
δx(A)ν(dx) =∫

X
1A(x)ν(dx) = ν(A) ; ainsi πeν = ν.

C.8. Une châıne de Markov homogène est un automate stochastique sur l’alphabet Σ =
1 (on identifie donc Σ∗ à N, avec son addition usuelle, que l’on munit de sa tribu discrète).
Soit θ : N × X −→ PX une telle châıne de Markov, et notons encore πn(x) = θ(n, x)
pour tout n ∈ N et tout x ∈ X ((πn(x))(A) étant la probabilité de passer de x dans A en
n pas). La mesurabilité de θ étant équivalente à celle de tous les πn : X −→ PX, cette
châıne de Markov est équivalente à la donnée de la suite (πn) de probabilités de transition
vérifiant, pour tout n,m ∈ N et tout x ∈ X, les axiomes :

π0(x) = δx et πn+m = πnπm

On dit que πn(x) = πnδx est la loi de la châıne au temps n, lorsqu’elle part de x, et, plus
généralement, si ν est une probabilité sur X, que πnν est la loi de la châıne au temps n,
pour la loi initiale ν.
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Grâce à la relation de Chapman-Kolmogoroff πn+m = πnπm, les πn avec n ∈ N∗ sont
entièrement déterminés par la probabilité de transition π1 : X −→ PX, de sorte que
les lois d’une châıne de Markov homogène sont entièrement déterminées par la donnée
d’une probabilité de transition π : X −→ PX (appelée encore probabilité de transition de

la châıne de markov ; alors πn =
n fois︷ ︸︸ ︷
π . . . π) et d’une probabilité ν sur X (on obtient donc

toutes les lois πnν de la châıne, et en particulier sa loi initiale π0ν qui n’est autre que ν,
d’après C.6).

Les probabilistes ont coutume d’appeler plutôt châıne de Markov homogène la donnée
d’une suite de variables aléatoires dont les lois (voir C.2 ci-dessus) sont du type des πnν
ci-dessus. Il est bien connu des probabilistes que l’on peut toujours construire, a posteriori,
une telle châıne de Markov homogène dont la probabilité de transition π : X −→ PX et
la loi initiale ν sont données a priori : on considère l’espace XN, muni de la tribu produit ;
on peut alors construire une unique probabilité Pν (l’indice ν étant là pour “symboliser”
le fait que l’on part avec la loi ν) sur cet espace produit, telle que la suite (qn) des
projections canoniques XN −→ X réponde à la question. En effet, la tribu produit étant
la plus petite tribu rendant mesurables les qn, Pν est entièrement déterminée par les
Pν(qn ∈ A) pour tout n ∈ N et toute partie mesurable A de X (i.e. par les Pν-lois des
qn pour tout n ∈ N ; voir C.2 ci-dessus) : on pose d’abord Pν(qn ∈ A) = (πnν)(A) =∫
X

(πn(x))(A)ν(dx), où πn =
n fois︷ ︸︸ ︷
π . . . π ; on prolonge ensuite Pν aux pavés mesurables (i.e.

aux intersections finies de
−1
qni (Ai)) en posant Pν(q0 ∈ A0 et qn1 ∈ A1 et . . . qnk ∈ Ak) =∫

A0
ν(dx0)

∫
A1
πn1(x0, dx1)

∫
A2
πn2−n1(x1, dx2) . . .

∫
Ak
πnk−nk−1

(xk−1, dxk) ; un théorème de

prolongement nous permet alors de prolonger Pν à tous les mesurables de XN. Cette
définition de Pν est ad hoc pour que πnν soit la Pν-loi de qn pour tout n ∈ N, i.e. la
loi de la châıne (qn) au temps n, pour la loi initiale ν. En particulier, π0ν = ν (voir
C.6 ci-dessus) est la loi initiale de la châıne (qn) ; et, en notant Px la probabilité Pδx ,
Px(qn ∈ A) = (πnδx)(A) = (πn(x))(A), i.e. πn(x) est la loi de la châıne (qn) au temps n,
quand elle part de x.

C.9. Un Processus de Markov homogène (ou processus Markovien homogène) est un
R+-automate stochastique (le monöıde R+ n’est ni libre ni finiment engendré ; on le
munit de l’addition usuelle et de la tribu borélienne) ; c’est donc la donnée d’un espace
mesurable X et d’une probabilité de transition θ : R+×X −→ PX qui vérifie les axiomes
(en notant πt(x) la probabilité θ(t, x) pour tout t ∈ R+ et tout x ∈ X) :

π0(x) = δx et πs+t = πsπt

pour tout s, t ∈ R+ et tout x ∈ X (ici, a priori, la mesurabilité de tous les πt : X −→ PX
n’est pas une condition suffisante pour que θ : R+×X −→ PX soit mesurable ; d’ailleurs,
ici, on obtient plutôt les processus Markoviens homogènes mesurables, la mesurabilité
de θ étant utile dans certains problèmes spécifiques d’intégration). Ici, (πt(x))(A) est la
probabilité d’aller, en un temps t, de x dans A ; πt(x) = πtδx est la loi du processus au
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temps t quand il part de x ; plus généralement, si ν est une probabilité sur X, πtν est la
loi du processus au temps t, pour la loi initiale ν.

Le problème de la construction, a posteriori, d’une famille de variables aléatoires dont
les lois sont du type des πtν ci-dessus, i.e. données, a priori, par une probabilité ν sur X
et une famille (πt) de probabilités de transition X −→ PX, indexée par R+, et vérifiant
la relation de Chapman-Kolmogoroff πt+s = πtπs est ici plus délicat. En effet, se référant
à C.8 ci-dessus, on considère l’espace produit XR+ (muni de sa tribu produit, i.e. de la
plus petite tribu rendant mesurables les projections canoniques qt : XR+ −→ X). Bien
que l’on puisse toujours poser Pν(qt ∈ A) = (πtν)(A) pour tout t ∈ R+ et pour toute
partie mesurable A de X (et donc définir Pν sur les pavés mesurables de l’espace produit
XR+), on ne peut pas toujours prolonger Pν en une probabilité sur tous les mesurables
de XR+ ; c’est cependant possible avec de bonnes hypothèses sur X (par exemple, si X
est un espace de Borel, i.e. isomorphe à un borélien de [0, 1]). Dans ce cas, la famille (qt)
forme un processus Markovien homogène dont les Pν-lois sont, par définition de Pν , les
πtν.

D. La monade des probabilités

La monade TP = (P, η′′, µ′′) des probabilités sur la catégorie Mes des applications
mesurables entre espaces mesurables a été publiée pour la première fois par M.Giry [Giry
81] 1 ; elle a donné une preuve complète mais succinte du fait que c’est une monade. Nous
en donnons ici une preuve détaillée pour rendre ce travail plus accessible aux catégoriciens
et aux probabilistes. Nous l’avons décrite rapidement dans la partie 4.3 de cet article.

On reprend les notations fixées dans l’appendice C.

D.1. Rappelons que, pour définir une tribu sur l’ensemble PX des probabilités sur un
espace mesurable X donné, nous avons utilisé les évaluations eA : PX −→ [0, 1] : p 7→ p(A)
(où A est un partie mesurable de X (i.e. A ∈ X )) qui sont mesurables par définition
même de cette tribu. En fait, pour toute application mesurable bornée f : X −→ R, on
considère l’évaluation ef : PX −→ R définie par ef (p) =

∫
X
fdp. Notons, pour tout espace

mesurable X, Mes(X) (resp. Mesb(X)) l’espace vectoriel des applications mesurables
(resp. mesurables bornées) de X dans R, où R (tout comme [0, 1] ci-dessus) est muni de
sa tribu borélienne.

D.2. Lemme. L’application X −→ Mesb(PX) : A −→ eA se prolonge en une applica-
tion Eval :Mesb(X) −→Mes(PX) : f −→ ef qui est linéaire et qui commute aux sup↑n
(i.e. aux sup dénombrables et croissants) de Mesb(X).

Preuve. Par définition de l’application ef , on a e1A = eA pour tout A ∈ X . En utilisant
la linéarité de l’intégrale et le théorème de convergence monotone, on obtient, selon que
f ∈Mesb(X) s’écrit

∑
i αifi (où les αi sont des réels et les fi des applications mesurables

1. Ollivier de la Tullaye [Tull 71] avait fait cette construction antérieurement dans un manuscrit
récemment retrouvé.
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bornées sur X ; il s’agit bien sûr de sommes finies ici) ou f = sup↑n fn (où les fn forment
une suite croissante d’applications mesurables bornées sur X) :

– d’une part ef (p) =
∫
X

∑
i αifidp =

∑
i αi

∫
X
fidp =

∑
i αiefi(p) pour tout p ∈ PX,

i.e. e∑
i αifi

=
∑

i αiefi ;
– d’autre part ef (p) =

∫
X

sup↑n fndp = sup↑n
∫
X
fndp = sup↑n efn(p) pour tout p ∈ PX,

i.e. esup↑n fn
= sup↑n efn .

Il en résulte immédiatement que l’application Eval proposée est linéaire et commute
aux sup↑n. On en déduit aussi que l’application ef est mesurable lorsque, d’abord f est
étagée sur X (en se limitant à des fi de la forme 1Ai , on obtient e∑

i αi1Ai
=

∑
i αieAi ,

de sorte que e∑
i αi1Ai

est mesurable) ; puis lorsque f est une fonction mesurable bornée

positive sur X (elle s’écrit alors f = sup↑n fn, où les fn forment une suite croissante
d’applications étagées sur X, de sorte que esup↑n fn

= sup↑n efn est mesurable) ; puis enfin

lorsque f est simplement mesurable bornée (on écrit f = f+−f− avec f+ et f− mesurables
bornées positives, de sorte que ef = ef+ − ef− est mesurable).

D.3. L’endofoncteur P : Mes −→ Mes est défini ainsi : à tout espace mesurable X,
il associe l’ensemble PX des probabilités sur X, muni de la plus petite tribu rendant
mesurables les évaluations eA, lorsque A parcourt la tribu X sur X ; à toute application
mesurable f : X −→ Y , il associe l’application f∗ : PX −→ PY : p 7→ f∗(p), (voir C.2).
La fonctorialité de P résulte de l’égalité (g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f∗. Pour vérifier que P est bien
un endofoncteur sur Mes, Il faut juste s’assurer que, pour toute application mesurable
f , l’application f∗ est mesurable, i.e., par définition même de la tribu sur PY , que, pour
tout B ∈ Y , l’application eB ◦ f∗ est mesurable. Mais ceci est immédiat, puisque, pour

toute probabilité p sur X, on a (eB ◦f∗)(p) = eB(f∗(p)) = (f∗(p))(B) = p(
−1

f (B)) = eA(p),

i.e. eB ◦ f∗ = eA, où A =
−1

f (B) ; or eA est mesurable puisque A l’est (car B et f sont
supposés mesurables).

Remarquons en passant que, pour tout A ∈ X , on a P1A = (1A)∗ = eA ; en effet, a
priori (1A)∗ : PX −→ P2 : p 7→ (1A)∗(p), mais en identifiant P2 à [0, 1] (toute probabilité
p ∈ P2 s’identifiant à sa valeur p({1}) ∈ [0, 1] qui la détermine entièrement), (1A)∗(p)

s’identifie à ((1A)∗(p))({1}) = p(
−1

1A({1})) = p(A) = eA(p). On peut alors retrouver que
eB ◦ f∗ est mesurable en écrivant eB ◦ f∗ = (1B)∗ ◦ f∗ = (1B ◦ f)∗ = (1A)∗ = eA, où

A =
−1

f (B).

D.4. L’unité de la monade des probabilités est η′′X : X −→ PX : x 7→ δx ; La naturalité

de η′′ résulte du fait que, pour tout x ∈ X et tout B ∈ Y , on a (f∗(δx))(B) = δx(
−1

f (B)) = 1

ou 0 (selon que x ∈
−1

f (B) ou non) = 1 ou 0 (selon que f(x) ∈ B ou non) = δf(x)(B), i.e.
f∗(δx) = δf(x).

La mesurabilité de η′′X résulte de celle des eA ◦ η′′X, lorsque A parcourt X . Or, pour
tout x ∈ X, (eA ◦ η′′X)(x) = eA(η′′X(x)) = eA(δx) = δx(A) = 1A(x), i.e. eA ◦ η′′X = 1A
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qui est mesurable, puisque A l’est.

PX f∗ // PY

X

η′′X

OO

f
// Y

η′′Y

OO P PX
µ′′X

��

(f∗)∗ // P PY
µ′′Y

��
PX

f∗
// PY

D.5. La multiplication de la monade des probabilités est ainsi définie : µ′′X : P PX −→
PX est l’application qui, à toute probabilité p̂ sur PX, associe la probabilité µ′′X(p̂) sur X
qui, à toute partie mesurableA deX, associe (µ′′X(p̂))(A) =

∫
PX eAdp̂ =

∫
PX eA(p)p̂(dp) =∫

PX p(A)p̂(dp).
Vérifions que, pour tout p̂ ∈ P PX, on a bien µ′′X(p̂) ∈ PX. Soit donc p̂ une pro-

babilité sur PX ; d’abord µ′′X(p̂) est positive (car eA l’est) et (µ′′X(p̂))(X) = 1 (car
eX(p) = p(X) = 1 pour tout p ∈ PX). Soit maintenant (An) une suite de parties mesu-
rables de X, 2 à 2 disjointes et telles que

⋃
An soit aussi mesurable ; alors, utilisant le

lemme D.2 ci-dessus et le fait que, pour tout n ∈ N, on a 1⋃n
k=0 Ak

=
∑n

k=0 1Ak , on peut
écrire e⋃

An = esup↑n
⋃n
k=0 Ak

= sup↑n e
⋃n
k=0 Ak

= sup↑n e
∑n
k=0 1Ak

= sup↑n
∑n

k=0 eAk , de sorte

que (µ′′X(p̂))(
⋃
An) =

∫
PX e

⋃
Andp̂ =

∫
PX sup↑n

∑n
k=0 eAkdp̂ = sup↑n

∑n
k=0

∫
PX eAkdp̂ =∑∞

k=0(µ′′X(p̂))(Ak), ce qui prouve la σ-additivité de µ′′X(p̂).
Pour prouver la naturalité de µ′′, on doit vérifier l’égalité f∗ ◦µ′′X = µ′′Y ◦ (f∗)∗ pour

toute application mesurable f : X −→ Y . Soit donc p̂ ∈ P PX et B ∈ Y ; alors ((f∗ ◦

µ′′X)(p̂))(B) = (µ′′X(p̂))(
−1

f (B)) =
∫

PX eAdp̂ où A =
−1

f (B), et ((µ′′Y ◦ (f∗)∗)(p̂))(B) =∫
PY eBd(f∗)∗(p̂) =

∫
PX eB ◦ f∗dp̂ ; il suffit donc d’utiliser l’égalité eB ◦ f∗ = eA établie

ci-dessus dans D.3.
Reste donc à prouver la mesurabilité de µ′′X pour tout espace mesurable X ; par

définition de la tribu sur PX, cela revient à la mesurabilité des eA ◦ µ′′X, lorsque A
parcourt la tribu X donnée sur X. Or, pour tout p̂ ∈ P PX, on a (eA ◦ µ′′X)(p̂) =
eA(µ′′X(p̂)) = (µ′′X(p̂))(A) =

∫
PX eAdp̂ = eeA(p̂) (voir D.1 ci-dessus pour la définition des

ef ), de sorte que eA ◦ µ′′X = eeA ; ceci prouve la mesurabilité de eA ◦ µ′′X, puisque eA est
mesurable (par définition de la tribu sur PX) et bornée (voir le lemme D.2).

Avant de quitter ce paragraphe, établissons le lemme suivant dont on se servira dans
D.7 :

D.6. Lemme. Pour tout f ∈Mesb(X) et tout p̂ ∈ P PX, l’application ef est p̂-intégrable
et l’on a l’égalité : ∫

X

fd(µ′′X(p̂))
∗
=

∫
PX
efdp̂

Preuve. Par le lemme D.2, on sait que l’application ef : PX −→ R est mesurable. De

plus, par définition même de la probabilité µ′′X(p̂), l’égalité
∗
= est vraie lorsque f = 1A,

où A ∈ X (puisque e1A = eA). Il en résulte immédiatement, par linéarité de l’intégrale,

que l’égalité
∗
= est vraie lorsque f est étagée. Elle est donc encore vraie lorsque f est

mesurable bornée positive, puisqu’elle s’écrit alors f = sup↑n fn, où les fn sont étagées
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(on utilise le théorème de convergence monotone). Le passage au cas où f est seulement
mesurable bornée n’est qu’une formalité en écrivant f = f+ − f− (on a bien sûr exploité
les propriétés de l’application Eval du lemme D.2). D’où le résultat.

D.7. Prouvons maintenant que TP = (P, η′′, µ′′) est bien une monade.
– L’égalité µ′′X ◦ η′′PX = idPX résulte du fait que, pour tout p ∈ PX, on a
µ′′X(η′′PX(p)) = p ; en effet, pour tout A ∈ X , on a (µ′′X(η′′PX(p)))(A) =
(µ′′X(δp))(A) =

∫
PX eAdδp = eA(p) = p(A).

– L’égalité µ′′X ◦ Pη′′X = idPX résulte du fait que, pour tout p ∈ PX, on a
µ′′X((η′′X)∗(p)) = p ; en effet, pour tout A ∈ X , on a (µ′′X((η′′X)∗(p)))(A) =∫

PX eAd(η′′X)∗(p) =
∫
X
eA ◦ η′′Xdp = p(A), puisque eA ◦ η′′X = 1A (voir D.4 ci-

dessus).
– L’égalité µ′′X ◦ µ′′PX = µ′′X ◦ Pµ′′X résulte du fait que, pour tout ˆ̂p ∈ P P PX, on

a µ′′X(µ′′PX(ˆ̂p)) = µ′′X((µ′′X)∗(ˆ̂p)) ; en effet, pour tout A ∈ X , on a :

– d’une part (µ′′X(µ′′PX(ˆ̂p)))(A) =
∫

PX eAd(µ′′PX(ˆ̂p))
∗
=

∫
P PX eeAd

ˆ̂p =∫
P PX eeA(p̂)ˆ̂p(dp̂) =

∫
P PX(

∫
PX eAdp̂)

ˆ̂p(dp̂) (la dernière égalité résultant de la

définition des ef , et l’égalité
∗
= du lemme D.6 ci-dessus) ;

– d’autre part (µ′′X((µ′′X)∗(ˆ̂p)))(A) =
∫

PX eAd(µ′′X)∗(ˆ̂p) =
∫

P PX eA ◦ µ
′′Xd ˆ̂p =∫

P PX eA(µ′′X(p̂))ˆ̂p(dp̂) =
∫

P PX(µ′′X(p̂))(A)ˆ̂p(dp̂) =
∫

P PX(
∫

PX eAdp̂)
ˆ̂p(dp̂).

E. La loi distributive τ : T
M
/TP

Elle est définie par les τX : M×PX −→ P(M×X) : (a, p) 7→ δa⊗p, pour tout espace
mesurable X (M étant bien sûr un monöıde mesurable).

E.1. Pour la naturalité de τ , on vérifie la commutativité du diagramme suivant pour
toute application mesurable f : X −→ Y :

M × PY τY // P(M × Y )

M × PX

M×f∗

OO

τX
// P(M ×X)

(M×f)∗

OO

On doit donc vérifier que, pour tout (a, p) ∈M ×PX, on a δa⊗ f∗(p) = (M × f)∗(δa⊗p).
Or, pour tout pavé mesurable A× B de M × Y , on a, d’une part (δa ⊗ f∗(p))(A× B) =

δa(A)(f∗(p))(B) = δa(A)p(
−1

f (B)), et, d’autre part ((M × f)∗(δa ⊗ p))(A × B) = (δa ⊗

p)((
−1

M × f)(A×B)) = (δa ⊗ p)(A×
−1

f (B)) = δa(A)p(
−1

f (B)).
La mesurabilité de τX résulte de celle des eA×B ◦τX, pour tout pavé mesurable A×B

de M × X. Or, pour tout (a, p) ∈ M × PX, on a (eA×B ◦ τX)(a, p) = eA×B(δa ⊗ p) =
(δa ⊗ p)(A × B) = δa(A)p(B) = 1A(a)eB(p) ; la mesurabilité de eA×B ◦ τX résulte donc
directement de celle de A et de B.
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E.2. Reste à vérifier les axiomes (Bi) (voir A.5).

(B1) : L’égalité τX ◦ (M × η′′X) = η′′(M × X) résulte du fait que, pour tout (a, x) ∈
M ×X, on a δa ⊗ δx = δ(a,x).

(B2) : L’égalité τX ◦ ηPX = PηX résulte du fait que, pour toute probabilité p sur X et

tout pavé mesurable A×B de M ×X, on a ((ηX)∗(p))(A×B) = p(
−1

ηX(A×B)) =
1A(e)p(B) = δe(A)p(B) = (δe ⊗ p)(A× B), la seconde égalité résultant du fait que

(
−1

ηX)(A×B) = {x ∈ X | (e, x) ∈ A×B} = B ou ∅, selon que e ∈ A ou non.

(B3) : L’égalité τX ◦ (M × µ′′X) = µ′′(M × X) ◦ PτX ◦ τPX résulte du fait que, pour
tout (a, p̂) ∈ M × P PX et tout pavé mesurable A× B de M ×X, on a, en posant
p = µ′′X(p̂) :

– d’une part (τX((M × µ′′X)(a, p̂)))(A×B) = (δa ⊗ p)(A×B) = δa(A)p(B) ;
– d’autre part (µ′′(M×X)((τX)∗(τ(PX)(a, p̂))))(A×B) = (µ′′(M×X)((τX)∗(δa⊗
p̂)))(A × B) =

∫
P(M×X)

eA×Bd(τX)∗(δa ⊗ p̂) =
∫∫

M×PX eA×B ◦ τX d(δa ⊗ p̂) =∫∫
M×PX(eA×B(δb ⊗ q))(δa ⊗ p̂)(dbdq) =

∫∫
M×PX((δb ⊗ q)(A×B))(δa ⊗ p̂)(dbdq) =∫∫

M×PX δb(A)q(B)(δa ⊗ p̂)(dbdq) =
∫

PX δa(A)q(B)p̂(dq) = δa(A)
∫

PX q(B)p̂(dq) =

δa(A)
∫

PX eB(q)p̂(dq) = δa(A)p(B).

(B4) : L’égalité τX ◦ µPX = PµX ◦ τ(M × X) ◦ (M × τX) résulte du fait que, pour
tout (a, b, p) ∈ M × M × PX et tout pavé mesurable A × B de M × X, on a
((µX)∗(τ(M×X)((M×τX)(a, b, p))))(A×B) = ((µX)∗(τ(M×X)(a, δb⊗p)))(A×

B) = ((µX)∗(δa ⊗ (δb ⊗ p)))(A × B) = (δ(a,b) ⊗ p)(
−1

µX(A × B))
∗∗
= δab(A)p(B) =

(δab ⊗ p)(A × B) = (τX(µPX(a, b, p)))(A × B), l’égalité
∗∗
= résultant du fait que

−1

µX(A×B) = {(c, d, x) ∈M ×M ×X | cd ∈ A et x ∈ B} = {(c, d) ∈M ×M | cd ∈
A} ×B.
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