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LOIS DISTRIBUTIVES. APPLICATIONS AUX AUTOMATES
STOCHASTIQUES

Dedicated to Albert Burroni on the occasion of the conference organised in
Paris VII in 2002 in honour of his retirement.

ELISABETH BURRONI

RESUME. Deterministic automata are algebras of the monad T, associated to a free
monoid M. To extend to nondeterministic and stochastic automata such a monadic for-
malism, it is suitable to resort to a notion richer than the one of monad, but equally
basic : the notion of distributive law between two monads. The notion of algebra on a
monad is then generalized by the one of algebra for a distributive law. The nondeter-
ministic and stochastic automata are precisely algebras for distributive laws whose first
monad is T),. If the nondeterministic case involves a distributive law between T,, and
the well-known power set monad, the stochastic case involves a distributive law between
T,, (where, here, M is a measurable monoid) and the probability monad. This allows
presentation of the stochastic automata as algebras for this distributive law. This pa-
per taking place at the confluence of the category, automata and probability theories,
we have, for the convenience of the reader not aware of each area, made useful reviews
about these subjects (in several appendices : A, B, C). We also recall in appendix D
the detailed construction of the probability monad; and, in appendix E, we construct
precisely the distributive law which links it to the monad T, .

1. Automates déterministes

Soit M = (M,e,m) un monoide (e est 'unité de M et m, sa loi, sera notée mul-
tiplicativement : (a,b) — ab, pour tout (a,b) € M x M). On lui associe une monade
T, =(T,,,n, ) sur la catégorie Ens des ensembles, définie de la maniere suivante : 1'en-
dofoncteur 7|, : Ens — Ens associe, a tout ensemble X, I'ensemble M x X et, a toute
application f : X — Y Papplication M X f: M x X — M xY : (a,z) — (a, f(z));
de plus, pour tout ensemble X, nX : X — M x X et uX : M x M x X — M x X
sont les applications respectivement définies par nX (z) = (e,z) et pX(a,b,z) = (ab,x)
(voir A.4, ou, plus généralement, on associe une monade a tout monoide d’une catégorie
monoidale).

Une T',-algébre est un couple (X, 0), ou X est un ensemble et 6 : M x X — X une
application vérifiant les axiomes (A;) et (Ag) des algebres (voir A.3), i.e. vérifiant, pour
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tout a,b € M et tout x € X,
Oe,z) =x et 6O(ab,x) =0(a,0(b,x))

Une T),-algebre s’appelle plus couramment un M-ensemble, mais, pour des raisons d’ho-
mogénéité de terminologie avec la suite, nous lui donnerons également le nom de M-auto-
mate déterministe (de loi de transition ). En se reportant & B.1, on constate trivialement
le fait suivant :

1.1.  PROPOSITION. Dans le cas ot M = ¥* (c’est-a-dire, le cas ou M est le monoide
libre engendré par un ensemble fini ), une T, -algebre est la donnée d’un automate
déterministe sur ['alphabet 3.

Pour décrire, en restant dans un cadre “monadique”, les automates non déterministes
et stochastiques, on a besoin d’une notion plus riche que celle de monade, celle de “loi
distributive” entre deux monades (voir A.5).

2. Algebres sur une loi distributive

Les automates non déterministes et stochastiques seront présentés plus loin comme
deux cas particuliers d'une notion d’algebre sur une loi distributive. Pour une intro-
duction aux lois distributives, voir A.5; dans cette section nous introduisons ce nou-
veau type d’algebre. Les données dans cette section sont les suivantes : T = (T, n, ) et
T = (T'",7, 1) sont deux monades sur une méme catégorie C, et 7 : T//T" une loi dis-
tributive de T sur 1", i.e. c’est la donnée d’un triplet 7 = (7,7, 7"), ou 7 : TT" — T'T
est une transformation naturelle rendant commutatifs les diagrammes (B;) rappelés dans
A.5. Tous les résultats donnés ci-dessous ont été démontrés dans [Bu’ 74].

2.1.  On appelle T-algébre (appelée D-algebre dans [Bu’ 74]), la donnée d’'un couple
(X,0), oun X est un objet de C et 0§ : TX — T'X un morphisme de C rendant commu-
tatifs les diagrammes suivants dans C :

(A) TX 0 T'X
k n'X
X
(A}) TTX Lo Xx X rrx T T X
k WX
TX ——~T'X

On retrouve les T-algebres, comme cas particulier des T-algebres, en prenant 7" = idc,
n =p =idp et T =idyp.
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2.2. La donnée d’une 7-algebre sur X est équivalente a la donnée d’une T-algebre sur
T'X qui est T-compatible avec la T"-algebre libre /X (voir A.6). Plus précisément, si
(X, 0) est une T-algebre, (T"X, ' X oT'0o7X) est une T-algebre qui est T-compatible avec
(T"X, 1/ X)) ; et inversement, si (T"X,0) est une T-algebre T-compatible avec (T'X, i/ X),
alors (X,0 o0 Tn' X) est une T-algebre.

2.3. La donnée de la loi distributive 7 : T'/T" équivaut a la donnée d’un prolongement
de la monade 7" sur C en une monade 7' = (7,7, i) sur la catégorie de Kleisli KI(7")
(voir A.7), ce qui signifie que les diagrammes suivants commutent si, pour le second, on

remplace le couple ({},1) par chacun des couples (n,7) et (u, ) (out Fr est défini dans
A7)

KI(T") —— = KI(T") K(T) __n ~KI(T")
T F Ak

Pour dire cela brievement, ces diagrammes signifient que, moyennant I'identification de la
catégorie C a son image Fi(C) dans KI(T") (voir A.7), la restriction de la monade 7" a
C est la monade T'. De plus, pour tout morphisme de Kleisli w : X --» Y (se reporter a
A.7 pour cette notation), Tu est le morphisme composé 7Y oTu : TX --+»TY.

TY TTY X~ T'TY
e o
X-->Y TXZ - - =TY

2.4. Si6:TX — T'X est un morphisme de C, alors (X, ) est une T-algebre dans C
ssi c’est une T' -algebre dans KI(T"); en effet, remarquant que 6 est en fait un morphisme
de Kleisli TX --» X, ga n’est qu'une question de traduction dans KI(7") des axiomes (A})
de 7-algebres donnés dans 2.1 : fonX =n'X et o uX = /X oT"0 o 7X o T s’écrivent
(voir A.7) onX =idx et Qo puX = ' X oT'0 0T8O = 0 5 TH, ou encore, moyennant le
fait que la monade T est la restriction de la monade T A C, elle-méme considérée comme
une sous-catégorie de KI(T"), § 6 nX = idx et 6 6 1X = 0 6 T, qui ne sont autres que
les axiomes (A;) de f—algébres rappelés dans A.3.

2.5.  Ceci nous conduit a définir la catégorie Alg(7) des T-algebres comme étant égale a
la catégorie Alg(f) des T—alg‘ebres; ses objets sont donc les T-algebres et ses morphismes
les u : (X,0) --» (X',0), i.e. les u: X --» X' vérifiant u 6 § = 6 5 T (ce qui sécrit
T'fof =0 oTf dans le cas particulier on f: X — X’ est un morphisme de C).

On a un foncteur F': Alg(T) — Alg(r), défini par F(X,0) = (X,nX 00) et F(f) =
X' o f (ou f:(X,0) — (X',0)) qui permet d’identifier Alg(7T) & une sous-catégorie
de Alg(r); il admet un adjoint & droite U : Alg(t) — Alg(T), défini par U(X,60) =
(T"X, (/X oT'0 o 7X) (voir 2.2) et U(u) = /X" o T'u (ot u : (X,0) --» (X',0)). Ce
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couple d’adjoints (F,U) (c’est en fait un relevement du couple d’adjoints (Fr+, Ups) qui
induit la monade 7" sur C (voir A.7)) induit lui-méme la monade 7" sur Alg(T), de

sorte que l'on a un foncteur de comparaison plein et fidele Alg(T) N Alg(f’), défini par
0-(X,0) = (T"X, (WX oT"0o7X), /' X) (voir 2.2 et A.6) et ¢,(u) = (/X" oT"u (ol u est
comme ci-dessus), qui vérifie les relations ¢, o F' = F T ot UT o ¢, = U ; ainsi la catégorie
Alg(r) est équivalente & la sous-catégorie pleine ¢, (Alg(r)) de Alg(T") ~ Alg(f) dont les
objets sont les ((1"X,0), ;' X) (voir 2.2 et A.6). Ce foncteur est un relevement du foncteur

de comparaison Ki(7") 2, Alg(T") rappelé dans A.7.

3. Automates non déterministes

3.1. INTRODUCTION. Les automates non déterministes constituent une premiere va-
riante du cas déterministe. Soit ¥ un ensemble fini; dans un automate non déterministe
sur l'alphabet Y, I'action d’un mot sur un état a pour résultat, non pas un nouvel état
(comme dans le cas déterministe), mais un ensemble d’états “possibles” (voir B.2); la loi
de transition de cet automate est donc une application de la forme X* x X — PX, ou
PX est I'ensemble des parties de X. Précisément, on peut redéfinir les automates non
déterministes sur un alphabet Y comme les algebres d’une loi distributive entre la mo-
nade associée au monoide ¥* et la “monade des parties”. Nous généralisons en prenant
un monoide M quelconque au lieu de ¥* (voir [Bu’ 74]), et nous appellerons M-automate
non déterministe, une t-algebre, ou 7 : T, /T, est la loi distributive que nous allons
maintenant définir.

3.2.  Précisément, considérons, comme dans le paragraphe 1, la monade T, sur Ens
associée a un monoide M = (M, e, m) donné; considérons aussi la monade des parties
T, = (P,n', 1) sur Ens, ot I'endofoncteur P : Ens — Ens associe a tout ensemble X
I’ensemble PX de ses parties, et a toute application f : X — Y l'application PX —
PY qui, a toute partie A de X, associe son image f(A) dans Y ; de plus, n’ X : X — PX
et W/ X : PPX — PX sont respectivement les applications singleton et réunion. On
montre facilement que l'application 7X : M x PX — P(M x X), définie, pour tout
(a,A) € M x PX, par 7X(a,A) = {a} x A, est la transformation naturelle d’'une loi
distributive 7 : T, /T,. Une 7-algebre est donc ici la donnée d'un ensemble X muni d’une
application 6 : M x X — PX vérifiant les axiomes (A}) ci-dessus, i.e. tels que, pour
tout a,b € M et tout x € X, on ait :

Oe,a) = {r} et B(ab.2) = Upeopnfla,y)
Se reportant a B.2, on obtient la proposition suivante :

3.3.  PROPOSITION. Dans le cas ot M = ¥* (et ou X est un ensemble fini), une T-algebre
est la donnée d’un automate non déterministe sur alphabet 3.



LOIS DISTRIBUTIVES. APPLICATIONS AUX AUTOMATES STOCHASTIQUES 203

3.4. La donnée d’un automate non déterministe, i.e. d’'une 7-algebre M x X 2 px

est équivalente (voir 2.2 ci-dessus) a la donnée d'une T),,-algebre M x PX . PX qui
est T-compatible avec la multiplication p'X, i.e. telle que, pour tout a € M, I'opérateur
O(a,—) : PX — PX vérifie, pour tout A € PPX, 0(a,Uscq A) = Uaeq 0(a, A). Plus
précisément, la T, -algebre § associée & la 7-algebre 0 est définie par 0(a, A) = Upenb(a, x)
(ainsi 'automate non déterministe sur les états se transforme en un automate déterministe
sur les parties d’états, avec une condition de commutation aux réunions).

3.5. La catégorie de Kleisli de la monade 7, des parties est (plus précisément : est
équivalente a) la catégorie Rel des relations entre ensembles; en effet, un morphisme
u : X --» Y dans cette catégorie de Kleisli (voir la convention sur la notation des
morphismes de Kleisli et leur composition dans A.7), i.e. une application u : X — PY
dans Ens équivaut a la donnée de la relation R, C X x Y définie par (z,y) € R, ssi
y € u(x); on dira donc que u : X --» Y est une relation. Si maintenant v : Y --+ Z est
une autre relation, alors, d’apres A.7, (v o u)(z) = (WZ o Pvou)(x) = U ey v(y); par
suite (x,2) € Rys, ssi il existe y € Y vérifiant (x,y) € R, et (y,2) € R, ; on obtient donc
la proposition suivante :

3.6. PROPOSITION. La composition 6 dans la catégorie de Kleisli Rel est la composition
habituelle des relations.

D’apres 2.3, on a un prolongement TAVI : Rel — Rel qui, a toute relation u : X --» Y,
associe la relation i:[u =7Yo(Mxu): M xX --» M xY :(azx)— {a} x u(xz). En
particulier, pour 6 : M x X --» X, larelation T,,6 = 7Xo(M x8) : MxMxX --» MxX
est définie par (TVMG)(CL, b,z) = {a} x 0(b, ).

__De plus, se référant a 2.4, une 7-algebre ¢ : M x X — PX dans Ens est aussi une
T,-algebre 0 : M x X --» X dans Rel.

4. Automates stochastiques

4.1. INTRODUCTION. Soit ¥ un ensemble fini; un automate stochastique sur ’alphabet
¥, lorsqu’il lit un mot, donne une probabilité sur les états (voir C.6); sa loi de transition
(appelée probabilité de transition) est donc une application de la forme ¥* x X — PX,
ou PX est 'ensemble des probabilités sur X (on doit donc supposer que X est un espace
mesurable). On obtient alors les automates stochastiques sur un alphabet ¥ comme les
algebres d’une loi distributive entre la monade associée au monoide X* et la “monade
des probabilités”, ces monades étant définies, non pas sur Ens, mais sur la catégorie
des espaces mesurables (X* étant muni de sa tribu discréte). Nous généralisons donc en
prenant un monoide M quelconque (mais mesurable : voir 4.2 ci-dessous) au lieu de ¥*.

4.2. Considérons la catégorie Mes des applications mesurables entre espaces mesu-
rables. C’est une catégorie monoidale (voir A.1) d'unité 1 et de loi monoidale le produit
d’espaces mesurables. Dans cette catégorie monoidale, fixons un monoide M = (M, e, m)
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(nous dirons que c’est un monoide mesurable : M est un espace mesurable, son unité et
sa multiplication sont des applications mesurables; voir A.2) et considérons la monade
T, = (T,,,n, ) qui lui est associée sur Mes (voir A.4; cette monade est similaire a celle
que nous avions définie sur Ens dans le paragraphe 1, sauf qu’ici, les applications nX et

X sont mesurables pour tout espace mesurable X).

4.3. Décrivons la monade des probabilités Tp = (P, n”, 1) sur Mes (voir [Tull 71], [Giry
81], et 'appendice D ol nous donnons une preuve détaillée du fait que c’est une monade).
Son endofoncteur P : Mes — Mes associe a tout espace mesurable X 1’ensemble
PX des probabilités sur X, que ’on munit de la plus petite tribu rendant mesurables les
évaluations ey : PX — [0,1] : p — p(A), lorsque A parcourt la tribu donnée sur X (0, 1]
étant muni de sa tribu borélienne). De plus, si f : X — Y est une application mesurable,
Pf:PX — PY est 'application définie, pour tout p € PX, par Pf(p) = f.(p), la p-loi
de fsur Y (voir C.2).
L’unité et la multiplication de cette monade sont définies comme suit :
- "X : X — PX est 'application qui associe la probabililité de Dirac ¢, a I’élément
reX,;
- "X : PPX — PX est l'application qui, a toute probabilité p sur PX, asso-
cie la probabilité p” X (p) sur X ainsi définie : pour toute partie mesurable A de
X, (WX(P)(A) = foxeadp = fox ealppldp) = fox p(A)p(dp) (est donc la
p-moyenne des p(A) lorsque p parcourt PX ; voir C.2 pour la notation des intégrales).
Bien entendu, les applications Pf = f,, " X et p” X sont mesurables (car leurs composés
avec chaque évaluation e4 sont mesurables. .. voir C.1 et I'appendice D).

4.4. On définit une loi distributive 7 : T, /Tp de la maniére suivante : pour tout espace
mesurable X, 'application 7X : M xPX — P(M x X)) est définie, pour tout (a,p) € M X
PX, par 7X(a,p) = 6,@p (produit des probabilités d, et p); on vérifie (voir 'appendice E
pour une preuve détaillée) que c’est une application mesurable pour tout espace mesurable
X et que cela définit une transformation naturelle 7 : T',[P — PT’,, qui vérifie les axiomes
(B;) des lois distributives (voir A.5). On obtient ainsi une loi distributive 7 : T, /Tp.

4.5. PROPOSITION. Soit 7 : T,,/Tp la loi distributive décrite dans 4.4 ci-dessus. Une
T-algébre est la donnée d’un M -automate stochastique, i.e. (voir C.6), c’est la donnée
d’un espace mesurable X et d’une application mesurable 0 : M x X — PX tels que, pour
tout a,b € M, tout x € X et toute partie mesurable A de X, on ait :

Be.x) =6, et (B(ab,x))(A) = /X (6(a, ))(A) (0(b. 2))(dy)

Dans le cas ou M = X* (et ou 3 est un ensemble fini), une T-algébre est la donnée d’un
automate stochastique sur [’alphabet ..

PREUVE. 1l s’agit donc de comparer les axiomes (A;) de 7-algebre (voir 2.1) avec les
axiomes ci-dessus. L’axiome (A}) donne immédiatement #(e,z) = J, pour tout x € X.
Pour I'axiome (A}), soit a,b € M, x € X et A une partie mesurable de X ; on obtient alors
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e pact (00X b.2))(4) = (0, 2))(4)ef, Lantre pt <<u"XoIP>eoTXo<M><

0))(a, b, 93))(14) = (W' X(0.(0a © 0(b, x))))(A) = f ead(d = [farxxeac
0d(0, @ 0(b,z)) = [[i1.x(0(c,y))(A)(0a @ O(b, x dcdy fx 9 A)(O(b, 2))(dy).
D’ou I’égalité = Cherchee. [

4.6. La donnée d'une r-algebre M x X -2 PX est équivalente (d’apres 2.2 ci-dessus)

a la donnée d'une T, -algebre M x PX . pXx, T-compatible avec la multiplication p” X
(ainsi I'espace des probabilités d’un automate stochastique est un automate déterministe
T-compatible avec la multiplication de la monade Tp des probabilités), i.e. telle que,
pour tout a € M et tout p € PPX, on ait I'égalité : 6(a, 1’ X (p)) = "X (6.(3, @ p)).
Plus précisément, la T, -algebre 6 associée a la T-algébre § est définie par (6(a, p))(A) =
(WX (0.0, ® P)A) = [pxead0(da ® p)) = [[yxea o 0d(0a ® p) =
S i xc (000, ) (A)(0a @ p)(dbdx) = [, 6(a,x)(A)p(dz) pour toute partie mesurable A
de X.

4.7. La catégorie de Kleisli de la monade Tp des probabilités est la catégorie, notée
Stoch, dont les objets sont les espaces mesurables et les morphismes les probabilités de
transition, puisqu'un morphisme de Kleisli v : X --» Y est une application mesurable
u: X — PY (voir A.7 et C4). De plus, siuw : X --» Y et v : Y --» Z sont deux
probabilités de transition, leur composé v o v dans la catégorie de Kleisli Stoch est ainsi
défini (voir A.7) : si x € X et si p est la probabilité image v, (u(x)) sur PZ (c’est donc
un élément de PPZ), alors (v 6 u)(x) = p”"Z(p) est la probabilité sur Z qui, a toute
partie mesurable C' de Z, associe le réel (1"Z(p))(C) = [z, ecdp = [, ec o vd(u(x)) =
[y ec(v))(u(z))(dy) = [, (v(y))(C)(u(x))(dy). On a donc obtenu I'égalité :

((v o u)(@))(C) = /Y(v(y))(C)(U(fv))(dy)

pour tout x de X et toute partie mesurable C' de Z; d’ou la proposition suivante :

4.8. PROPOSITION. [Giry 81] La composition & dans la catégorie de Kleisli Stoch est
exactement la composition habituelle des probabilités de transition rappelée dans C.4 :
V0O U = VU.

D’apres 2.3 ci-dessus, on a un prolongement TA\; : Stoch — Stoch qui, a toute
probabilité de transition u : X --» Y associe la probabilité de transition ﬁu =71Yo0
(M xu): MxX --»MxY :(a,z)— 6, ®u(z). En particulier, pour § : M x X --» X,
la probabilité de transition i\;@ =7Xo(Mx0): MxMxX --» M x X est définie par
(T,,0)(a,b,z) = 6, @ O(b, ).

__De plus, se référant a 2.4, une 7-algebre 6 : M x X — PX dans Mes est aussi une
T, ,-algebre 0 : M x X --» X dans Stoch.
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5. Processus et chaines de Markov homogenes

On conserve ici la loi distributive 7 : T, /Tp du paragraphe 4.
5.1. Se référant a C.8 et C.9, on obtient les corollaires suivants de la proposition 4.5 :

5.2.  COROLLAIRE. Dans le cas ou le monoide M est Ry (avec l'addition usuelle), que
l’on. munit de la tribu borélienne, une T-algebre étant un Ry -automate stochastique, c’est
donc un processus Markovien homogene.

5.3.  COROLLAIRE. Dans le cas ot le monoide M est N (toujours pour 'addition usuel-
le), muni de la tribu discréte, une T-algebre étant un N-automate stochastique (le monoide
N est librement engendré par X = 1), c’est donc une chaine de Markov homogéne.

5.4. Dans la catégorie de Kleisli Stoch, on a un objet des entiers naturels (i.e. un
NNO... voir A.8) : c’est simplement I'ensemble N des entiers naturels muni de sa tribu
discrete et des deux applications z: 1 — N :0—0et s : N — N :n+— n+1 (c’est un
NNO dans Ens, donc dans Mes (car N est discret), et donc aussi dans Stoch, puisque le
foncteur Fr, : Mes — Stoch possede un adjoint a droite Ug, (voir A.7, A.8 et [Bu 86))).

Plus concretement, si 1 25 X et X -Z5 X sont deux probabilités de transition, il existe
une unique probabilité de transition ¢ : N --» X définie par la récurrence ¢(0) = v
et o(n+ 1) = (7 6 p)(n), i.e. rendant les diagrammes ci-dessous commutatifs dans la
catégorie Stoch :

1—==N-—=N

N | !
; N4 e
Ay Y

X -z > X
Ceci traduit de maniere catégorique le fait, rappelé dans C.8, que la donnée d’une proba-
bilité v sur X et d'une probabilité de transition 7 : X --» X détermine entierement les

lois d’une chaine de Markov homogene (elles s’écrivent, rappelons-le, m, 6 v = m,v,
n fois n fois

onm, = mo...om = T...7). En effet, par définition de ¢, ces lois sécrivent ici
oo v =v=p(0) et, pour tout n € N*, m, o v =m, 5 p(0) =m,_1 0 (70 p(0)) =7,_1 0
p(1)=---=7op(n—1)=p)

APPENDICES

A. Rappels en théorie des catégories

A.1. Une catégorie monoidale est définie par un 6-uplet (V,®, 1, a, A, p), ou V est
une catégorie, I un objet de V, ® : V x V — V un foncteur (appelés, respectivement,
unité et loi monoidale de V) et a, A et p sont des isomorphismes naturels de la forme (ou
X,Y, Z sont des objets de V) :

axyz XY RZ2) 2 (XQY)®Z, M x:IX~X px: X®I~X,
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vérifiant les axiomes suivants :

X®(I®Y) = (XY

X®A pRY

X®Y

XY ®(ZoT)~XeY)®(ZeT) 2~ (XeY)®Z)®T

X®ai Ta@T

X2 (Yo2)aT) XeoYe2)aT

(&7

(Ar = pr : I ® I — I est une conséquence). On sait que toute catégorie monoidale est
équivalente a une catégorie monoidale stricte, .e. une catégorie monoidale dans laquelle
les isomorphismes «, A et p sont des identités (la loi monoidale est associative et I'unité est
neutre), voir [McL 72]. Cela permet de supposer que la catégorie monoidale dans laquelle
on travaille est stricte et donc qu’on peut la noter par un triplet (V,®, I).

EXEMPLES. La catégorie des ensembles, munie des produits cartésiens et de I’ensemble 1,

est une catégorie monoidale (Ens, x,1).
Pour toute catégorie C, on a une catégorie monoidale (C€, id¢) (notation multipli-
cative de la loi monoidale, c’est-a-dire par une absence de symblole!). Les objets de C€
1]

sont les endofoncteurs de C et les morphismes, dont la composition est notée par “o”,
sont les transformations naturelles.

A.2.  Un monoide (ou, une monade, au sens premier donné par Benabou [Ben 67]) dans
une catégorie monoidale (V, ®, I') est défini par un triplet (M, e, m), ou M est un objet de
V,e:I — Metm: M®M — M (resp. unité et multiplication du monoide) sont des
morphismes de V vérifiant mo(e®@ M) = M = mo(M®e) et mo(m®M) = mo(Mm).

mQM

Me@MeM

Moe M®m

A.3. Une monade sur une catégorie C est un monoide dans la catégorie monoidale C€
mentionnée plus haut ; ¢’est donc la donnée d’un triplet 7' = (T, n,u), ou T : C — C

est un foncteur, n : idc — T et p: TT — T (I'unité et la multiplication de la monade)
des transformations naturelles vérifiant ponT =T =poTn et po ul = po T .

nT T
idg ! T " TT TTT
T ™

Etant donné une monade T' = (7', n, ;1) sur une catégorie C, une T-algébre est la donnée
d’un couple (X, ), ou X est un objet de C et # : T X — X un morphisme de C rendant
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commutatifs les diagrammes suivants dans C :

(A) TX f X (As) TTX L>TX
j;?\\\ //3:1 “Xi ie
X TX ——X

Toutes les structures libres définissent des monades : par exemple, la monade “monoides li-
bres”, la monade “groupes abéliens libres”, etc. ont pour algebres respectives les monoides,
les groupes abéliens, etc.

On définit la catégorie Alg(T) des T-algebres comme étant la catégorie dont les objets
sont les T-algebres et les morphismes les f: (X,0) — (X', 6'), ou f : X — X’ est un
morphisme de C vérifiant fof =@ o Tf. On a un foncteur d’oubli U? : Alg(T) — C
défini par UT(X,0) = X et UT(f) = f: X — X'si f: (X,0) — (X', 0); ce foncteur
admet un adjoint F7 : C — Alg(T) qui, & tout objet X de C, associe la T-algébre libre
(TX, nX) associée a X (ou engendrée par X) et, a tout morphisme f: X — Y de C, le
morphisme Tf : (T X, uX) — (TX', uX’) de Alg(T).

Le couple d’adjoints (FT,UT), décrit ci-dessus, induit la monade T sur C.

A.4. Fixons-nous un monoide (M, e, m) dans une catégorie monoidale (V,®,I); on lui
associe naturellement une monade T, = (T,,,n, 1) sur V, ou l'endofoncteur 7T, associe
I'objet M @ X (resp. le morphisme M ® f: M @ X — M ®Y) a tout objet X (resp. a
tout morphisme f : X — Y) de V; de plus, pour tout objet X de V, les morphismes
NnX : X — MXet uX : M@MxX — M® X sont respectivement égaux a e @ X

et m® X.

A5, Soit T = (T,n,p) et TV = (T",1', 1) deux monades sur une méme catégorie C.
Une loi distributive 7 de T sur T' (ce que l'on notera 7 : T/T" (voir [Beck 69]) est la
donnée d'un triplet 7 = (7,7,7"), ou 7 : TT" — T'T est une transformation naturelle
rendant commutatifs les diagrammes suivants dans C€ :

(B) TT (By)  TT T T'T
\ / nT/ 71/,,7
T/
(By) TT'T T'TT I T'T'T
\ wT
- T'T
(By) TTT TT'T ™ T'TT

\ -
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On démontre qu’une loi distributive est une monade dans la 2-catégorie des monades
(c’est une des manifestations du caractere ubiquitaire des monades!)

EXEMPLE ORIGINEL. La loi distributive “modele” relie la monade “monoides libres” a
la monade “groupes abéliens libres”. En effet, le schéma d’origine des lois distributives
est donné par la distributivité, dans un anneau, de la multiplication par rapport a I’ad-
dition, qui fait passer d'un mot de combinaisons linéaires a une combinaison linéaire
de mots; autrement dit, cette distributivité est décrite par une application de la forme
X (ZX))* — ZX7) soumise & des conditions du type des (B;) ci-dessus (out X* et Z(X)
sont respectivement le monoide libre et le groupe abélien libre engendrés par I’ensemble
X).

A.6. LES EQUIVALENCES DE J.BECK.

a) Le fait que le groupe abélien libre engendré par un monoide M soit encore un monoide
(qui est ’anneau libre des polynomes sur X quand M = X*) a conduit J.Beck a établir
que la donnée d’une loi distributive 7 : T'/T" est équivalente :

— d’une part, a la donnée d’un relevement de la monade 7" sur C en une monade T =

(T’ n', ') sur la catégorie Alg(T') des T-algebres, ce qui signifie que les diagrammes
suivants commutent si, pour le second, on remplace le couple ({},f}) par chacun des

couples (i, 17) et (i, 1) -

Alg(T) Alg(T) Alg(T) 4 Alg(T)
¢S S

T/

En bref, si 7 : T/T" est une loi distributive, le premier diagramme signifie que
I'image, par le foncteur f’ d’une T-algebre sur X est une T-algebre sur 7"X (plus
precisement T'(X,6) = (T"X,T'0 o 7X)), et le second diagramme que 7' = 7 et
' = pu (plus précisément, 17/(X,0) = 7' X et (X, 0) =1 X).
— d’autre part, a la donnée d’une monade composée T = (T ., 1) sur C, ou T=TT
(plus précisémént, 1 =n'n et = (p'p) o (T'7T)).
b) S’inspirant du fait que la donnée d’une structure d’anneau est équivalente a la donnée
de deux opérations x et + telles que la premiere soit distributive par rapport a la
seconde, J.Beck a aussi prouve que, s'il existe une loi distributive 7 : T'/T”, alors la

donnée d'une T- algebre (X, 6’) dans C est equlvalente a la donnée d’une T"- algebre
((X,0),0) dans Alg(T) (avec §=00T0:0=00yTX et =0o T'nX), i.e. ala
donnée d’une T-algebre (X, 6) et d’'une T'-algebre (X, 6’) qui sont T-compatibles, i.e.
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telles que le diagramme suivant commute dans C :

TT'X X T7'TX

> ~
TX T'X
X X

Ce que 'on peut exprimer en disant que les catégories d’algebres Alg(T) et Alg(T")
sont équivalentes.

id

A.7. CATEGORIE DE KLEISLI D’'UNE MONADE. Soit 7' = (7,1, ) une monade sur une
catégorie C. La catégorie de Kleisli de T, notée KI(T), est la catégorie suivante : ses
objets sont les mémes que ceux de C; un morphisme, noté u : X --» Y, dans KI(T) est
un morphisme de C de la forme v : X — TY. Le composé v 6 u : X --» Z dans KI(T),
de deux morphismes u: X --» Y et v:Y --» 7, est défini par vou = puZ oTvou.

11z

TY TZ

L’identité, dans KI(T'), associée a un objet X, est notée idy et est définie par idy = nX :
X --» X.

Entre les catégories C et KI(T'), on a un foncteur Ur : KI(T) — C défini, pour
tout objet X de KI(T), par Up(X) = TX et, pour tout v : X --» Y, par Up(u) =
wY oTu : TX — TY. Ce foncteur a un adjoint a gauche Fr : C — KI(T) défini,
pour tout objet X, par Fr(X) = X et, pour tout morphisme f : X — Y de C, par
Fr(f)=nYof: X --»Y (le foncteur Fr permet souvent d’identifier C & la sous-catégorie
Fr(C) de KI(T)).

Le couple d’adjoints (Fr, Ur), décrit ci-dessus, induit la monade T" sur C.

On a un foncteur plein et fidele (dit foncteur de comparaison) KI(T') N Alg(T) qui
vérifie les relations (voir A.3 ci-dessus pour les foncteurs UT et FT) : ¢po Fp = FT et
UT o ¢ = Ur (il est défini par ¢(X) = (TX,pX) et ¢p(u) = puY oTu (ot u: X --»Y));
ainsi, la catégorie KI(T') est equivalente a la sous-catégorie pleine ¢(KI(T")) de Alg(T)
dont les objets sont les T-algebres libres (T'X, uX).

En fait, Alg(T) est une complétion de ¢(KI(T)) ~ KI(T') par conoyaux; plus préci-
sément, si (X, 0) est une T-algebre, le morphisme (T'X, uX) N (X,0) est un conoyau
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dans Alg(T') du couple de morphismes de ¢(KI(T)) :

T0

(TTX, uTX) (TX, nX)

nX
Autrement dit, la T-algebre (X, 6) est un quotient de la T-algebre libre (T'X, uX)).

A.8. Un objet des entiers naturels (ou NNO), dans une catégorie C avec objet final
1, est la donnée d’un objet N, muni de deux morphismes 1 — N —— N assujettis &
la propriété universelle suivante : pour tout objet X de C, muni de deux morphismes

1 -Lox 4 x , il existe un unique morphisme ¢ : N — X rendant les diagrammes
suivants commutatifs dans C' :

1—=>N—"2>N

Nk

EXEMPLE. L’ensemble N des entiers naturels, muni des deux applications : 1 — N — N,
définies par z(0) = 0 et, pour tout n € N, par s(n) = n + 1, est évidemment un NNO
dans la catégorie Ens.

A.9. PROPOSITION. [A. Burroni [Bu 86]] Tout foncteur admettant un adjoint a droite
commute aux NNO (en fait, il commute aux extensions de Kan indexées par des graphes).

B. Rappels en théorie des automates déterministes et non déterministes

On fixe un ensemble fini ¥ qu’on appelle alphabet et dont les éléments sont appelés
symboles. On note X* le monoide libre engendré par X. Les éléments de X* s’appellent des
mots. Un mot a € X* est une suite finie & = ajas . . . o, de symboles (aq, g, . .., ap, € ).
L’entier n est la longueur de a. En particulier, pour n = 0, on a le mot vide, qu’on notera
e, et qui est 'unité du monoide ¥*. Pour les deux définitions qui suivent, voir [Star 72].

B.1. Un automate déterministe sur 'alphabet ¥ est la donnée d'un couple (X, 4), ou X
est un ensemble et § : X x X — X une application appelée fonction de transition. Elle
s’étend (par induction sur la longueur des mots) en une application 6 : ¥* x X — X
(appelée loi de transition de 'automate déterministe) vérifiant, pour tout a,b € ¥* et
tout x € X, les deux axiomes suivants :

O(e,x) =x et 6O(ab,z) =0(a,d(b,x))

Les éléments de X sont appelés les états de 'automate. L'égalité 0(a, x) = y s’interprete
en disant que, lisant a, 'automate passe de I'état x a 1’état y. Les deux axiomes ci-dessus
reviennent a dire, d’une part que le mot vide ne fait pas changer d’état I'automate et,
d’autre part que les mots agissent séquentiellement (i.e. symbole apres symbole) sur les
états.
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B.2. Un automate non déterministe sur 'alphabet ¥ est encore la donnée d’un couple
(X,0), mais ou la fonction de transition est cette fois de la forme 6 : ¥ x X — PX
(ot PX est 'ensemble des parties de X). Comme précédemment, I’application § s’étend
par induction en une application € : ¥* x X — PX (encore appelée loi de transition
de lautomate non déterministe) vérifiant, pour tout a,b € 3* et tout z € X, les deux

axiomes suivants :
O(e,x) ={x} et 6O(ab,x) U 0(a,y)
yel(bx)

Ici encore, les éléments de X sont appelés les états de 'automate. L’égalité 0(a,z) = A
s’interprete en disant que A est ’ensemble des états “possibles” dans lesquels 'automate
peut se mettre, partant de I’état x, quand il lit a; les deux axiomes ci-dessus traduisent
encore le fait que le mot vide n’a aucune action sur 'automate et que les mots agissent
séquentiellement.

C. Rappels en théorie des probabilités et en théorie des automates sto-
chastiques

Si X, Y, Z, etc. sont des espaces mesurables, on désignera par X', ), Z, etc. leurs
tribus respectives. On considere 1’ensemble R (ainsi que toutes ses parties) muni de la
tribu borélienne.

C.1. Une probabilité sur 'espace mesurable X est une mesure positive p vérifiant
p(X) = 1. Pour tout espace mesurable X, on désigne par PX l'’ensemble des proba-
bilités sur X ; dans tout cet article, 'ensemble PX sera considéré comme un espace
mesurable en le munissant de la plus petite tribu rendant mesurables les évaluations
ea: PX — [0,1] : p — p(A), ou A parcourt la tribu X sur X. Ce qui équivaut a dire
que, pour tout espace mesurable Y, une application u : Y — PX est mesurable ssi tous
les composés ey o u sont mesurables, lorsque A parcout la tribu X sur X.

C.2. Soit f: X — Y une application mesurable (appelée aussi variable aléatoire en
théorie des probabilités) et p une probabilité sur X. On définit une probabilité image f.(p)

-1
sur Y en posant (f.(p))(B) = p( f (B)) pour toute partie mesurable B de Y ; on appelle

habituellement p-loi de f cette probabilité image f.(p), et on note p(f € B) 'expression
—1
p( f(B)) interprétée comme étant la probabilité que f soit dans B. Dans le cas ou l'on a

p(f € B) =1, on dit que f est p-presque sirement dans B. Dans le casou Y = R et ou f
est mesurable positive l’intégrale de f par rapport a p a un sens (elle peut étre infinie) et
se note [y fdp = [ f(x)p(dx); si f est mesurable bornée, elle est p-intégrable (i.e. son
intégrale par rapport a p eX1ste et est finie).

C.3. Soit X et Y deux espaces mesurables. On appelle probabilité de transition de X
vers Y ([Nev 64]) une application 7 : X x Y — [0, 1] telle que, d’une part, pour tout
x € X, lapplication m(x,—) : Y — [0,1] est une probabilité sur Y, et, d’autre part,
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pour tout B € Y, I'application 7(—, B) : X — [0, 1] est mesurable. Soit donc 7 une telle
probabilité de transition de X vers Y, f : ¥ — R une application mesurable (positive
ou bornée) et z € X ; on note [, f(y)m(x,dy) l'intégrale de f par rapport & la probabilité
m(x,—) sur Y.

Si 7’ est une autre probabilité de transition de Y vers Z, on définit une nouvelle
probabilité de transition de X vers Z, appelée produit (ou composition) des probabilités
de transition 7 et 7', en posant, pour tout z € X et tout C € Z :

(ﬁwmﬂg/ﬂ@ﬁh@w)

Y

Enfin, les probabilités de transition operent sur les probabilités de la maniere suivante :
si v est une probabilité sur X, 7 une probabilité de transition de X vers Y, on définit une
probabilité v sur Y en posant, pour tout B € Y :

(mv)(B) (i)/Xﬂ(x,B)u(da:)

En fait, la formule (2) est un cas particulier de la formule (1) en faisant X = 1 dans (1).

C.4. Considérons maintenant une application mesurable v : X — PY ; une telle
donnée équivaut au fait que, pour tout z € X, u(z) est une probabilité sur Y et que,
par définition méme de la tribu sur PY (voir C.1 ci-dessus), pour toute partie mesurable
B de Y, I'application egou : X — [0,1] : x — (u(z))(B) est mesurable ; ainsi, la donnée
d’une application mesurable u : X — PY est équivalente a la donnée de la probabilité
de transition m de X vers Y définie par w(x, B) = (u(x))(B) pour tout € X et tout
B e Y ([Giry 81]).

C.5. DEFINITION. On appellera dorénavant probabilité de transition une application
mesurable de la forme u : X — PY ; en particulier, toute probabilité v sur X s’identifie
(en posant v(0) = v) & une probabilité de transition v : 1 — PX.

Les formules (1) et (2) données dans C.3 ci-dessus se traduisent donc ici par :

wwmm@éﬁmwwm@>awmm@éwmwwm

pour tout z € X, tout C € Z, toute probabilité v sur X, et toutes probabilités de
transition u : X — PY etv:Y — PZ.

C.6. Soit ¥ un ensemble fini. Un automate stochastique sur 'alphabet ¥ (voir [Star
72]) est la donnée d’'un couple (X, 6), on X est un ensemble et 6 : ¥* x X — PX une
application mesurable (3X* étant muni de sa tribu discréete) vérifiant les deux axiomes
suivants :

mm:@aemmw@Amemmwww
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(ou 0, est la probabilité de Dirac au point x) pour tout a,b € ¥*, tout x € X et tout
A € X. Les éléments de X sont appelés les états de 'automate et 6 sa probabilité de
transition (ce qui est bien naturel, d’apres C.4 ci-dessus). L’égalité 6(a, ) = p s’interprete
en disant que, pour toute partie mesurable A de X, p(A) est la probabilité que I'automate,
partant de I’état x et lisant a, aille dans A; les deux axiomes ci-dessus signifient, d’une
part que, partant d'un état x et lisant le mot vide, ’automate reste presque-surement dans
toute partie mesurable de X contenant = et, d’autre part que cet automate fonctionne
encore de fagon séquentielle.

La similitude entre les formules (1) et (1”) n’a rien de fortuit : en effet, remarquant
que, pour tout a € ¥*, 'application partielle m, = 6(a,—) est aussi une probabilité de
transition X — PX, la formule (1”) peut encore s’écrire, pour tout a,b € ¥*, tout = € X
et tout A € X :

(man())(A) = /X (ma () (A) (me(2)) (dy) = ((mams)(2))(A)

On obtient ainsi la relation de Chapman-Kolmogoroff (généralisée) des automates sto-
chastiques sur un alphabet 3 (qui est en fait équivalente a la formule (1”), i.e. au second
axiome des automates stochastiques) :

Tap = TqM, pour tout a,b e X*

C.7. DEFINITION. On appelle M-automate stochastique (o M est un monoide mesu-
rable) la donnée d’un couple (X, ), ot X est un espace mesurable et 6 : M x X — PX
une probabilité de transition vérifiant les mémes propriétés formelles que ci-dessus, i.e.,
avec les notations adoptées précédemment, vérifiant, pour tout a,b € M et tout x € X,
les axiomes :

Te(T) =0, €t Ty = Ty

Utilisant la formule (2) de C.4, on a une probabilité m,v sur X pour toute probabilité
v sur X qui est définie par (m,v)(A) = [ (m4(x))(A)r(dx) pour toute partie mesurable A
de X ; en particulier m,0, = m,(x) et (m.)(A) = [ (me(x))(A)v(dx) = [, 6,(A)v(dz) =
Jx La(z)v(dz) = v(A); ainsi mv = v.

C.8. Une chaine de Markov homogéne est un automate stochastique sur I'alphabet 3 =
1 (on identifie donc ¥* & N, avec son addition usuelle, que ’on munit de sa tribu discrete).
Soit # : N x X — PX une telle chaine de Markov, et notons encore 7, (z) = 6(n,x)
pour tout n € N et tout x € X ((m,(x))(A) étant la probabilité de passer de x dans A en
n pas). La mesurabilité de 6 étant équivalente a celle de tous les m, : X — PX, cette
chaine de Markov est équivalente a la donnée de la suite (m,) de probabilités de transition
vérifiant, pour tout n,m € N et tout x € X, les axiomes :

mo(z) =0, et Mpim = TnTm

On dit que m,(x) = m,0, est la loi de la chaine au temps n, lorsqu’elle part de x, et, plus
généralement, si v est une probabilité sur X, que m,v est la loi de la chaine au temps n,
pour la loi initiale v.
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Grace a la relation de Chapman-Kolmogoroft 7,1, = 7,7, les m, avec n € N* sont
entierement déterminés par la probabilité de transition m; : X — PX, de sorte que
les lois d'une chaine de Markov homogene sont entierement déterminées par la donnée

d’une probabilité de transition w : X — PX (appelée encore probabilité de transition de
n fois

la chaine de markov; alors m, = 7...7) et d’'une probabilité  sur X (on obtient donc
toutes les lois 7, de la chaine, et en particulier sa loi initiale myr qui n’est autre que v,
d’apres C.6).

Les probabilistes ont coutume d’appeler plutot chaine de Markov homogene la donnée
d’une suite de variables aléatoires dont les lois (voir C.2 ci-dessus) sont du type des m,v
ci-dessus. Il est bien connu des probabilistes que I’on peut toujours construire, a posteriori,
une telle chaine de Markov homogene dont la probabilité de transition 7 : X — PX et
la loi initiale v sont données a priori : on considere I'espace XN, muni de la tribu produit ;
on peut alors construire une unique probabilité P, (I'indice v étant la pour “symboliser”
le fait que l'on part avec la loi v) sur cet espace produit, telle que la suite (q,) des
projections canoniques X~ — X réponde a la question. En effet, la tribu produit étant
la plus petite tribu rendant mesurables les q,, P, est entierement déterminée par les
P,(q, € A) pour tout n € N et toute partie mesurable A de X (i.e. par les P,-lois des
q, pour tout n € N; voir C.2 ci-dessus) : on pose d’abord P,(q, € A) = (m,v)(A) =

n fois

Jx (mn(2))(A)v(dx), ot m, = 7...7; on prolonge ensuite P, aux pavés mesurables (i.e.

aux intersections finies de (ﬁl (A;)) en posant P,(qo € Ag et qn, € A1 et ... qp, € Ax) =
on v(dxo) fA1 Ty (%0, d1) fAQ Tng—ny (T1,dT3) .. 'fAk Tng—ny_, (Th—1, dx)) ; un théoreme de
prolongement nous permet alors de prolonger P, & tous les mesurables de XN. Cette
définition de P, est ad hoc pour que m,v soit la P,-loi de q, pour tout n € N, i.e. la
loi de la chaine (q,) au temps n, pour la loi initiale v. En particulier, mor = v (voir
C.6 ci-dessus) est la loi initiale de la chaine (q,); et, en notant P, la probabilité Ps_,
P.(dqn € A) = (m,0:)(A) = (mn(x))(A), i.e. mp(z) est la loi de la chaine (q,) au temps n,
quand elle part de z.

C.9. Un Processus de Markov homogéne (ou processus Markovien homogéne) est un
R -automate stochastique (le monoide R, n’est ni libre ni finiment engendré; on le
munit de l'addition usuelle et de la tribu borélienne) ; c’est donc la donnée d’'un espace
mesurable X et d’une probabilité de transition 6 : R, x X — PX qui vérifie les axiomes
(en notant m;(z) la probabilité §(¢, z) pour tout t € R, et tout z € X) :

mo(z) =0, et ey = Temy

pour tout s,t € R, et tout z € X (ici, a priori, la mesurabilité de tous les m; : X — PX
n’est pas une condition suffisante pour que 6 : R, x X — PX soit mesurable ; d’ailleurs,
ici, on obtient plutot les processus Markoviens homogenes mesurables, la mesurabilité
de 0 étant utile dans certains problemes spécifiques d’intégration). Ici, (m(z))(A) est la
probabilité d’aller, en un temps ¢, de z dans A; m(x) = md, est la loi du processus au
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temps t quand il part de x; plus généralement, si v est une probabilité sur X, m v est la
loi du processus au temps t, pour la loi initiale v.

Le probleme de la construction, a posteriori, d'une famille de variables aléatoires dont
les lois sont du type des v ci-dessus, i.e. données, a priori, par une probabilité v sur X
et une famille (7;) de probabilités de transition X — PX, indexée par R, et vérifiant
la relation de Chapman-Kolmogoroff m;, s = mm, est ici plus délicat. En effet, se référant
a C.8 ci-dessus, on considere I'espace produit X®+ (muni de sa tribu produit, i.e. de la
plus petite tribu rendant mesurables les projections canoniques q; : X®+ — X). Bien
que l'on puisse toujours poser P,(q; € A) = (mw)(A) pour tout ¢ € R et pour toute
partie mesurable A de X (et donc définir P, sur les pavés mesurables de ’espace produit
XR+), on ne peut pas toujours prolonger P, en une probabilité sur tous les mesurables
de XB+; c’est cependant possible avec de bonnes hypotheses sur X (par exemple, si X
est un espace de Borel, i.e. isomorphe a un borélien de [0, 1]). Dans ce cas, la famille (q;)
forme un processus Markovien homogene dont les P,-lois sont, par définition de P,, les
TV,

D. La monade des probabilités

La monade Tp = (P,n”, ") des probabilités sur la catégorie Mes des applications
mesurables entre espaces mesurables a été publiée pour la premiere fois par M.Giry [Giry
81]!; elle a donné une preuve compléte mais succinte du fait que c’est une monade. Nous
en donnons ici une preuve détaillée pour rendre ce travail plus accessible aux catégoriciens
et aux probabilistes. Nous I’avons décrite rapidement dans la partie 4.3 de cet article.

On reprend les notations fixées dans I'appendice C.

D.1. Rappelons que, pour définir une tribu sur ’ensemble PX des probabilités sur un
espace mesurable X donné, nous avons utilisé les évaluations e4 : PX — [0,1] : p — p(A)
(o A est un partie mesurable de X (i.e. A € X)) qui sont mesurables par définition
méme de cette tribu. En fait, pour toute application mesurable bornée f : X — R, on
consideére I'évaluation e; : PX — R définie par e;(p) = [ + Jdp. Notons, pour tout espace
mesurable X, Mes(X) (resp. Mes,(X)) l'espace vectoriel des applications mesurables
(resp. mesurables bornées) de X dans R, ot R (tout comme [0, 1] ci-dessus) est muni de
sa tribu borélienne.

D.2. LEMME. L’application X — Mes,(PX) : A — ea se prolonge en une applica-
tion Eval : Mesy(X) — Mes(PX) : f — e; qui est linéaire et qui commute auz sup),
(i.e. auz sup dénombrables et croissants) de Mesy(X).

PREUVE. Par définition de I'application ey, on a e;, = e4 pour tout A € X. En utilisant
la linéarité de l'intégrale et le théoreme de convergence monotone, on obtient, selon que
f e Mesy(X) s’écrit Y, a; f; (ol les oy; sont des réels et les f; des applications mesurables

1. Ollivier de la Tullaye [Tull 71] avait fait cette construction antérieurement dans un manuscrit
récemment retrouvé.
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bornées sur X ; il s’agit bien stir de sommes finies ici) ou f = sup! f,, (ol les f, forment
une suite croissante d’applications mesurables bornées sur X) :

— d’une part ef(p) = [ >, aifidp = Y, o4 [y fidp = 3, auey,(p) pour tout p € PX,

€ ey aufi = D Ul

— d’autre part ef(p) = [, sup). f.dp = sup} Jx fndp = sup} ey, (p) pour tout p € PX,

e eyt = sup) ey, .

Il en résulte immédiatement que ’application Eval proposée est linéaire et commute
aux sup). On en déduit aussi que I'application e; est mesurable lorsque, d’abord f est
étagée sur X (en se limitant a des f; de la forme 14,, on obtient ey, aila, = > iea,,
de sorte que ey o1 4, €St mesurable) ; puis lorsque f est une fonction mesurable bornée
positive sur X (elle s’écrit alors f = sup| f,, ol les f, forment une suite croissante
d’applications étagées sur X, de sorte que Coupl f = sup) ey, est mesurable); puis enfin
lorsque f est simplement mesurable bornée (on écrit f = fT—f~ avec f et f~ mesurables
bornées positives, de sorte que ey = ep+ — ey— est mesurable). [

D.3. L’endofoncteur P : Mes — Mes est défini ainsi : a tout espace mesurable X,
il associe I’ensemble PX des probabilités sur X, muni de la plus petite tribu rendant
mesurables les évaluations ey, lorsque A parcourt la tribu X sur X ; a toute application
mesurable f : X — Y il associe 'application f, : PX — PY : p — f.(p), (voir C.2).
La fonctorialité de P résulte de 1’égalité (g o f). = g« o f.. Pour vérifier que P est bien
un endofoncteur sur Mes, Il faut juste s’assurer que, pour toute application mesurable
f, Papplication f, est mesurable, i.e., par définition méme de la tribu sur PY, que, pour
tout B € ), l'application ep o f, est mesurable. Mais ceci est immédiat, puisque, pour

toute probabilité p sur X, on a (ezo £.)(p) = en(f.(p)) = (£.(p))(B) = p(f (B)) = ea(p),

i.e. ego f, = ey, o1 A = fl(B); or e4 est mesurable puisque A 'est (car B et f sont
supposés mesurables).

Remarquons en passant que, pour tout A € X', on a P14, = (14). = e4; en effet, a
priori (14)s : PX — P2 : p+— (14).(p), mais en identifiant P2 a [0, 1] (toute probabilité
p € P2 g’identifiant a sa valeur p({1}) € [0,1] qui la détermine entierement), (14).(p)

-1
s'identifie a ((14).«(p))({1}) = p(1a({1})) = p(A) = ea(p). On peut alors retrouver que
ep o f. est mesurable en écrivant e o f, = (1g). o fu = (Igo f). = (la)s = €4, o1

Z1
A= f(B).
D.4. L’unité de la monade des probabilités est 0" X : X — PX : z +— J, ; La naturalité

de 1" résulte du fait que, pour tout € X et tout B € Y, ona (f.(6,))(B) =d.(f(B)) =1
1

ou 0 (selon que x € _f (B) ounon) =1 ou 0 (selon que f(x) € B ounon) = ;) (B), i.e.
fe02) = 0 ().

La mesurabilité de n” X résulte de celle des e4 o " X, lorsque A parcourt X. Or, pour
tout x € X, (eaon'X)(x) = ea(n'X(2)) = ea(d;) = 0,(A) = 1a(x), i.e. eqon'X =14



218 ELISABETH BURRONI

qui est mesurable, puisque A l'est.

PX T . py ppx — Y ppy
,ONXT TnNY /‘L”X\L \LMIIY
X ; Y PX . PY

D.5. La multiplication de la monade des probabilités est ainsi définie : "X : PPX —
PX est application qui, & toute probabilité p sur PX, associe la probabilité p” X (p) sur X
qui, & toute partie mesurable A de X, associe (1 X (p))(A) = [py €adp = [px €a(p)p(dp) =
Jox P(A)D(dp).

Vérifions que, pour tout p € PPX, on a bien p"X(p) € PX. Soit donc p une pro-
babilité sur PX ; d’abord u”X(p) est positive (car eq est) et (X (p))(X) = 1 (car
ex(p) = p(X) = 1 pour tout p € PX). Soit maintenant (A,) une suite de parties mesu-
rables de X, 2 a 2 disjointes et telles que | J A,, soit aussi mesurable; alors, utilisant le
lemme D.2 ci-dessus et le fait que, pour tout n € N, on a 1yn_ 4, = > iy la,, on peut
écrire eja, = €1 UZ:O A = sup) eyr_y Ay = supll €S _o1a, = Supll Y reo€a,, de sorte
que (1" X(p))(UAn) = f]PX eyandp = f]PX sup}, > h—o € dp = sup}, Py ofIPX eadp =
Y om0 X (P))(Ag), ce qui prouve la o-additivité de ,u”X( ).

Pour prouver la naturalité de p”, on doit vérifier I'égalité f.opu”X = p"Y o (f.). pour
toute application mesurable f : X — Y. Soit donc p € PPX et B € Y; alors ((f. o

—1 —1
P X)P)(B) = (WX () f(B)) = [pyeadp ot A= f(B), et (u"Y o (£.).)(D)(B) =
fPY epd(f.)«(p) = fHDX ep o f.dp; il suffit donc d’utiliser 1'égalité ep o f, = e, établie
ci-dessus dans D.3.

Reste donc a prouver la mesurabilité de X pour tout espace mesurable X ; par
définition de la tribu sur PX, cela revient a la mesurabilité des ey o p” X, lorsque A
parcourt la tribu X donnée sur X. Or, pour tout p € PPX, on a (eq o p"X)(p) =
ea(W’X(p) = (W'X(P)(A) = [px €adp = ec,(p) (voir D.1 ci-dessus pour la définition des
er), de sorte que e4 o " X = e, ; ceci prouve la mesurabilité de e4 o ;" X, puisque ey est
mesurable (par définition de la tribu sur PX) et bornée (voir le lemme D.2).

Avant de quitter ce paragraphe, établissons le lemme suivant dont on se servira dans

D.7:

D.6. LEMME. Pour tout f € Mesy(X) et tout p € PPX, Uapplication ey est p-intégrable

et l'on a ’égalité :
[ awexen = [ e
X PX

PREUVE. Par le lemme D.2, on sait que I'application e; : PX — R est mesurable. De
plus, par définition méme de la probabilité 1/ X (p), I'égalité = est vraie lorsque f = 1y4,
ou A € X (puisque e;, = ey4). Il en résulte immédiatement, par linéarité de l'intégrale,
que Pégalité = est vraie lorsque f est étagée. Elle est donc encore vraie lorsque f est
mesurable bornée positive, puisqu’elle s’écrit alors f = sup! f,, out les f, sont étagées
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(on utilise le théoreme de convergence monotone). Le passage au cas ou f est seulement
mesurable bornée n’est qu'une formalité en écrivant f = f* — f~ (on a bien siir exploité
les propriétés de I'application Eval du lemme D.2). D’ou le résultat. [

D.7. Prouvons maintenant que 7, = (P, n”, 1/”") est bien une monade.
— Légalité "X o n'PX = idpx résulte du fait que, pour tout p € PX, on a
W'X(n"PX(p)) = p; en effet, pour tout A € X, on a (" X(n"PX(p)))(A) =
(WX (5,))(A) = [, eads, = ea(p) = p(A).
— Légalité "X o Pn"X = idpyx résulte du fait que, pour tout p € PX, on a
(' X(("X)«(p)) = p; en effet, pour tout A € X, on a (u"X((n"X).(p)))(A) =
Jox €ad(n"X).(p) = [y eaon’"Xdp = p(A), puisque eq 0o 1"X = 14 (voir D4 ci-
dessus).
— Légalité p" X o " PX = " X o Pp” X résulte du fait que, pour tout p e PPPX, on
a ' X(p'PX(p)) = u" X (W' X)«(p)); en effet, pour tout A € X, on a :
~dune part (UXBX(E))NA) = fox cad@BXF) = fupyeodd =
Jopx €ea@)D(dP) = [opx(Jox €4dD)p(dp) (la derniere égalité résultant de la
définition des ey, et 'égalité = du lemme D.6 ci-dessus) ;

~ dautre part (WX ((WX).B))(A) = fox cadiX)(p) = oy ca 0 1 Xdp =
f]ppx eA(ﬂ”X(ﬁ))ﬁ(dﬁ) = fpr(M"X(ﬁ))(A)ﬁ(dﬁ) = f]P’]P’X(f]P’X eAdﬁ)ﬁ<dﬁ)'

E. La loi distributive 7 : T, /Tp

Elle est définie par les 7X : M xPX — P(M x X) : (a,p) — d, ®p, pour tout espace
mesurable X (M étant bien sir un monoide mesurable).

E.1. Pour la naturalité de 7, on vérifie la commutativité du diagramme suivant pour
toute application mesurable f : X — Y :

MxPY — ™ ~P(MxY)
fo*]\ T(fo)*
M x PX P(M x X)

TX

On doit donc vérifier que, pour tout (a,p) € M x PX, on a 6, ® fu(p) = (M X [).(0, ®p).
Or, pour tout pavé mesurable A x B de M x Y, on a, d'une part (§, ® fu(p))(A X B) =

5a(z4)(f;<(p))(3) = da(A)p(f (B)), t, d'autre part (({41 X f)(0a @ p))(A X B) = (ba @
PI(M x f)(Ax B)) = (6. @ p)(A x f (B)) = da(A)p( f (B)).

La mesurabilité de 7.X résulte de celle des e« po7X, pour tout pavé mesurable A x B
de M x X. Or, pour tout (a,p) € M x PX, on a (eaxp o 7X)(a,p) = eaxp(d, ® p) =
(0, @ p)(A X B) = 6,(A)p(B) = 1a(a)ep(p); la mesurabilité de esxp o 7X résulte donc
directement de celle de A et de B.
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E.2. Reste a vérifier les axiomes (B;) (voir A.5).

(By) : Légalité 7X o (M x n"X) = n(M x X) résulte du fait que, pour tout (a,z) €
M x X, onad, ®d; = 0.

(Bg) : Légalité 7X o nPX = PnX résulte du fait que, pour toute probabilité p sur X et

-1
tout pavé mesurable A x B de M x X, on a ((nX).(p))(Ax B) =p(nX(Ax B)) =
1a(e)p(B) = 0.(A)p(B) = (4. @ p)(A x B), la seconde égalité résultant du fait que

(77)1()(A x B)={x € X | (e,x) € Ax B} = B ou (), selon que e € A ou non.

(B3) « Légalité 7X o (M x p"X) = p/(M x X) o PrX o 7PX résulte du fait que, pour
tout (a,p) € M x PPX et tout pavé mesurable A x B de M x X, on a, en posant
p=p'Xp):

— d’une part (7X (M x "X )(a,p)))(A X B) = (6, @ p)(A X B) = ,(A)p(B) ;

— d’autre part (1" (M x X)((7X).(7(PX)(a, A))))(AXB) (1" (M x X)((1X)4(04
P)))(A x B) = fP(MXx) eaxBd(TX)(0a @ P) = [[i1upx €axs © TX d(d, @ P)
S irsex (€ax(9 ® q))(da @ p)(dbdg) = ffon»x 5b ®q)(A x B))( ﬁ)(dbdQ)
S arxpx 00(A)a(B) (60 ® p)(dbdq) = [px b P(dq) = 6a(A) fp a(B)p(dg
0a(A) [px en(@)p(dg) = 6.(A)p(B).

(By) : Légalité 7X o uPX = PuX o 7(M x X) o (M x 7X) résulte du fait que, pour
tout (a,b,p) € M x M x PX et tout pavé mesurable A x B de M x X, on a
(X)) (7(M x X)((M x7X)(a,b,p))))(Ax B) = ((1X).(7(M x X)(a, b ®p))) (A x

B) = ((1X)«(0a ® (0 @ p)))(A x B) = (3(a) © P)(X (A x B)) = du(A)p(B) =
(6ap @ P)(A x B) = (1X(uPX (a,b,p)))(A x B), 'égalité = résultant du fait que

-1
uX(AxB)={(c,d,z) e M xMxX |cde Aetx € B} ={(¢c,d) e M x M | cd €
A} x B.

|I®
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