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Abstract

The theory of Vassiliev invariants deals with many modules of diagrams on
which the algebra de ned by Pierre Vogel in [21] acts. By specifying a
quadratic simple Lie superalgebra, one obtains a character on . We show the
coherence of these characters by building a map of graded algebras beetwen
and a quotient of a ring of polynomials in three variables; all the characters
induced by simple Lie superalgebras factor through this map. In particular, we
show that the characters for the Lie superalgebra §(4) with dimension 40 and
for sl3 are the same.

Resume

De nombreux modules de diagrammes sont utilises dans la theorie des invariants
de Vassiliev. Pierre Vogel a de nit dans [21] une algebre  qui agit sur ces es-
paces. Les superalgebres de Lie simples quadratiques fournissent des caracteres
sur . On montre leur coherence en construisant un morphisme d’algebre
graduee, entre et un quotient d’un anneau de polyndme en trois variables,
qui factorise tous ces caracteres. En particulier, on montre que le caractere
associe a la superalgebre de Lie f(4) de dimension 40 co ncide avec celui associe
a sls.
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564 Bertrand Patureau-Mirand

Introduction

Cet article est tire de mon travail en these. Il s’agit de la demonstration du
theoreme 2.1 que j’ai annonce dans [17].

L’integrale de Kontsevich associe a un entrelacs son invariant de Vassiliev{
Kontsevich universel qui prend ses valeurs dans un espace vectoriel engendre par
les diagrammes de cordes. Les espaces de diagrammes trivalents (generalisant
les diagrammes de cordes) ne sont connus que par une presentation. Méme les
dimensions de ces espaces restent aujourd’hui inconnues.

D. Bar-Natan publie en 1995 un article dans lequel il utilise des algebres de Lie
quadratiques (munies de formes bilineaires invariantes non degenerees) pour
detecter des elements des modules de diagrammes. |l construit des fonctions
de poids, qui sont des applications sur ces modules de diagrammes. Composees
avec I'invariant universel, elles donnent des invariants de type ni a valeurs dans
les tenseurs invariants d’une algebre de Lie.

La méme annee, P. Vogel introduit des structures algebriques supplementaires
sur ces modules de diagrammes et commence une etude systematique de ces
objets et des fonctions de poids qui y sont de nies. En particulier, il de nit
une algebre  qui agit sur plusieurs de ces modules. Les fonctions de poids
provenant de superalgebres de Lie simples induisent des caracteres sur cette
algebre, a I'aide desquels il a ete possible de montrer que les invariants de
type ni sont plus vastes que ceux correspondant aux invariants quantiques
classiques. La comprehension de cette algebre est centrale pour la connaissance
globale des invariants de type ni.

Toute variete de dimension trois peut etre obtenue en faisant de la chirurgie le
long d’un entrelacs en bande. Cette description est utilisee en 1995 par T. Le,
H. et J. Murakami et T. Ohtsuki pour construire un invariant universel de type

ni pour les varietes de dimension trois. Le logarithme de cet invariant prend
ces valeurs dans un espace isomorphe au complete de I'algebre . L’annee
suivante, T. Le et J. Murakami donnent, en utilisant les travaux de Drin eld,
une version algebrique de I'invariant universel de type ni.

Ce texte est organise de la maniere suivante:

Dans la premiere partie, j’introduit les modules de diagrammes et je rappelle
leur lien avec I'integrale de Kontsevich.

Dans la deuxieme partie, j'introduit les fonctions de poids associees aux super-
algebres de Lie et j’enonce le theoreme 2.1 sur la coherence des caracteres. Sa
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Caracteres sur I'algebre de diagrammes trivalents 565

demonstration repose sur la construction, dans la troisieme partie, d’'un mor-
phisme d’algebre graduee entre et un quotient d’'un anneau de polynéme a
trois variables qui factorise tous les caracteres induits par les superalgebres de
Lie simples.

Les cas des superalgebres g(3) et f(4) est traite separement dans la quatrieme
partie.

Remerciements Je remercie P. Vogel qui a suivi ce travail durant ma these
de doctorat et le refere a qui est d( cet index des notations.

Index des notations

Moo designe une variete de dimension 1 a bord
X designe un ensemble ni
[N]:ceoenoroo: ensemble des entiersde 1 a n
6(X), 6 groupe des permutations de X (resp. de [n])
A X)) (1D espace des (I'; X){diagrammes
FOX); Fniiiiir (L.1) espace des (;;X){diagrammes connexes (Fn =
F(nD)
s (3) algebre des diagrammes \a 3 jambes"
o tXniiiiiir (L3) o est la sous algebre de  engendree par les
elements t, X,
Osiiiiiiii les caracteres (morphismes d’algebres gradues)
sur  sont notes par la lettre
D:iiiiiiiniiiny (20 categorie des (;; X){diagrammes
Dr::iiiiiiiiinn (2.0) categorie des ((S1)9"; X){diagrammes
Dp:iiiiiiiiinns (22 categorie dans laquelle les morphismes sont les
diagrammes connexes relativement au but
D —¥ Mod, (2.1) foncteur mono dal lineaire associe a L

anneau gradue contenant les
Psl; Posp; PZ)21; Pslz; Pe;; Qe;

polynémes

Dosp; Dsi; Dyt (3.2.1) categories quotientes de D et leur foncteur quo-
osps  sl) gliit tient

Dgi, gip-:::i: (3.4.3) variante de Dy correspondant a une superdimen-
sion nulle

M; m:iiiiiir (3.2.1) categorie des X{surfaces marquees et le foncteur
d’epaicissement D —1 M

S:iiiiiiiiiiis (3.2.1)  algebre du mono de des surfaces compactes S 7
Ql: 5 ¢ -3

M(X), M[n], (3.2.1) espace des X{ (resp. [n]{) surfaces marquees

Mc(X):oionii (resp. connexes)

R; 2; s:::::0 (3.3) R = Q[a; b; C]=(a+b+cy CONtient les elements » =

ab+bc+caet 3=abc
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566 Bertrand Patureau-Mirand

Dpq i (3.3) R{superalgebre de Lie generique pour les super-
algebres 5.

Doq i (3.3) D1 = Dy1 [rk ou k est le corps des fractions
de R

N = NgN3gNes (3.5.2) ensembles de multi-entiers munis d’un bon ordre

W i (3.5.2)  diagrammes, formes de generalisations des roues,
parametres par N

fi: i (3.5.2) application obtenue par recollement du dia-
gramme K

R;R ::iriiiir (35.2)  Itration de Fq indexee par N et gradue associe

,Q(Xl; X2), (O] espace des diagrammes bicolores (resp. modulo la

A(X1; X2)) o relation (1HX))

B, D (4) categorie des diagrammes bicolores (resp. modulo

la relation (IH X))

1 Les diagrammes trivalents

1.1 Modules de diagrammes

Dans tout ce qui suit, I sera une variete compacte de dimension un a bord et
X denote un ensemble ni. Un (I"; X){diagramme est un graphe ni K, dont
tous les sommets sont trivalents ou monovalents, muni des donnees suivantes:

(1) Un isomorphisme d’un sous-graphe de K vers I'g X envoyant I’ensemble
des sommets monovalents de K sur @I [ X.

(2) Pour chague sommet trivalent x de K, un ordre cyclique sur I’ensemble
des trois arétes orientees arrivant en X.

On peut representer un (I"; X){diagramme par un graphe trivalent immerge
dans le plan de maniere a ce que I’ordre cyclique en chaque sommet soit donne
par I'orientation du plan. On representera d’un trait plus epais les arétes ap-
partenant a I".

Soit E le quotient du Q{espace vectoriel librement engendre par les diagrammes
trivalents par les relations suivantes:

(1) Si deux diagrammes ne di erent que par I’ordre cyclique de I'un de leurs
sommets, leur somme est nulle (relation dite (AS) pour antisymetrie):

Y7o
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(2) La relation (IHX) fait intervenir trois diagrammes qui ne di erent qu’au

voisinage d’une aréte:
1 H=-X

(3) La relation (STU) qui est une variation de la relation (IHX) au voisinage

de I':
Y _

On designe par A(I"; X) le sous-espace de E engendre par les (I'; X){diagram-
mes et par F(X) le sous-espace de E engendre par les (;;X){diagrammes
connexes ayant au moins un sommet trivalent.

On de nit le degre d’un diagramme K 2 E par a—s ou a et s sont les hombres
d’arétes et de sommets trivalents de K. Ainsi, ces modules sont munis d’une
graduation. On note d le diagramme de A(;; ;) forme d’un seul cercle et on
conviendra que son degre est nul.

Toute bijection entre des ensembles nis X et Y induit une bijection entre
A(l; X) et A(I';Y). En particulier le groupe symetrique &, opere sur Fp.

On dira qu’un diagramme K a n boucles si la dimension de son premier groupe
d’homologie est n (i.e. dim(H1(K)) = n). Si n est un entier strictement positif,
le degre d’un diagramme de Fp est egal a son nombre de boucles plus n —1.

On a ici repris les notations de [21] a I’exception des coe cients qui sont ici
rationnels, de la de nition du degre et des de nitions de F, qui n’entrament

des modi cations que pour Fg et F, qui sont ici pris nuls en degres respectifs
zero et un.

1.2 L’integrale de Kontsevich

Il est connu que le module gradue A = A(S?; ;) peut étre muni d’une structure
d’algebre de Hopf graduee, commutative et cocommutative.

L’algebre A est donc I’algebre symetrique du sous-module gradue P forme par
ses elements primitifs et ce module est relie aux modules F, par I'isomorphisme:

M
P~ HOFn6h)
n=2
Sionnote le (St; ;){diagramme represente par le cercle et un de ses diametres,
alors I'integrale de Kontsevich associe a chaque n ud oriente son invariant de
Vassiliev universel a valeurs dans I'algebre A, qui est la completee pour la
graduation du quotient A_ .
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568 Bertrand Patureau-Mirand

1.3 L’algebre

Dans cette section est introduite I'algebre graduee de diagramme  qui agit de
maniere naturelle sur les modules F (X).

est de nie comme le sous-espace vectoriel forme des elements de F3 totale-
ment antisymetriques sous I’action du groupe symetrique.

est naturellement munie d’une structure d’algebre commutative et agit sur
chaque module F(X). Si u appartienta et K 2 F(X) est un diagramme, un
diagramme representant u:K est obtenu en inserant u au niveau d’un sommet
trivalent de K. A n de rendre cette action coherente avec les graduations des
modules, on convient de de nir le degre d’un element de  comme son degre
dans F3 moins deux (de sorte que I'unite de  est de degre nul).

On a la description suivante de F, pour n petit (cf [21]): Fo est un {module
libre de rang un engendre par I'unique diagramme (aux relations AS pres) de
degre un; F; est nul; F, est un  {module libre de rang un engendre par
I'unique diagramme (aux relations AS pres) de degre deux. De plus on ne
connat pas d’exemple d’element de F3 qui ne soit pas dans . D’autre part,

est engendree en degre 1 par I'element t ci dessous et on peut construire la
famille xn, d’elements de  qui engendrent avec t une sous-algebre de  notee

0 -
t=A=1Q = A

n-2
Il N’y a pas de contre-exemple a la conjecture suivante: = . Cestla
motivation principale de cet article.

2 Fonction de poids associee a une superalgebre de
Lie quadratique

2.1 Le foncteur

Dans cette partie, nous introduisons les fonctions de poids generalisees associees
aux superalgebres de Lie quadratique. Ces applications sont aujourd’hui les
seules manieres connues de detecter la non nullite des elements des modules de
diagrammes.

Soit L une superalgebre de Lie sur un corps k de caracteristique nulle munie
d’un element de Casimir non degenere Q 2 L [L1de degre pair. Le Casimir
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fournit un isomorphisme de L{module entre L et son dual et la forme bilineaire
sur L supersymetrique invariante associee sera notee < :;: >. On construit une
categorie D de diagrammes et un foncteur, note | .q, de D vers la categorie
Mod, des representations de L.

Soit D la categorie Q{lineaire monodale de nie par:
Obj(D) = f[n];n 2 Ng

D([pL; [aD) = AG: [pl A [al)

La composition d’un diagramme de [p] vers [q] avec un diagramme de [q] vers [r]
est donnee par la reunion au dessus de [q] des deux diagrammes (on les recolle
en identi ant les sommets monovalents de méme index des deux ensembles
[a]). On etend cette de nition par linearite a des combinaisons lineaires de
diagrammes.

Le produit tensoriel [p] Clg)l vaut [p+q] et celui de deux diagrammes est donne
par I'image de leur reunion disjointe par I'isomorphisme de [p]qg[q] ~ [p + q]
obtenu en augmentant de p chaque element de [q].

Proposition 2.1 (cf [21])

Il existe un unique foncteur Q{lineaire monodal | .q de la categorie D vers
la categorie Mod, envoyant [n] sur L ™kt les diagrammes suivants:

c - O <X X

vers respectivement:
(1) Le Casimir Q 2 L™* Mod, (Q; L™
(2) Le crochet de Lie de L ™ers L
(3) Le produit scalaire associe au Casimir de L ™Vers Q
(4) Le dual du crochet de Lie de L vers L™
(5) L’operateur de symetrie: L™= —x | 2]
x [yl A (_1)degre(x)degre(y)y [x1

D’autre part, si L est simple, il existe un caractere gradue: . —¥ Q[X]
veri ant:

8u2 ;8K Z2F([pldfa) D(plilD; LoUK)= LWx=1 LalK)
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570 Bertrand Patureau-Mirand

Remarque On peut de nir la notion de \pseudo-algebre de Lie” comme une
categorie L Q{lineaire mono dale munie d’un foncteur | de D vers L. Ceci
signi e que L possede un objet particulier note L, un operateur de symetrie
(endomorphisme de L ™) induisant une representation de groupe symetrique
G, dans les endomorphismes de L™ un operateur de Casimir symetrique
ayant pour adjoint un morphisme < :;: >: L™L¥ 1 (dans le sens ou L

L Dt'.d—L_FDL EEF:EEE’]“ 1—h11” L Id_) et un operateur \crochet de
Lie" [;;:]: L™L1¥ L antisymetrique et veri ant I'identite de Jacobi.

La proposition dit alors que la categorie des representations d’une superalgebre
de Lie quadratique a naturellement une structure de pseudo-algebre de Lie.

Si T est une bijection de [p] g[q] vers [r] q[s], alors T induit un isomorphisme
de Hom (L ™1 ™) vers Homy (L ™51 55)! (par I'autodualite de L) mais aussi
un isomorphisme de A(;;[plqgla]) vers A(;;[r1qs]) et il est facile de voir que
T L = o T . En particulier, si p+q = n, on identi e souvent F, a un
sous-module de A(G;[plalal).

On peut de nir des variantes du foncteur | :

On de nit Dr comme la categorie ayant les mémes objets que D mais
dont les morphismes sont donnes par

M
Dr(pl:la) = ASH"; [pl g [a])

n2N

Si d’autre part E est un L{module, on peut encore montrer qu’il existe
un unique foncteur | .g: Dr —¥ Mod_ prolongeant | et envoyant

sur x; [x3d [ X @ stre(X1X2:::Xn). La notation strg designe la
supertrace sur le supermodule E et, par la suite, on notera sdim(E) la
superdimension d’un module E (qui est egale a la dimension de la partie
paire de E moins la dimension de sa partie impaire).

Si L est une superalgebre de lie sur une Q{algebre R munie d’un element
de Casimir Q 2 L [gIl et si I’on considere Dy, la sous-categorie de D ayant
les mémes objets et dont les morphismes sont engendres par les (;;[p] g
[aD{diagrammes dont toutes les composantes connexes rencontrent [q],
alors on peut de nir de méme un foncteur R{lineaire: [ : D, —¥ Mod_
qui concide avec la restriction a Dy du foncteur | de la proposition si
R et L satisfont aux hypotheses.
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En n on se servira du lemme;:

Lemme 2.1 Soit : R —1¥ R’ un morphisme entre deux Q{algebres commu-
tatives, et f: h —¥ g un morphisme entre la R{superalgebre de Lie h et la
R'{superalgebre de Lie g; par , g est naturellement munie d’une structure
de R{module et on suppose que f est un morphisme de R{algebre de Lie. Si
h possede un element de Casimir invariant Q 2 h [Chjui est envoye par T sur
f (Q) 2 g [gklement de Casimir g{invariant de g, alors I'application f in-
duite par T et entre la R{algebre tensorielle de h et la R"{algebre tensorielle
de g veri e pour tout K 2 Dy([p]; [aD),

f h;Q(K)z g;f Q(K) f

Ce lemme est une consequence du fait que Dy est engendree comme categorie
Z{lineaire mono dale par les morphismes \crochet™, \Casimir" et \symetrie"
qui veri ent tous le lemme par hypothese.

2.2 Proprietes communes a tous les foncteurs |

On conna't la liste complete des superalgebres de Lie simples complexes quadra-
tiques (cf [10] et [21]). Elle est formee des superalgebres si(V) ou V est un
superespace de superdimension non nulle, des superalgebres ps((V) si V est de
superdimension nulle, des superalgebres osp(V ) lorsque V est muni d’une forme
bilineaire supersymetrique non degeneree, les superalgebres ©,1. ou est un
parametre complexe di erent de 0 et de 1, les cing algebres exceptionnelles, les
deux superalgebres g(3) et (4) et en n les superalgebres hamiltoniennes. Nous
exclurons ces dernieres qui induisent sur  le caractere trivial (cf [21], derniere
remarque de la partie 6).

L’action du Casimir Q de L sur L™Js’exprime comme I'image par | d’un
diagramme de A(;;[n]q[n]). Sous I’action du Casimir, L ™%e scinde en espaces
caracteristiques. En particulier, il est facile de voir que Q agit par 2t sur L (ou
I’on note encore t I'element | (t)jx=1).

Sur L™1Q agit comme 4t — 2¥ ou:
Y= (D

On peut toujours decomposer L e la maniere suivante:

LE2L 2 s
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De plus si t & 0, 2L se decompose en la somme directe L X, ¥ agit par
t sur L et par 0 sur X;,. Si L est I'une des superalgebre de Lie de la famille
Dyq1. alors t =0 et 2L est une extension generalement non scindee de X,
(noyau du crochet de Lie) par L.

En n, dans tous les cas, S2L secrit Q E (le module trivial etant engendre
par le Casimir) et le module E se decompose en trois espaces propres, les
valeurs propres associees ; ;y ont pour somme t. Certains des modules cites
ci-dessus peuvent eventuellement étre nuls mais il existe toujours des elements
u(L) = ——= Y et v(L) = —¥ tels que sur E on ait la relation

W3 = tW? + 2uW + 2v: Q)

Le triplet ( ; ;y) 2 C3 sera dit admissible pour (L;Q) si I'equation (1) est
veri ee. Si un triplet est admissible pour L, tout triplet obtenu par permu-
tation des trois valeurs ( ; ;y) est bien sar aussi admissible. De méme, tout
triplet non nul proportionnel a ce triplet sera admissible pour un autre choix
du Casimir.

Si L n’est pas isomorphe a I’algebre de Lie sl,, et a permutation des trois
valeurs pres, I’ensemble des triplets admissibles pour L sont sur une unigue
droite de I'espace a ne C[ ; ;y]. Il leur correspond donc un unique point
de P(C[ ; ;yD. Pour slp, toujours a permutation pres des trois valeurs,
I’ensemble des triplets admissibles forme une droite du plan projectif complexe
P(C[ ; ;vD).

Des superalgebres distinctes peuvent avoir les mémes triplets admissibles; c’est
le cas pour sl3 et f(4), et de méme, les triplets admissibles pour g(3) le sont
aussi pour sly.

On peut remarquer que I’ensemble de tous les triplets admissibles se trouve sur
cing reunions de droites de P(C[ ; ;V]):

L’algebre sl est un cas particulier: E est alors simple et ¥ y vaut —t.
Tous les triplets de la forme (—t; ;2t— ) sont admissibles pour sl,. On
a toujours, a permutation des racines de W pres, t+ =0 et le polyndme
Ps, = %(t + )(t+ )(t+y)=v—ut+t3 est toujours nul.

Si L est I'algebre s{(V) ou V est un supermodule de superdimension
alors les triplets de la forme (2;—2; ) sont admissibles pour pour L. A
permutation des racines de W pres, on a donc toujours + =0, donc
le polynéme de ni par P, = v + ut est nul.

Si L est I'algebre osp(V) ou V est un supermodule muni d’une forme
bilineaire supersymetrique non degeneree de superdimension , alors les
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triplets de la forme (4; —2; —4) sont admissibles pour L. A permutation
des racines de W pres, ona +2 = 0, donc le polynébme de ni par
Posp = 27v2 + 18vut + 2vt® — 8u® + 8u?t? est nul.

Si L est une des superalgebres de Lie ©,1. ou est un nombre complexe
quelconque, alors le triplet (1; ;—1— ) est admissible pour L. La somme
t des racines de W est nulle et on pose Pg,, =t.

Si L est une algebre de Lie exceptionnelle, ¥ a deux valeurs propres

de somme % Les triplets admissibles pour L sont donc de la forme

2. (L); £ — (L)) et le polyndme P, = 27v + 18ut + 2t est nul.

Dans la suite, on note S = Q[t; u;v] I'anneau des polynémes a trois indetermi-
nees de degre respectif 1, 2 et 3. Pour chaque superalgebre de Lie quadratique
munie d’un triplet admissible L, on pose 1. = Ker(f_) ou f_ est le morphisme
d’algebre graduee de S dans Q[x] qui envoie les indeterminees t, u et v sur leurs
valeurs respectives t(L)x, u(L)x? et v(L)x® dans Q[x]. Nous allons montrer
le theoreme:

T
Theoreme 2.1 Soit I = | I alors il existe un unique caractere gradue

—1 S=1 tel que pour toute superalgebre de Lie L de la liste ci-dessus, on
ait:
L="To

Remarque L’ideal I du theoreme est la somme des deux ideaux principaux
engendres par les polyndmes P et Q suivants:
P= PslpospPQQ;Lpslzpep

Q = Ps[Posp Pi)z 1 Pslz Qe;

ou Q,, est le polynome de degre dix de ni section 3.5.1. D’autre part les calculs
de [11] montrent I’existence d’un morphisme d’algebre surjectif:

So=Q[t] Ps;,:S—1 o

dont la composee avec  est le morphisme quotient.

Les calculs par ordinateur de [11] montrent en outre que I'application Sy —1¥
est un isomorphisme en degre inferieur ou egal a dix.
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Remarques sur

La nullite d’'une combinaison lineaire de diagrammes est tres di cile a detecter
car la taille des presentations des modules de diagrammes crot tres vite avec
le degre. Ainsi, lorsque P. Vogel a construit les elements X, qui forment la
sous-algebre o de , il a montre que ces elements pris pour n impair su sent
a engendrer ¢ et il n’y avait pas a priori de raison de supposer I'existence
d’autres relations entre les x,. J.A. Kneissler a ensuite montre I’existence
de relations supplementaires permettant de construire le morphisme d’algebre
Sp —¥ . Cela donnait a penser que  aurait pu €tre isomorphe a I'anneau
Sp. Ceci aussi s’est revele inexact:

Les calculs recents de P.Vogel montrent que polynéme P ci-dessus, vu comme
element de Sy s’envoie sur 0 dans (. La question de savoir si le polynéme Q
est nul dans ¢ reste ouverte. Cette question est reliee a la conjecture de P.
Deligne (cf [4], [2] et [5]) sur I’existence d’une categorie mono dale, lineaire a
coe cients polynomiaux, universelle pour la famille des (super)algebres de Lie
exceptionnelles.

3 Demonstration de I'existence de

3.1 Les caracteres fondamentaux

Dans [21], huit caracteres gradues fondamentaux sont construits et tout car-
actere provenant d’une des superalgebres de Lie simple mentionnee se deduit
de I'un d’eux; ces huit caracteres sont:

st —¥ Q[; ] (degre( )=1, degre( )= 2).
ospr —¥ Q[ ] (degre( )=1, degre( )=1).
9,,. —X Q[ 2; 3] (degre( 2)=2, degre( 3)=3).

les cing caracteres | a valeurs dans Q[t] pour les algebres de Lie excep-
tionnelles L 2 Tgz; fa; ¢e6; ¢7; esQ.

On construit des caracteres a valeurs dans des quotients de S a I'aide de ces
huit caracteres.

3.2 Le caractere ; pour les familles sl et osp

Dans cette section, on construit un caractere 1 qui realise le theoreme pour
tous les triplets annules par les polynémes Py et Pygy.
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3.2.1 Lefoncteur m; 1) = osp(1)

Les caracteres 4 et o permettent de de nir des caracteres ) et qp(E)
sur  pour une valeur formelle de la superdimension de E. Dans les deux cas,
en faisant tendre cette superdimension vers +1., on obtient deux caracteres
limites correspondant au méme triplet (1;0;0). Cette premiere construction
permet de montrer la co'hcidence de ces deux caracteres limites.

En reprenant les constructions d’epaicissement de [1], il est facile de construire
une categorie M mong dale, Q{lineaire et un foncteur

m: D =1 M qui factorise tous les foncteurs g gy et o) (La construc-
tion repose sur les representations standards de gl et osp):
De nitions et notations

On designe les elements de &, comme produit de cycles disjoints. Par exem-
ple, (1;2)(3) designe la transposition de &3 qui echange 1 et 2. Si 2 Gy
> le diagramme

On note le (S%;;){diagramme forme du seul cercle et on de nit  (re-
spectivement ) comme le sous Q[ ]{module libre de Dr([0];[n]) de base
f< >; 2 6hg (respectivement f< >; 2 &,; aunpoint Xxeg).

Ensuite, on de nit les categories quotientes D,s,, Dy et Dy de Dr (et les
foncteurs quotients .5,, 4 et ) obtenues en annulant les morphismes
suivants:

Pour Dysp:

(On oublie I'orientation des courbes des diagrammes.)
X O e
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Pour Dy:

X o
X1l o o

Cette derniere categorie est en fait un quotient de Dr CQ] ; 1]

Proposition 3.1 Soit E un superespace vectoriel de dimension nie. On
adopte le choix suivant pour la forme bilineaire de osp(E) (respectivement
gl(E) et slI(E)): <x;y >= %strE(xy) (respectivement < x;y >= strg(xy)).

Le foncteur ,.,e).e Se factorise par osp.

Le foncteur g g).e se factorise par .

Si la superdimension de E est non nulle, le foncteur . gy.e se factorise
par .

On a les isomorphismes naturels:

Da(plaD) = p+q €t Da(lpL[AD) ™ € pa- o, ) LA 5 1.
8K 2Fn, 9x2 ,telque o (K)= g4 et (K)= g (X).

Les caracteres et o5, sont determines par:
Si K appartient a F,, si u est un element de , si les polyndmes P et

Q veri ent ,(u)=P(; )et ,pu)=0Q(; ) alors

a(UK)=P( ;1) g(K) et op(uK)=Q( ;1) osp(K)

Pour la demonstration de cette proposition, nous renvoyons aux arguments de
[21] sections 6.3 a 6.7.

Le concept de surface marquee et I'application d’epaicissement des diagrammes
introduits par Bar-Natan ([1]), sont ici utilises pour construire M:
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De nition de M

On introduit d’abord la notion de X {surface marquee qui sera la donnee d’une
classe d’isomorphisme de surface compacte a bord munie d’une bijection entre
I’ensemble ni X et des tangentes non nulles au bord, prises en des points
distincts. Deux telles surfaces sont isomorphes s’il existe un di eomorphisme
entre elles qui respecte les bijections de X vers les tangentes de chacune.

On note M(X) (respectivement M[n]) le Q{espace vectoriel engendre par les
X {surfaces marquees (respectivement les [n]{surfaces marquees) quotiente par
les relations suivantes: Si V est une X {surface marquee et si V? est obtenue
en remplacant I'une des tangentes de V par son opposee, alors:

vl o —v

Comme pour F(X), le groupe symetriqgue SG(X) agit sur M[X] et en repro-
duisant la construction de D, on de nit M par:

Obj(M) = f[n]; n 2 Ng

M([p]; [a) = M([plalal) * M[p +q]

Le produit tensoriel sur M est donne par la reunion disjointe, la composition
Vi1 Vo est construite de la maniere suivante: On joint chague tangente du
but de V; a la tangente correspondante de la source de V, puis on epaissit en
appliquant la regle suivante:

N C 2l e
2 2 B a

En n nm prend les valeurs suivantes:

VAR BEVOEEr

Il est facile de voir que dans M[2] et M[3], ces deux surfaces presentent les
meémes symetries que les diagrammes correspondants et un simple calcul montre
que I'image par nq d’une relation (IHX) est bien nulle.

On de nit alors les foncteurs @ et @.s, entre les categories M et Dr:

Si V est une [n]{surface marquee ayant p composantes de bord et si est une
orientation de @V, on designe par @(V; ) le diagramme forme des p cercles
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orientes constituant le bord de @V sur lequel on a xe n \jambes" numerotees

aux lieux des n tangentes:
1
p=-
2/

<
O (V) = av; (X))

x orientation de v

>
Bosp(V) =27 ev; )

orientation de av

On pose alors:

(Onanote (x) I'orientation de @V induite par x et p le nombre de composante
de bord de V .)
Proposition 3.2 Soit K 2 D([p];[aD) et V = m(K).

@gi(V) et @,5p(V) sont en fait des elements de p+q et 0N a:

gl @g[(V)= g[(K) osp @osp(v)z osp(K)

La demonstration de cette propriete est la méme que celle faite dans [1] pour
justi er la construction des applications d’epaicissement des diagrammes.

Le Q{espace vectoriel M¢[0] (\c" pour engendre par les surfaces connexes) est
naturellement muni d’une structure d’algebre en prenant pour le produit de
deux surfaces leur somme connexe. Ainsi Mc[0] est I'anneau

S”Q[; ; g —sou , et sontrespectivement les classes de di eo-
morphismes du plan projectif reel RP2, du tore S*  S! et du disque D?.

De plus, toujours par la somme connexe, les modules Mc[n] sont munis d’une
structure de S{module gradue de type ni. Il est possible de decrire une famille
generatrice de Mc[n] de la maniere suivante: Notons la sphere orientee de
R3 et D le disque ouvert de R?. L’ensemble

ER =fV > nD9 marquee par [n] tangentes respectant I’orientation, chaque
composante connexe de @V etant munie d’au moins une marque g

est naturellement en bijection avec

f 2 &, telles que  partitionne [n] en p orbiteg.
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S
On notera [ ] la classe dans M¢[n] de la surface de E, = pE.'%’ correspondant
a 26n.

Il est facile de voir que Mc[n] est engendre par les surfaces marquees de Ep,.
De plus, a I'aide d’un di eomorphisme de n D9P renversant I’orientation, on
montre I'indentite: [ 1= (—1)"[ ~1].

Si L est I'algebre sl(E), on designe par g le morphisme d’algebre de S dans

Q[x] envoyant ( ; ; ) sur respectivement (0;x?;sdim(E)x).
Si L est I'algebre osp(E), on designe par g, le morphisme d’algebre de S dans
Q[x] envoyant ( ; ; ) sur respectivement (x;x?;sdim(E)x).
Proposition 3.3 Il existe un caractere gradue pn: —¥ S tel que, quels

que soient K 2 F, et u2 , on ait la propriete
mUK) = mu): m(K):

Deplus mmod ()= get mmod( — )= .

En particulier pour L = sl(E) ou L = osp(E), on a:
L=0L ™

Demonstration Pour commencer, m( ) est inclus dans la partie totale-
ment antisymetrique de M¢[3] qui est le module libre de rang un engendre par
le disque [(1;2;3)] ((1;2;3) designe le 3{cycle de &3 qui envoie 1 sur 2). Si
u est un element de , on peut donc de nir n(u) comme I'element de S
veri ant mUu) = m(u)[(1;2;3)]. Comme tout diagramme K de F, vu
comme element de D([0];[n]) peut s’ecrire comme la composee de I’element
unite de (ug vu comme element de D([0];[3])) et d’un diagramme K de
D([3];[n]), on a:

MUK) = mUu R) = mU) mU)  mR) = mU) mo R) =
m(Uu) m(K). Les relations entre np, o €L 4 SONt des consequences
directes de la proposition 3.2. O

3.2.2 Construction du caractere ; pour les familles sl et osp

Le premier pas vers la construction de  consiste a modi er le caractere
en un caractere 1 a valeurs dans un quotient de S.
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Proposition 3.4 |l existe des caracteres gradues

1: _! S:(Pslposp) g S:(Pslposp) _! S

telsque g 1= m et pour toute superalgebre de Lie L de type sl ou osp on
ait:
L=0. wm=fL 1

Le reste de cette section est consacre a la demonstration de cette proposition.

Pour construire g, on peut calculer I'image par n de la relation (1) ou utiliser
la formule etablie dans [21] pour chacun des caracteres | cites:

X (X)_4tv+2t2u—2t4—3v—tu+7t3—7t2+2t
Lin/ = (I—t—2u—2v)(1 -1t -2t

)

n=0

Dans les deux cas, on est amene a de nir f: S —¥ S par:
f)= -2

f(uy=2 +6 2—
f(v)=16 3—2 -2 ?
On trouve alors que le noyau de f est I'ideal principal (P4P,sp) Ce qui permet

de factoriser ¥ en un morphisme d’algebre g: S-p, p,.,) »¥ S. Pour pouvoir
factoriser n par g, il faut montrer que wm( ) est inclus dans Im(Q).

Pour cela on considere les superalgebres de Lie suivantes qui admettent plusieurs
representations standards:

L1 =s0(5) ~ L] = sp(4)

L, =sl(4) ” L) = s0(6)

Lz =sl(2;1) 7 L} = 0sp(2;2)
En suivant pour le Casimir de chacune de ces algebres les conventions de la sec-
tion precedente, chacun des isomorphismes envoie le Casimir Q; de L; sur iQ?
ou Q! designe le Casimir de L!. En particulier, ces algebres etant isomorphes,
ona: 8u2 ; |;(Wjx=1= L0 (Wjx= ;- Ces paires de caracteres pouvant etre
calculees par I'intermediaire de n, cela fournit les informations suivantes:

On de nit six caracteres sur S par leurs valeurs sur le triplet (; ; ):
Wit (55 ) A (10;2;4)
Wit (s )® 4L
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Wor (55 )A (401
Wi (s 5 ) A (61L1)
Wi (5 5 ) A (2,0,4)

Wi (5 ;)™ (011

La composee de n avec chacun de ces morphismes donne une renormalisation
du caractere de I’'une des six algebres ci-dessus et on a

X 0
m( ) Ker (Wi — W)
i=1
De plus, ces informations sur I'image de | sont su santes pour demontrer la
proposition car:

Lemme 3.1

X
Img= Ker (¥ —W¥))
i=1

Demonstration Pour voir que Img Ti3=1 Ker (W!—W;), il su tde veri er
que llJ?(x) et Wj(X) concident pour i 2 T1;2;3g et x 2 ft; u;vg. L’application
g etant graduee et injective, pour montrer I’egalite entre les espaces ci-dessus,
il su t de montrer I'egalite de leurs dimensions en chaque degre. On fait le
calcul pour Img en utilisant les series generatrices:

. n — 1
dim((S)n)t" = 1—0)(1—-t)(1—-1)

n=0
dim((S=p, p,sp))n)t" = - t29 3
. Q1-tHA—-t)1—13)
_ 0 1—1t3
T T )
codim((Im g)n)t" =
n=0
1—19 1-¢° 3

—-3-2t—t? -t

I-Dl-B)(1-1©) ((-D0-D1—-1) 1-t
Donc I'image de g est de codimension 3 en chaque degre n 4.
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D’autre part un calcul facile donne en degre n  3:

Ll .
det( (Wi—wi( " ITh ) =2"eTRE 4P —2 107)

Ce determinant ne s’annule que pour n = 3, ce qui assure qu’en chaque degre
n 4, les formes lineaires induites par (llJ? — Y¥;) sont independantes et donc

que I'intersection de leur noyau est de codimension trois. Il reste a veri er
le lemme en bas degres, ce qui peut se faire directement, terminant ainsi la
demonstration. O

Remarque |l semble di cile de traduire de maniere geometrique la restric-
tion de I'image vde 4 bien que ce caractere ait une construction par epaicis-
sement des diagrammes.

3.3 Le caractere , pour les familles sl, osp et D,

En notant R = Q[a; b; C]-(a+b+c) €t k son corps de fractions, il existe une R{
superalgebre de Lie 5,3 munie d’un element de Casimir Q 2 ©,;, [} telle
que

En etendant les coe cients a k, Q est un element de Casimir non degenere
de Do1 [kD21 (OU D21 = D2y [rE).

Vue comme sous-algebre de ©,1, D,1 se decompose en somme directe
orthogonale: ®,1 =L; L, L3z X ou L; estunesous algebre isomorphe
a slp(Q) Rl X est la partie impaire de ©,7 et I'action de L; L»
L3 sur X induite par le crochet est donnee par le produit tensoriel des
representations standards de L, L et L3.

La decomposition etant orthogonale, on a: Q = —al; —bl, —cl3 +
avec ;2L (et 2 X XL

Le groupe symetrique &3 agit sur R (par permutation de fa;b;cg) et
sur D, (par permutation des trois copies de sl,) de maniere compatible
avec la structure de R{module. Cette action laisse le Casimir invariant
et commute au crochet de Lie.

Le foncteur s,,: Dy —¥ Modyp,, induit un caractere gradue
9,,. —¥ Q[ 2; 3] (ou Q[ 2; 3] est le sous anneau de R engendre
par , =ab+bc+ca de degre 2 et 3 = abc de degre 3).

Soit  un nombre complexe et : R —¥ C est le morphisme d’anneau

de ni par:
@= , W=1et (c)=-1— . Alors Dy 7 D21, (note
parfois osp (4;2)) et o,, = D21+
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Tous ces resultats sont immediatement consequences de ceux etablis dans [21]
sections 6.10 a 6.15 (ou I'anneau de coe cients considere est Z[a;b; Cl-(a+p+c)
au lieu de R). De plus, il y est demontre que I'operateur W a pour valeurs
propres f2a;2b;2cg. Ainsi le changement de variables , @ —5 et 3 @ %
permet de considerer p,, comme un caractere a valeurs dans Sy .

Proposition 3.5 Il existe un caractere gradue »: —¥ S.ep
torisant les caracteres 1 et s,

5IP05p) faC-

(cest adire: ; mod (PsPosp) = 16t 2 mod (t) = o,,).

Demonstration L’anneau S etant factoriel, I'intersection des ideaux (t) et
(Ps(Posp) est l'ideal (tP4P.sp). Donc le diagramme commutatif suivant est un
carre cartesien:

S:(tpslposp) —I S:(Pslposp)
# #
Szy ~Y  Se(®+(PuiPosy)

Ainsi, il su t de montrer que le diagramme suivant est commutatif:

-1 S:(Pstposp)
0, # #
Sz T Sc+PuPecy) ! Sco+)  S=m+envi-su)
(On a rajoute la derniere injection pour aboutir dans un produit d’anneaux
integres).

La co'ncidence des deux caracteres  —¥ S_gy, (o7y2—gy3) €St une conse-
quence directe de I'isomorphisme entre les superalgebres de Lie

L =921 7 osp(4;,2) pour 2 f1;—2;—%g (on a alors par exemple
(a;b;c) = (1;—2;1) donc t(L) =0, u(L) =6 et v(L) = —8). Le premier
caractere correspond a factoriser | par go,,, l'autre revient a factoriser

L par 10U mnm-

Le quotient de o,, par I'ideal (v) correspond au caractere induit par
I'algebre de Lie L = ©,41. dans le cas degenere ou  vaut 0 ou —1.
Dans ce cas, L contient un ideal h * psl((2;2) et le Casimir Q appartient
a h Bl Ainsi une application directe du lemme 2.1 pour ( ;5 ,% L),
montre que | concide avec ,q2;2) qui se factorise par ;. Ce caractere
est en fait le caractere augmentation (nul sauf en degre 0) de . O
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3.4 Le caractere 3 pour les familles sl, osp, D,; et s,
3.4.1 Theoreme d’existence

Le cas de I'algebre sl, est un cas particulier: On peut choisir pour (t;u;v)
n’importe quelle valeur pourvu que le polynéme Py, = v — ut + t3 soit nul;
de plus ce choix n’a ecte bien sar pas la valeur de 4, 2 Q[x]. On peut donc
considerer , comme un caractere non surjectif a valeurs dans S_p,en le
composant avec I'inclusion de Q[x] dans S:p_qI2 qui envoie 4, (t) sur t.

Proposition 3.6 Il existe un caractere gradue 3: —1X S:(tpslpﬂsppslz) fac-
torisant les caracteres , et

(cestadire: 3 mod (PsPospt) = 2 et 3 mod (Ps,) = 1p)-

Bien que le cas i, ait deja ete traite precedemment (par exemple comme
sous-cas de sly), son etude dans ce cadre permet d’a ner le caractere ».

Demonstration De méme que precedemment, S etant factoriel, I'intersection
des ideaux (Psi,) et (PsPospt) est I'ideal (tP4P,qpPs,). Donc le diagramme
commutatif suivant est un carre cartesien:

S:(tpalposppalz) —1 S:(tpslposp)
# #

S=(Pay) T S=(Paiy)+(tPuiPasy)
Donc il su t de montrer que le diagramme suivant est commutatif:

_i S:(tpalposp)

o # #
Qt]  S=p,,) —¥ S((Pui)+(tPeiPosp) ¥ Szt Sz, Sai; Sa, Sag

avec I3 = (Py,) + Qu—t%) = (2v + t3) + 2u — t?)
I, = (Pyy,) + (U —5t%) = (v — 4t3) + (u — 5t°)
I3 = (Py,) + (8u — 5t?) = (8v + 3t%) + (8u — 5t%)
la=(Psp) +(U—) = (V) + (U—1t?)
5 = (Psi,) + (t7) = (v — ut) + (%)
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L'anneau S(p,,,)+(tP,P..,) SiNjecte dans le produit d’anneaux ci-dessus dont
tous les facteurs, sauf le dernier, sont integres et en fait isomorphes a QJt] ce
qui permet de considerer la fleche horizontale du bas sur chacun de ces facteurs:

QI Se(par) =¥ S((Paiy)+(tPuiPosp) ~1 Sar 7 QI
comme etant I'identite sur Q[t].

Ona I = I, pour n =2 et la commutativite du diagramme correspond
sur ce facteur au fait que 4 factorise .

De méme Iy = lg;, I3 = lgp, €t 1y = lg,; Les isomorphismes bien
connus entre les algebres de Lie s03(C) ~ sp,(C) ~ sl(C) et

504(C) ” slL(C) sl>(C) permettent facilement de voir que le diagramme
commute sur chacun des facteurs correspondant.

La seule di culte est de montrer la commutativite du diagramme sur le dernier
facteur: I'image du caractere , est en fait contenue dans Q[t] et sa composee
avec S:(pslz) —1 S, est donc nulle en degre superieur ou egal a deux (car Is
contient I'ideal (t?)). Il s’agit donc de montrer que » mod Is est aussi nul en
degre superieur ou egal a deux.

On a deja vu que 2 mod lg2:.2)(= (V) + (1)) etait nul en degre strictement
positif. Mais Is  ((v) + (1)) et I'application quotient S_;; —¥ S_qy+ () est un
isomorphisme en degre pair donc , mod I5 est nul en degre pair.

Six2 estdedegre n=2p+1,onecrit »(x)= (X)uPt+ '(X)uP~lv+r(x)
avec (x); '(x) 2 Q et r(x) 2 (v —tu) + (t2)).

Onaalors: >(xX) ( (X)+ '(X)uPt mod ((v—tu)+ (t?)). Il s’agit de montrer
que + ! =0. Revenant aux caracteres fondamentaux ,, a valeurs dans
Q[ 2; 3] et 4 avaleurs dans Q[ ; ] cela revient a montrer que:

. -1
Si m,,(X) 3 5" mod ( %)
alors 4(x) — P mod (?).
Ce point est plus delicat et sa demonstration fait I’objet des sections suivantes.

3.4.2 Proprietes du caractere g,

Le but de cette section est de demontrer que la reduction modulo a? de o,,
peut €tre calculee par Iintermediaire du foncteur 4, ,. On reprend ici les
notations introduites dans la partie 3.3. De plus, on note F; le sous-module de
Fn engendre par les diagrammes ayant au moins une boucle. A n d’harmoniser
les notations, on utilisera souvent a; pour a, a, pour b et ag pour ¢c. On a
alors
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Lemme 3.2 Le foncteur o,, a les proprietes suivantes:

Do - Fo —1 g Ibst nulle
n 3 o, Fy =Y Dy [0ast en fait a valeurs dans
E.1 CEJ 21 CE) ou E; parcourt faili;asl,;azls; Xg. En partic-
ulier, par restriction, la dualisation dans ®,; induit:

F —¥ Mods,, (D21 "™'R)

(morphismes de D, {modules).

Demonstration Pour la premiere a rmation, il su t de considerer que F»
est un {module libre de rang 1 engendre par le diagramme

(-

Dont I'image par o,, est nulle.

Pour demontrer la seconde a rmation, on choisit un diagramme K connexe
de F; et on decompose le calcul de 5,,(K) de la maniere suivante: on
fQIIorie chaque aréte de K par Q puis on utilise I’'application de reduction > =

< _x 0u 7y est \la reduction autour du sommet trivalent x" par I'application
trilineaire antisymetrigue invariante < [; ]; > (ceci revient a decomposer K
comme compose du produit tensoriel d’autant d’elements de Casimir que K
comporte d’arétes avec un diagramme induit par une permutation puis avec un
diagramme produit tensoriel de n fois I'identite et d’autant de fois le diagramme
<[:;:];: = que K comporte de sommets). On peut remarquer que I'application
> est bien de nie des que les arétes de K sont coloriees par une application
de I’ensemble de ses arétes vers S°L et on a aussitot la formule consistant a
\developper” le diagramme K colorie par Q:

X
L(K)= " 7(c(K))
c2C

ou C = fc: farbtes de Kg —¥ f—a;1q;—ay1,;—a3z's3; gg et c¢(K) designe K
colorie par c.

Or pour l'algebre D,1, I'application < [; ]; > est nulle sur Lj [ Xl si
i & j et sur X X1 X1 Donc ”(c(K)) est nul des que I'un des sommets de
c(K) n’est pas d’une des deux formes suivantes:

tpe ()
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Un diagramme colorie dont tous les sommets sont de type (1) ou (2) sera dit
admissible.

De plus, < [;]; > envoie L; I3 [} sur ai_lR et L; X1 X sur R; il

su t donc de voir (par exemple pour i = 1) que si ¢(K) est admissible, si m
designe le nombre d’arétes interieures de ¢c(K) de couleur —a; 1, s3 le nombre
de sommets de c(K) de type (1) pour i = 1 et s; le nombre de sommets

univalents de K dont I'aréte issue (aréte dite exterieure) est de couleur —a; 11,
alors m s3+5s;q.

Si ¢(K) est un diagramme K a d boucles pour lequel toutes les arétes sont
de couleur —aj !4, les formules reliant le nombre d’arétes et le nombre
de sommets d’un diagramme a son degre donnent: m = 2s; +3d — 3 et
s3=s1+2d—2donc m—s3—s;=d—1 O car d=>0.

Sinon, le sous-graphe de c(K) forme des arétes coloriees par —ai !,
est forme de plusieurs graphes connexes dont les sommets univalents
proviennent soit des sommets univalents de K, soit de sommets de type
(2) de c(K). De plus, K etant connexe, chaque composante connexe
K; de ce sous-graphe possede un nombre sp;; > 0 de sommets univa-
lents provenant de sommets de type (2) de c¢(K). On note de méme
dj le nombre de boucles de K;j, nj son nombre de sommets univa-
lents, m; songombre d’arétes et sg; son nombre dgsommets trivalents.

Onas; = j(nj—sz), s3= jsgj et m= ;mj. Cecidonne

I'inegalite cherchee en sommant sur j les formules m; = 2n; +3d; —3 et

S3;j = Nj +2dj —2. On obtient: m—s3—s; = ;(dj +szj—1) 0Ocar

Ceci conclut la demonstration du lemme. m]
21 1
o 2,
g>—3 3—<5

6 1 2 3 4 5 6
D1 D} D2 Ds

Considerons maintenant K un diagramme representant un element de Fg de

degre impair. Soit G le sous-groupe de Gg laissant xe fFf1;2g; £3; 4g; 5; 6g9.

On de nit le morphisme de groupe sur G en remarquant que tout element
2 G agit par ( ) 2 f—1;+1g sur le diagramme D> ci-dessus de Fg.
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On notera les elements de G comme produits de cycles disjoints; par exemple
ona ((1;4;2;3)) =1. Soit
1 X
K=— :
Bz O K
2G
Le morphisme Dy 2 D([6]; [3]) envoie K sur K3 2 F3 L Q™ * . De plus, le
degre de K3 dans est egal a celui de K moins deux.

Soit 2 Q tel que o,,(K3) 3 > mod ( 3) ai(azaz)P*! modulo a?.

On construit un tenseur dont I'image par g,,(K) (vu comme element de
Hom(L "5;1Q)) est congrue a o,,(K3) modulo (a%):

Soit xo = —a;”’(D3) 2 LF’jde sorte que considerant g,,(K3) comme un
element de Mod(L 3:1Q), on ait:

12

2,1 (R3)(X0) = 2,,(K3) 57 5 (Xo0) ==

ar 9,1 (K3)

12 (azaz)P™+airavecr 2R

Drautre part, le calcul montre que o,,(D})(Xo) s’ecrit x; + a;x, avec x; 2
X Blet x, 2 D5, e tenseur x; ayant de plus la propriete d’etre (G; ){
invariant (i.e. 8 2G; (Xx1) = ( )Xz1). Ainsi

9. (K3)(X0) = 9,,(K) 2, (PDX0) = 2,, (K)(X1) + a1 0,,(K)(X2)

mais p,,(K)(X2) est un element de R d’apres le lemme precedent et puisque
X1 est (G; ){invariant, on a l'egalite o,,(K)(X1) = =,,(K)(X1); donc

0,, (K)(X1) 12 (apa3)P** modulo (a1):

On construit maintenant une forme lineaire ¥ sur g[z';gjtelle que I'application

K@ sefactoriseen ™ .

Soit | le noyau du morphisme d’anneau f: R —% @Q de ni par f(a;) = 0
et f(ay) = 1. La reduction des coe cients grace a T induit p: ©57 —1¥
D,," = D51 [£Q. Le morphisme d’algebre p est surjectif et possede une section
d’espace vectoriel Z,{gradue: s: D5," ¥ D,q induite par le monomorphisme
Q.,* R(nap s =ldg,,n). On notera X' I'image par s de la partie
impaire de 1" de sorte que X se decompose en X (1X"). Il se trouve que
< X' X" > est inclus dans Q et x; appartient a X"™® Par consequent, les

formes Q{lineaires y @ f(< X3,y >®—21Ea;)1 ety A< xy;s py) >©—21|:6:|SOI'1t

egales. Mais considerant ,,(K) comme un element de ©,1 "5'on a:
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<X1; 2,,(K)>5,; 12 (a2a3)°** modulo (a1)
donc f(<x1; 9,,(K) >®—21c5j = (-1)P*112
etdonc  <x1;(s P) ( 9,:(K)) >z-ep=(-1P*12 :
Ainsi I'application : Fg —¥ Q, qui associe au diagramme K' I'element
COR(< X1 2,,(KY) >, o se factoriseen = ' o 0 ou U est
une forme lineaire sur D1’ " hulle sur I'orthogonal de ((D21"),) &

Considerons alors les morphismes de superalgebres de Lie suivants:

psly., 7 h.o D,
#]
q
gloo > palyo
h est I'ideal de ©,:’ deja rencontre a la section 3.3. Il est facile de constater
que si I'on muni gl,., du Casimir induit par la representation standard, alors
son image par q dans pgly5-appartient en fait a j (psiy5)"
On peut maintenant appliquer le lemme 3.2 a chacun de ces morphismes en
prenant pour I'identite de Q:
D21%p oK) =i Pﬁlz;z(K)

0 ( g, (K)) = pai, (K) = (0 psty, (K))
Or les morphismes i, j et q sont bijectifs en degre impair. Comme ! ne depend
que de la composante sur ((psl;.5)1) [6-He psiy., (K), il existe une forme lineaire
©: gl;5-1 Q nulle sur l'orthogonal de ((gly,);) “6-Veri ant = © o .

3.4.3 Proprietes du foncteur

Dans toute cette section, E designe un supermodule (c’est a dire un Q{espace
vectoriel muni d’une Z{graduation) et on continue d’identi er Dg([p]; [q]) avec

p+q-
On notera Dy, la categorie quotientee de Dy par Oet 4,: Dr =1 Dy,.
On peut maintenant faire quelques remarques sur I'image de  g:
@y est determine sur M[n] par la formule

8 26 0y )=< >+(C-D"< “!>:

Enconsequence, g (Fn) = g @ m(Fn) estinvariant par I'endomor-
phisme de  de ni sur sa base par
< >A (< >+(-D"< 1)
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Ensuite n respecte le degre et est de degre pair donc I'image par

m d’un element de degre impair de F, gst une combinaison lineaire
a coe cients dans Q[ ] d’elements [ ] 2 pEﬁpH (pour des permuta-
tions partitionnant [n] en un nombre impair d’orbites) plus un element
de Mc[n] + Mc[n]. Ainsi, 4 (Fn) est inclus dans le sous-Q{espace
vectoriel de  engendre par les diagrammes ayant un nombre impair de
composantes connexes.

En n, on peut preciser I'image de 4, (Fn) en utilisant le fait que, si
sdim(E) = 0, pour les morphismes canoniques q: gl(E) — pgl(E) et
i psl(E) ¥ pgl(E), ona 4 g&)(Fn) =J  peey(Fn) 0 (sI(E) Y.
Soit | I'element identite de gl(E). Notons que Ker(q ) est I'ideal en-
gendre par | dans I'algebre tensorielle de gl(E). De plus sl(E) est
I'orthogonal de 1 dans gl(E) et ainsi I'orthogonal du noyau de q est
Ialgebre tensorielle de sI(E). L'image de ge)(Fn) est dans la somme de
Ker (q ) et de sI(E) ™™ I'orthogonal de cette somme est I'intersection de
sI(E) ™kt de Ker (q ), c’est I'espace engendre par fx CI Ly 2 sl(E) ™d.
Considerant F,  D([n];[0]) et en utilisant la dualite dans gl(E), on a
ainsi,

8K 2 Fp; 8x [TIYR sI(E) ™ ;& (K)(x CII=0

Sii n, on note < ni > l'element < >si (i) =1 sinon

'element < > de -1 ou est I'element de &,—1 qui, conjugue

avec la bijection croissante de [n — 1] vers [n] n fig, vaut ° de ni par
"= (@{)si (G)&i, %)= (i) sinon. Revenant a la de nition de
glE):E» il est clair que si x 2 gI(E) =L et y 2 gI(E) ™ alors

gE;e(S )X L= gEye(< ni=>)(x [y

En n  gie)e induit un morphisme de n, dans (g(E)™) donc par
restriction un morphisme de ,, dans (s((E) ™) . L’intersection des noy-
aux de ces morphismes (lorsque E varie) est .. Ene et,sidim(E) n,
I'unique permutation de 1 est envoyee sur (X A strg(x)) qui est nul sur
sl(E) et donc toute permutation ayant un point Xe est envoyee sur zero.
Reciproquement, on peut associer a la permutation de & un tenseur
X 2 gl(E)™ el que gE)pe(< >)(x )=1si = ,0sinon. Pour
construire de tels tenseurs, on identi e gl(E) a gl(dim(Ey); dim(E;))(Q)
et notant e;;j les matrices elementaires, on de nit d’abord
X(1;2;:::k1)(k1+1;k1+2;:::k2):::(k,o+1;:::n) = (e1;2 I—eQ—b [ I—ek-l;l) I—(—ell1+1;kl+2 L1
s ek 1) 1 L ek, +1;kp+2 L1 |Inl,kp+1)
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puisx -1= (x );si n'apasdepoint xe, x appartienta s((E)™]
Ainsi notant ¢ le sous-module de , engendre par les permutations
ayant un point xe, le morphisme suivant est nul:

< >A < ni>
fi: Fn ¥ n=( n) -1 n—1=( 1) -1 s 0 1+(C n-1)

On peut faire une derniere remarque sur 4 (Fg): elle provient du fait

que 4, est nul sur F3 en degre superieur ou egal a 3. 4 (Fg) est
donc inclus dans le noyau de I'application composition avec le diagramme

suivant:

6

N -

D4

AW N R

3.4.4 Demonstration de I’existence du caractere ;3

Notons la forme lineaire de nie sur Fg en degre impair par 4(D; K) =
— P modulo ( ?) (avec les notations deja utilisees dans (3.4.2)). Nous allons
montrer que =

D’abord on a: (D1 K) (K) (=(1;2;3) > —<(1;3;2) =) modulo

2 3. Onde nitune forme lineaire g sur zparg( 3+ 2 3)=0,9(< >
)=0si n’est pas un 3{cycle, g(< (1;2;3) =) = —g(< (1;3;2) =) = % Soit

o: & —¥ Q I'application qui associe a chaque element de ¢ I'image par g
de sa composee avec Dy. Alors (K) = o( 4(K)) mais un calcul explicite de
I'application composition avec D; montre que I'image de cette application est
enfaitdans %+ 3, ainsi ¢ est nul sur 6. De plus, dans Dy, I'element

suivant est nul:

De méme ¥ induit une forme lineaire ¢ sur ¢ telle que o(< >) =
U( glpo(< >)) pour 2 . En particulier ¥ est nulle sur I'orthogonal de
((812:2)1) L6-Jet cet orthogonal contient I'ideal Ker(q) evoque dans la question

precedente. il en resulte que o est nulle sur §.

Donc o &) =0.

Des calculs e ectues avec Maple donnent les resultats suivants:
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Le sous-espace de - 3 des elements (G; ){invariants, invariants par

I’endomorphisme de g de nisur sa base par < >A< >+(-1)"<
1 > forme de combinaisons lineaires diagrammes ayant un nombre

impair de composantes connexes, est de dimension quatre, engendre par

les elements suivants:

y1 = F((1;2;3;4,5;6))

y2 = T((1,2;3;5;4,6))

ys = T ((1;3;2;5;4;6))

ya = T ((1;3)(§°)(4:6))

Avec F(yi) = ¢ @(<gyig™ >+ <gy; ‘g7 >)

L’image par 4, des elements de degre impair de Fs est donc de dimen-

sion inferieure ou egale a quatre.

L’application fs (construite dans la section precedente a I’aide de I'applic-
ation < >M < n6 >) envoie y; et y4 sur 0, mais fg(y2) = f5(y3) & 0.
L’application induite par recollement de I’element D4 dans Dy envoie
Y1, Y2, Y3 et ys sur respectivement —24 2, 16 2—16, —8 2 —16 et
—48 fois I'element (< (1;2;3) > — < (1;3;2) =) de 3. En consequence,
et a I'aide des deux dernieres remarques de la section precedente, on peut
conclure que I'image par 4, des elements de degre impair de Fg est de
dimension inferieure ou egale a deux, engendree par y; et y, —ys.

Deplus, 4(Dz)=3yietD; D, =8t32 donc o(y:) =6 (Dz) =0. Onva

montrer que o(y1) est nul ce qui permettra de conclure que o= ¢ sur I'image

de Fg en degre impair donc que = . Ene et, sur cette image, o et o ont

méme noyau donc sont proportionnelles, donc et  sont proportionnelles, or
et concident et sont non nulles sur le diagramme suivant:

<

dont la composee avec D; donne I'element x3 2 ; elles sont donc bien egales.
Pour montrer que o(y1) = 0, on calcule directement (D):

Le tenseur x; intervenant dans le calcul de  est obtenu comme la reduction
par I'application  du diagramme colorie suivant:
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Donc (D3) est obtenu comme la reduction modulo (a)R + (b — 1)R de:

u -
P A=
G =

La sommation etant faite pour y1, Yy, et y3 parcourant f—a;1;; —a,1,; —aszsg
(Si I'un des yj valait , le diagramme colorie obtenu ne serait pas admissible).

Orsi i & j alors

donc tous les termes de la somme sont nuls sauf celui pour lequel y1 =y, =
ys = —ap 1, mais ce terme est dans a?R; ainsi (D;) =0 donc =

Pour terminer, nous avons montre I’egalite du premier coe cient des caracteres

9,,(X) et 4(x) lorsque x est dans (D2) (Fs). Pour avoir I'egalite de ces

coe cients sur  tout entier, il su t de remarquer que si un diagramme de

n’est pas dans (D2) (Fg), alors il represente un element de  divisible par

t donc pour lequel les deux coe cients sont nuls. Cette derniere remarque
termine la demonstration du lemme.

3.5 Les caracteres exceptionnels et la relation du carre
3.5.1 Theoreme d’existence

Si L est I'une des cing algebres de Lie exceptionnelles de la liste

(92:fase6,e7,e8) alors I = (Pg) + (U — Lt?), la liste des valeurs de | est
i e 722; 5t 79); ces valeurs sont distinctes deux a deux. On identi e le but
de chacun de ces caracteres | avec S;, 7 Q[t]. Posons Q. = ~ (u— Lt?)

polyndéme de degre dix de S.

Lemme 3.3 Il existe un caractere .: —¥ Scp,)+(Q.,) factorisant les cing
caracteres exceptionnels.
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Demonstration Pour factoriser 4, et ;, on remarque que Iy, \l;, est I'ideal
somme (Pg) + ((u— 1t)(u— 2t?)) (car S-p,, ~ Q[t; u] est factoriel) donc le
diagramme commutatif suivant est un carre cartesien:

S:Po+(u- 1= 2) T Seeeru- 1)

# #

Szpo+u- 2t2) TE Sepo)+u- are- o) T Utk
Ainsi, il su t de montrer que le diagramme suivant est commutatif:

Y Sepayr- a®)
o # #

S:pa+u- 2t T1 Sepo)+u- are- ) T Utk@)

Mais I’'anneau en bas a droite est nilpotent et nul en degre superieur a deux.
Or nedi ere pas de ¢ en degre inferieur ou egal a dix (cf [11]) et les deux
caracteres concident sur o comme I'indique la formule (2) donnee section
(3.2.2). Ainsi il existe un premier caractere intermediaire factorisant ,, et

i~ On reitere le méme procede (d’abord en remplacant g, par le caractere
que I'on vient de construire et ;, par ., etc...) et le méme argument permet
de construire etape par etape le caractere ;. ]

On designe par K;, Ky et K3 les combinaisons lineaires de diagrammes suiv-
antes:
ot "
ATl Topd o]
o - @3]

S RN S ®

Soit ; l'ideal de  [Slengendre par les combinaisons lineaires de ([3];;){
diagrammes connexes se factorisant par K; ou K, et soit , I'ideal de 1
S engendre par les combinaisons lineaires de ([3]; ;){diagrammes connexes se
factorisant par K3 [CKE. On montrera le

Lemme 3.4 L’application S =8 ( [S). ,+ ,) donnee par I'unite de  est
surjective en degre inferieur ou egal a 20. En consequence, il existe un caractere

4 sur  en degre inferieur ou egal a 20 a valeurs dans un quotient de S qui
factorise tous les caracteres annulant K, Ky et K3 K.
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Remarque Des calculs elementaires dans I'algebre d’endomorphisme
D([2];[2]) CSdpermettent de prouver que I'application S =¥ ( o [S).( ,) est
surjective. Un antecedent de X, peut etre calcule par la formule (2) donnee
section 3.2.2.

On va aussi montrer que les caracteres 3 modulo (P,) + (R) et  mod
(tPglPl?ﬁpPs_lz) a valeurs dans I’anneal_J S:(tpslpuﬁpp512)+(pq)+(R) goncentre en
degre inferieur ou egal a 20, se factorisent par 4, et donc co'ncident, ce qui
demontrera I'existence d’un caractere  factorisant . et 3.

En fait, . annule Ks. Ceci provient du fait que pour chaque algebre excep-
tionnelle, le carre du Casimir engendre le sous-espace des elements L {invariants
de S*L (Cf [21]).

3.5.2 Unicite de 4

Pour demontrer I'existence et I'unicite de 4, il est plus aise de manipuler les
diagrammes de Fp qui forment un  {module libre isomorphe a . Il s’agit
de montrer qu’en degre inferieur ou egal a 21, Fq est isomorphe a I’espace Rg
engendre par les diagrammes contenant I’'un des trois diagrammes suivants:

- @

W, Wa;2 Wi q W,

On introduit les notations:

N; = f(a;b;c) 2N3%=a b cg
muni de I’'ordre lexicographique de N3,

Ne =F( ; )2N3 Ng3= g

muni de I'ordre induit par I'ordre lexicographique de N®. Dans la suite, on xe
N2N,y=(; )2Ng et =(ab;c) 2Nz. On de nit 'ensemble

N =Nq N3 gNs

que I’on nit d’ordonner en posant:

<ysi < ety< si :sin<aalorsn< ,sinon <n;
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n et y sont ordonnes comme n et ;
I’'ensemble N est ainsi muni d’un bon ordre.

Onnoterajj=a+b+cetjyj=j j+j j. En n, W et W, representeront
les diagrammes suivants de F; ; et Fn:

atb+l atb

atb+2 atb-1
arbre_ " atl Q

12 a 12---n Wn

et Wy le diagramme W [WI1 2 D([O]; [jyj]). On appelle \roue™ un diagramme
isomorphe a Wy, a la numerotation des sommets pres.

On designe par fix: D([n];[m]) —¥ D(J0];[m]) la composition a gauche par
K 2 D([0];[n]) (I'image de fk represente les diagrammes \contenant” K) et
on pose:

R? = fy (sous-espace de D([j j];[0]) engendre par les diagrammes connexes)

RS = fw, (sous-espace de D([j jlq[j j];[0]) engendre par les diagrammes dont
chaque composante connexe a au moins un sommet trivalent et rencontre [j j]
et j j).

Ceci permet de de nir pour d2 Nnf0g et 2 N nf0g

<
RY = fw,(Fq) R~ =Ry + RO

<
R =R~+R° et R =R =R~
Si < dansN,onaRy; R~ R R R.

Lemme 3.5 F, est engendre en degre n par les roues et en degre superieur
ou egal a n+ 1 par les diagrammes K =W K" ou K’ est un arbre (element
de Fx de degre k — 1) vu comme element de D([0]; [k]) et W est une roue (a
n + k jambes).

Demonstration La demonstration de ce lemme est laissee au lecteur (elle
repose sur une simple manipulation des relations (IHX)).

Indications Il est utile de remarquer que I’'on peut raisonner sur le \squelette"
des diagrammes (c’est a dire oublier les jambes des diagrammes qui peuvent étre
deplacees par des relations (IHX)). L’etape intermediaire est de demontrer que

Geometry & Topology, Volume 6 (2002)



Caracteres sur I'algebre de diagrammes trivalents 597

Fn est engendre en degre superieur ou egal a n + 1 par des diagrammes ayant
un squelette de la forme suivante:

( o] ek >
HiE [T -1

ou chacune des boites est donnee par une permutation ;2 Gy, .

Ensuite, il est possible de conclure grace a la manipulation de \fusion des arbres"
suivante:

—
i
—
—
|
!
Il

On utilise aussi le fait que Wan+1 2 Im (fw,,) (en particulier pour n = 2) et
de la méme maniere, I'image de fyy,, contient le diagramme suivant:

Si d 2 N, on notera D(d; [n]) le quotient de D([d]; [n]) tuant I’action du groupe
Sq4. Si 2 Ng,onnote & le sous-groupe de &; ; isomorphe a G,y Ga, Ga,
induit par I'isomorphisme [a1]q[az]q[as] ,¥ [a1+ax+as] et D( ;[n]) le module
quotient de D([j jI;[n]) par les relations: si 2 & et K 2 D([j j];[n]) alors

:K K. On aune application surjective naturelle de D([j j];n) vers D( ;n):
celle ci revient a remplacer la numerotation des sommets univalents de la source
par un coloriage a I'aide de trois couleurs que I’'on notera Xi; X, et Xs.

De mémesiy = ( ; ) 2 Ng, on note D(y;[n]) le quotient de D([jyj]; [n]) tuant
I’action du groupe &y * & (G} Sjyj- L’application quotient revient a
remplacer la numerotation des sommets univalents de la source d’un diagramme
par un coloriage a I'aide de six couleurs que I’'on notera Xi;X»; X3 et y1;Y2;Y3.

Lemme 3.6 Siy 2 N Il'application
fy: D(lyil:[n) = Ry
(obtenue par composition de fy, avec I'application quotient Ry —¥ Ry) se

factorise par une application gy: D(y;[n]) —¥ Ry.
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Pour demontrer ce lemme, il su t de voir que pour tout K 2 D([jyjl; [n]),
pour toute transposition = (i;i +1) 2 &y, on a f,( :K) = f,(K). Mais
Wy, (K)Y—-w, K=(:W,—W,) K etpar la relation (IHX), ( ‘W, —
Wy) K2Ry,

Lemme 3.7 Soity 2 N et K 2 D(y;[0]) alors gy (K) est nul ou dim(Hy(K)) >
22. Ainsi, Fp R en degre d tel que 1 <d < 22.

Demonstration Pour montrer ce dernier lemme, on procede par etapes:

Siy <((1;3;3);(3;3;3)) il n"y a rien a demontrer car Im(gy) Ro.

En utilisant les arguments du lemme 3.6, il est facile de montrer qu’un
diagramme contenant une roue a d jambes appartient a Rq. En e et,
si le complementaire de la roue n’est pas connexe, quitte a permuter ses
jambes, on peut se ramener a un diagramme obtenu en recollant deux
elements de F, et donc divisible par t (i.e. appartenant a Rg).

Sid 4, parle lemme 3.6 et en appliquant le lemme 3.5 au complemen-
taire de Wy dans un diagramme de Ry, on obtient facilement Rq = 0.

Si les lettres a et b designent les deux lettres Tx;yqg, si fi;j; kg f1;2;3g
et si K contient I'un des cing diagrammes suivants:

| | o
Ai J"i J"j i‘i i‘i gi gi llj i“ (%)

alors gy(K) = 0. En e et, on peut toujours faire appara’tre une roue a
moins de cing jambes en recollant un tel diagramme a Wy, .

On peut maintenant montrer que si 2 N3 alors R est nul. Pour
cela, appliquons le lemme (3.5) a un diagramme connexe K 2 D( ;[0]).
Si K est un arbre, il contient le premier diagramme de (5) sinon, il se
decompose en une roue dont certaines jambes sont coloriees par les Xx; et
d’autres qui sont reliees aux feuilles de I'arbre. Aux moins trois d’entre
elles sont de couleur Xx,. S’il ne contient pas le deuxieme diagramme
de (5), les jambes coloriees par les X; sont separees par des feuilles de
I'arbre. Nous dirons que deux jambes coloriees sont en relation si elles ne
sont separees que par une feuille de I’'arbre. On complete cette relation en
une relation d’equivalence. Le dernier element de (5) prouve que I'on peut
permuter les couleurs des jambes qui sont en relation sans modi er I'image
par g de K. Mais alors le troisieme diagramme de (5) etant annule par
g ,sig (K) & 0, aucune des classes d’equivalences ne peut contenir deux
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jambes coloriees par la méme couleur et il y a donc au moins trois classes
d’equivalences. Ceci signi e qu’en au moins trois endroits dans K, deux
feuilles de I'arbre sont reliees par une aréte de la roue. La reunion de ces
trois arétes et de I'arbre forme un diagramme a trois boucles qui, par le
lemme (3.5), permet de faire appara™tre un diagramme W ou 2 Ns.
Ainsi fyy (K) appartienta R .y R<.

gy ( aibjak ) = gy( a;-zb,-ak ) =gy( aka;isz )

de plus ces elements sont nuls si i=K.

9y ( a‘t‘)a‘\t‘)a‘ ) = 9v( a‘a,Ab_'”a_Ab_ )
EWE inin k kg iy Inln (6)

de plus ces elements sont nuls si n 3.

Maintenant si y 2 Ng et si K 2 D(y;[0]) est un diagramme dont I'une
des composantes connexes est un arbre, alors K est combinaison lineaire
de diagrammes contenant I’'un des deux premiers elements de (5).

Si une composante connexe Ky de K est une roue, alors Kq contient un
diagramme de type (6) et soit Ko 2 R4, soit le nombre n est superieur
ou egal a quatre donc gy (K) = 0.

Si K est connexe, on lui applique le lemme (3.5). Reprenant la relation
d’equivalence pour les jambes de la roue coloriees par les X;j, on retrouve
gu’en trois endroits distincts, la roue possede deux jambes consecutives
qui ne sont pas coloriees par X; et au moins une des deux est donc une
feuille de I'arbre. L’arbre a donc au moins trois feuilles et K a donc au
moins trois boucles.

Ainsi si gy(K) & 0, soit K est connexe et a au moins trois boucles, soit
il possede plusieurs composantes connexes ayant chacune au moins deux
boucles. Dans les deux cas, le nombre de sommets trivalents de K est
superieur ou egal a jyj+4. Comme y  ((1;3;3);(3;3;3)),ona jyj 16
et le nombre de sommets trivalents de fw, (K) est superieur ou egal a
44, O

On peut maintenant montrer le lemme 3.4. En e et, considerons un diagramme
K=K" KY%2Fy ou K" est I'un des trois elements de (4). Le lecteur pourra
veri er que si KU n’est pas connexe, alors, si K est isomorphe a W5, K est
nul, si K" est isomorphe a W,:», t divise K et si K¢ est la reunion disjointe de
deux carres, alors K se decompose en une combinaison lineaire de diagrammes
du méme type pour lesquels K est connexe ou K' est I'un des deux premiers
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elements de (4). On peut ainsi toujours se ramener au cas ou K% est connexe.
Alors, K se decompose dans ( [S)- ,+ ,) en une combinaison lineaire de
diagrammes de degre strictement inferieur et en reiterant le processus pour un
diagramme de ( [S)-( ,+ ,) de degre inferieur ou egal a 21 (correspondant
a un element de  de degre inferieur ou egal a 20), on peut I’exprimer comme
combinaison lineaire d’elements de S.

3.5.3 3 et les relations exceptionnelles

Le but de cette section est de montrer que 3 modulo I'ideal engendre par P,
annule . Les variables t, u et v sont determinees par le fait que chaque
superalgebre de Lie simple annule les elements K; et K, de nis dans la section
3.5.1. Ainsi les caracteres 3 et . annulent 1.

Le but de 3 modulo (P,.) est I'anneau

S=(Pee)+(tPaiPaspPsiy) = O=(Per)+((9U—212)(u—12)(Qu—5t2)t3u2)

A Sa, Stlpan O=(Pae)+(OU-5R)  S=(P)+(U2)  S=(Pe)+(13)

Tout comme les algebres de Lie exceptionnelles, pour L = sl3 et L = osp(1;2),
le carre du Casimir engendre le sous-espace L{invariant de S*L. Ainsi les
caracteres 4, et ,4(1;2) @annulent . De plus, 4, annule I'element

[

et ceci su t a determiner le caractere . Ainsi on peut veri er directement
que (9u — 5t?) divise 41, (K3).

™

De méme ( —8) divise ,.,(K3) et par homogeneite de g, ON A o5p( 2)
( —8 )2Q[ ; ]. Ceci montre que 3 modulo (P,) + (u?) est nul sur ».

Pour montrer que 3 modulo (P,) + (t3) annule 5, il su t de montrer que
les images de , par respectivement g et o,, sont dans les ideaux respectifs
(t3) et (v3). Pour cela, supposons qu’un element K de Fy [Slsoit de la forme
suivante:

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,

KU
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ou K' K" est connexe. On note u I'element de  correspondant a K. Il se
trouve que  divise 4 (K3) et a; divise o,,(K3) (ceci provient du fait que

psi(2;2) (K3) = 0).

Comme K? KUY est connexe, K' appartient a D,([8];[6]) et donc a? divise
0,,((Ks [K3) K or il existe une forme lineaire sur X "6-h valeurs dans R
(cf section 3.4.2) qui prend sur a; > ,,((Ks CK) K') la valeur glf 0,,(U).

Ainsi v3 divise ,,(u).

De méme, en notant Dg[([p]; [a]) le sous-Q[ ]{espace de Dg([p];[a]) engendre
par les elements de %+q on peut aisement veri er que la composition a droite
par un element de Dy laisse stable Dg[ (il su t de le veri er pour des dia-
grammes de la forme [;;:] CIdl). Ainsi, comme (K3 [K3) 2 2 g+ %,ona

a((Ks CK3) K2 2 g+ Yetdonc 2divise o((Kz CK3) K'). Oril
existe une forme lineaire sur ¢, nulle sur % a valeur dans Q (cf la forme g
de la section 3.4.4) qui prend sur 2 ,((Kz [KE) KP) lavaleur (& «(u))
modulo (t). Ainsi, t3 divise 4 (u).

Donc  3(u) est bien dans I'ideal somme (P,,)+(t3). Le fait que les diagrammes
du type de K engendrent , modulo 1 resulte de la remarque faite ala nde
la section precedente. Ainsi, 3 modulo (P.) annule aussi , et par suite se
factorise par 4 en degre inferieur ou egal a 20. Ceci termine la demonstration
de I'existence de

4 Les cas de g(3), f(4) et les branchements

Le but de cette section est de demontrer que le caractere  factorise aussi les
caracteres a(3) et f(4) -

En fait, on montre que s se factorise par 4, et que g4 et 5, concident.
Pour calculer ), il su t de remarquer que le sous-module X; de 24(3)
forme par le noyau du Casimir est simple et de superdimension nulle (pour sl
ce méme module est nul). Notons Ko I'element (7) annule par 4, (cf section
3.5.3). Les elements de Fy de la forme
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ou K est un diagramme connexe de D([2];[2]), sont envoyes par ;) sur
tstrx,( 43 (K)) = 0 et par suite 3y = 4, sont tous deux determines de
maniere unique par le fait gu’ils annulent ces elements.

Supposons maintenant qu’une superalgebre de Lie L munie d’un element de
Casimir non degenere Q 2 L [L1contienne une sous-algebre de Lie | sur
laquelle la forme bilineaire supersymetrique de L ne soit pas degeneree. On a
alors un foncteur F: Mod_ —® Mod, qui consiste a regarder la structure de
I{module d’un L{module.

Si de plus le I{module E, orthogonal de | dans L, veri e [E;E]_ I, on
dira que (I; E) est une bonne decomposition de L. On peut remarquer que le
Casimir de L se decomposeen Q=1+ avec ! 2| [1é¢t 2E L[EI

Pour transcrire cette situation en termes de diagrammes, on pose les de nitions
suivantes:

Un (X1; Xy){diagramme bicolore est la donnee d’un (I'; X;){diagramme ou I
est non orientee et la donnee d’un isomorphisme: @ * X,. Nous dirons qu’une
aréte d’'un diagramme bicolore est de la premiere couleur si elle n’appartient
pas a la courbe I, et nous dirons qu’elle est de la deuxieme couleur dans le cas
contraire. On representera toujours d’un trait gras les arétes de la deuxieme
couleur. On note /b(xl;xz) le Q{espace vectoriel de base les (X1;X2){
diagrammes bicolores quotiente par les relations (AS), (IHX), (STU). On
note aussi M
AR(X) = R(X1: X5):

X1gXz=X

On remarque que si " est une courbe sans bord non orientee, A(I"; X)

R(X; ).
En n on designe par A(Xy; X)) le quotient de /b(xl;xz) par les relations

notees (IHX): .
L H-X

_ | I _
et A(X) = X1gXp=X A(Xl; Xz).

On de nit les categories B et D de maniere analogue a D comme les categories
ayant les mémes objets que D et dont les morphismes sont

B([pl; [a) = A(p] a [a]) et D(pL[a) = A(p] g [q]). La composition dans
ou D de deux diagrammes est encore obtenue par leur recollement si les

arétes issues des sommets de la source du premier diagramme sont de la méme
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couleur que celles issues du but du deuxieme diagramme et on decrete que la
composition est nulle dans le cas contraire. On note D: B —¥ D le foncteur
quotient.

Soit | une superalgebre de Lie quadratique et E un | — module muni d’une
forme bilineaire supersymetrique I{invariante. On note  I'element de S°E
associe et ! le Casimir de I.

Proposition 4.1 1l existe un unique foncteur mono dal Q{lineaire
b|;EI |b —T¥ Mod,

envoyant [1] sur | E, prenant les mémes valeurs que . sur A(l"; X) lorsque
" est une courbe sans bord non orientee, et veri ant

Dre(—) =lde e () =

Si de plus (I; E) est une bonne decomposition de L, alors b|;E passe au quotient
par D, de nissant un foncteur .z: D —¥ Mod, qui veri e

I,E

_CT
m
|
|
O O

Il existe un foncteur mono dal Q{lineaire : D —¥ D de ni de maniere unique

par ses valeurs sur les morphismes suivants:
(O=+C =)
O = o e
OO = A+ L+ X+ X

En n, le foncteur  veri e:

F L= IE

Demonstration Nous justi erons seulement les existences de et de ..
Notons provisoirement f I'application qui associe a un (Xp; X){diagramme
bicolore le (X1 g X;,){diagramme sous-jacent (on oublie I'information sur les
\couleurs™). Ainsi il n’estpas di cile de voir que pour un diagramme K 2
AG;X) ona: (K) = )=k K. Le point cle de la validite de cette
de nition est qu’en notant I, H et X les diagrammes intervenant dans la
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P _
E)elation (!—IX), on peut reorganiser la somme ¢y K — gy K+
F)=x K de maniere a faire apparatre la relation (I1HX) plus des relations
(STU) plus la relation (IHX). En ce sens, les relations (I HX) sont necessaires
et su santes a I’existence de .

En utilisant Q = 1 + et en \developpant" le calcul de | (K) comme il a
ete fait dans la demonstration du lemme 3.2 pour I'algebre ©,1, la formule

F L= 1 apparat comme un simple jeu d’ecriture et justi e du méme
coup I'existence de |.g: en e et en \developpant” (I —H + X) =0 on
obtient bien que b|;E veri e la relation (I1HX). O

. . L . .
Corollaire Si E = ;E; ou chaque E; est un I{module de superdimension
nulle et tel que End (E;j) * Q alors les restrictions de | et | a Fg sont des
formes lineaires egales.

Demonstration Ene et, I'image par  d’unelement de Fq est egale au méme
element vu dans D([0]; [0]) plus une combinaison lineaire de (I"; ;) {diagrammes
ou I' & ;. Mais ces derniers s’interpretent comme la supertrace sur E d’un
tenseur I{invariant et sont annules par . sous les hypotheses du corollaire.
On a donc dans ces conditions g = | sur Fo. 0

Proposition 4.2 La superalgebre de lie §(4) satisfait aux conditions ci-dessus
pour | = sl(4;1) et E est alors un sl(4; 1){module simple de superdimension
nulle. En consequence, les caracteres .1y €t 5y sont egaux.

Demonstration La partie paire de f(4) est isomorphe a I’algebre semi-simple
sl so7. Sa partie impaire est isomorphe au produit tensoriel de la represent-
ation standard de sl, par la representation spin;. Considerons une decompos-
ition de Cartan: sl, = CH CE CF avec [H;E] = 2E, [H;F] = —2F et
[E;F]=H. On note V; la representation standard de sl,, V4 la representation
standard de sl4, V) sa representation duale, W = 2V, > 2V}, On choisit e
vecteur de plus haut poids de V, et f = F:e.

W est un sly{module simple de dimension 6 autodual. Le choix d’une base
de W donne un mophisme d’algebre de Lie sl —¥ so0g qui est en fait un
isomorphisme.

Fixons une injection sly
comme CH slg{module:

f(4) ~ sl so7 V, [Cspin,
> CH CE CF sliby, W el\1 ervi frwva frvi

s0g ,¥ so07 et considerons la decomposition de f(4)
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Le crochet de Lie de §(4) est un morphisme de CH

605

sly{module et on remplit

facilement la table du crochet suivante en utilisant la propriete etablie par V.
G. Kac (cf [10]) que pour toute superalgebre de Lie classique basique g, si
est I’ensemble de ses racines, et si g designe I’'espace propre associe a la racine

,et 2 estdi erente de — alors:
big]60 O + 2 ®)
| [ [[CH|sL[CE|CF[W]eDvi] fDV [eDVi| fI[M1 |
CH 0 0 |CE|[CF]|] 0 |]er| f O e O\ f V]
slg slg| O 0 |Wlera| 1A e O\ f V]
CE 0 |[CH|O 0 e V1 0 e [V1
CF 0 0 | f [\ 0 f O 0
W sble | fI1 |[el| f OV
e V1 0 (CH) sly| CE W
f OV 0 W CF
e V1 0 (CH) sl
f [\ 0

Le remplissage de cette table decoule directement de la propriete de surjec-
tivite du crochet signalee ci-dessus a I’exception des termes (CH) notes entre
parentheses pour lesquels on a par exemple:

[le CVIf CV];E] = [e CVI[f CVT;E]] = [e [VJe [V =CE

Ce qui prouve que CH  [e C\3Ff [VA].
Posons maintenant
I=CH s, (e[¥) ()
X=CE CF W (e\) (fL[\)

On lit facilement sur la table que:

| est une sous-algebre de Lie de (4).

L’ideal engendre par n’importe lequel de ses elements non nul est | tout
entier. Ainsi | est simple et la classi cation de [10] permet d’identi er
I 7 sl(4;1).

X est un I{module simple car il est monogene, engendre par n’importe
lequel de ses elements.

Dans f(4), [X;X] est inclus dans 1.
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Compte tenu que pour une superalgebre de Lie quadratique classique g, si
et sont des racines, g ?g sietseulementsi + & 0,onal?X. De plus,
la superdimension de X est bien nulle comme annonce dans la proposition. 0O

Remarque Le corollaire de la proposition 4.1 permet de redemontrer que les
caracteres gy et ,qpE) N€ dependent que de la superdimension de E, d’ou

f(4) — slz-
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