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ОБЩИЕ ФОРМУЛЫ РЕГУЛЯРИЗОВАННЫХ СЛЕДОВ ДЛЯ
ИНТЕГРО-ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ОПЕРАТОРОВ

И. Д. Цопанов

В работе получены общие формулы регуляризованных следов для ядерных возмущений дискрет-
ных самосопряженных операторов в гильбертовом пространстве, а также для возмущений таких
операторов операторными полиномами с ядерными коэффициентами.

Ключевые слова: линейный оператор, регуляризованные следы, собственные значения, оператор-
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1. Введение

Рассмотрим в гильбертовом пространстве H дифференциально-операторное уравне-
ние

L(D) = un(t) +A1u
n−1(t) + . . .+Anu(t) = 0, (1)

где Ak, k = 1, . . . , n — данные, вообще говоря, неограниченные операторы в H, u(t) —
неизвестная функция со значениями в H, D = Dt =

d
dt . По аналогии с обыкновенными

линейными дифференциальными уравнениями с уравнением (1) связывают характери-
стический операторнозначный многочлен

Lλ = λnE + λn−1A1 + . . .+An, (2)

который принято называть операторным пучком. Фундаментальную связь между урав-
нением (1) и пучком (2) демонстрирует следующая [8, 12, 20]

Лемма 1.1. Функция u(t) вида

u(t) = ect
(
tk

k!
u0 +

tk−1

(k − 1)!
u1 + · · ·+ uk

)
, (3)

uj ∈ H, u0 6= 0, является решением уравнения (1) тогда и только тогда, когда выполнены

следующие соотношения:

Lcup +
1

1!
L′
cup−1 + · · · +

1

p!
L(p)
c u0 = 0, p = 0, . . . , k. (4)

Число c ∈ C называется собственным значением пучка (2), если существует ненуле-
вой вектор y ∈ H такой, что Lcy = 0.

Таким образом, вектор u0 из соотношений (4) является собственным вектором. Век-
торы uj (j = 1, . . . , k), удовлетворяющие (4), называются присоединенными и образуют
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жорданову цепочку векторов. Нетрудно видеть, что это определение собственного зна-
чения, собственного вектора и присоединенных к нему векторов есть обобщение опре-
деления этих же понятий для обычных линейных операторов. Теорию, аналогичную
теории Жордана для конечномерных линейных операторов, для операторных пучков
разработал М. В. Келдыш в работе [8]. Изложению дальнейшего развития результатов
М. В. Келдыша посвящены монографии [12, 20].

Приведенную лемму можно рассматривать как одно из многочисленных свидетельств
важности изучения спектральных характеристик операторных пучков. Данная работа
посвящена построению формул регуляризованных следов для них. Начнем с рассмотре-
ния формул регуляризованных следов для операторов вида

A = T +B, (5)

где T — неограниченный самосопряженный оператор в сепарабельном гильбертовом про-
странстве H с компактной резольвентой1 , а B — оператор подчиненный T [7].

Формулой регуляризованных следов для оператора (5) будем называть формулу вида

∑

m

(µsm − λsm − cm(s)) = F (s), (6)

где µm и λm — собственные значения операторов A и T соответственно, s — натуральный
параметр, называемый порядком регуляризованного следа, cm(s) и F (s) — вычисляемые
величины. В левой части (6) знак суммы означает суммирование, возможно, с некоторой
расстановкой скобок по всем собственным значениям операторов A и T , причем способ
расстановки скобок зависит от поведения спектра оператора T .

Впервые формула регуляризованного следа первого порядка была получена в ра-
боте [3] для обыкновенного дифференциального оператора Штурма—Лиувилля. Затем
для таких же операторов в работе [5] были получены формулы регуляризованных следов
произвольных порядков.

Формулы регуляризованных следов для абстрактных операторов вида (5), где B —
ядерный (B ∈ S1, см. [4]) самосопряженный оператор, а T — самосопряженный неогра-
ниченный оператор в гильбертовом пространстве H, впервые были получены в работе [9],
как частный случай общей теории. В недавно вышедшей работе [13] были детально изу-
чены формулы регуляризованных следов для самосопряженных неядерных возмущений
самосопряженных дискретных операторов. Результаты, полученные в ней носят уже за-
вершенный характер.

Несамосопряженные ядерные возмущения были рассмотрены в работе [11], в которой
была получена формула вида (6) при s = 1:

∑
(µm − λm) = Tr(B).

В отличие от работ [9, 13], где никаких ограничений на разреженность спектра опера-
тора T не накладывалось, в случае несамосопряженных возмущений эти условия стано-
вятся уже необходимыми. В частности, в работе [11] на функцию распределения спектра

N(r)
def
=

∑
|λk|6r

1 было наложено условие N(r) = O(λp), 0 < p < 1
2 . Дальнейшее разви-

тие теории регуляризованных следов для абстрактных операторов вида (5) в основном

1Такие операторы называют дискретными операторами
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шло по пути снятия ограничений на поведение спектра оператора T и возмущающий
оператор B. Так, в работе [6] была получена формула следа

∑
(µm − λm − (Bϕm, ϕm)) = 0

в случае, когда N(r) = O(λp), 0 < p 6 1
2 и B — ограниченный оператор. Если же B —

оператор из класса Гильберта—Шмидта, то, как показано в [6], достаточно потребовать,
чтобы 0 < p 6 1.

Наиболее полные результаты по формулам вида (6) для несамосопряженных возму-
щений при s = 1 получены в работе [14]. Современное состояние теории регуляризован-
ных следов дискретных операторов подробно освещено в обзоре [15].

В отличие от дискретных операторов библиография работ по следам для оператор-
ных пучков вида (2) совсем невелика. В работах [10, 16] для пучков вида

L̃λ = E − λA1 − λ2A2 − . . .− λnAn,

где Aj ∈ Sp/j (p > 1), показано, что
∑ |µj |−p < ∞, где {µj} — собственные значения

пучка L̃λ [16], и получены формулы вида
∑
µ−r
j = Tr(Sr), где r > n, а операторы Sr

определяются по рекуррентным формулам Sr =
n−1∑
j=1

Sr−jAj + rAr, S1 = A1 [10]. Эти ра-

боты явились обобщением [19], где указанные формулы получены для полиномиальных
пучков, действующих в конечномерном пространстве.

В настоящей работе строятся общие формулы регуляризованных следов (6) при про-
извольных натуральных s для возмущений несамосопряженными ядерными оператора-
ми. Сначала рассматриваются регуляризованные следы для оператора T + B, где T —
самосопряженный дискретный оператор в сепарабельном гильбертовом пространстве H,
B ∈ S1, затем по той же схеме производится вывод общих формул регуляризованных
следов для операторных пучков (2), где An — самосопряженный дискретный оператор
в H, а {Aj}n−1

j=1 содержится в S1. Следует отметить, что, не смотря на хорошую изу-
ченность ядерных возмущений, общие формулы (6) даже для операторов вида T + B
приводятся впервые. Для операторных пучков в [18] были построены методы (алгорит-
мы) нахождения формул следов, но общих формул также указано не было.

2. Общие формулы следов для ядерных возмущений

В дальнейшем будем предполагать, что функция распределения спектра оператора T
удовлетворяет условию

lim
r→∞

N(r)

rα
= ε <∞ при 0 < α 6 1. (7)

Как было показано в работе [2], существует система концентрических окружностей
{Γν}∞ν=1, Γν = {λ ∈ C : |λ| = γν}, γν → ∞ при ν → ∞, такая, что расстояние δν
от окружности Γν до спектра σ(T ) оператора T удовлетворяет условию δν > ε0, где
ε0 > 0 — постоянная. В дальнейшем будет использоваться система окружностей {Γν}∞ν=1.
Собственные значения операторов A = T + B и T будем обозначать соответственно че-
рез {µk}∞k=1 и {λk}∞k=1, причем, нумерация осуществляется по неубыванию модуля и с
учетом алгебраической кратности. Пусть, кроме того, Mν и Nν — количества элементов
последовательностей {µk}∞k=1 и {λk}∞k=1 соответственно, попавших внутрь контура Γν .
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Лемма 2.1. Пусть T — дискретный самосопряженный оператор в сепарабельном

гильбертовом пространстве H. Пусть функция распределения спектра оператора T удо-

влетворяет условию (7) и B ∈ S1, тогда, если Rλ(T ) = (T − λE)−1 — резольвента опера-

тора T , то

‖Rλ(T )B‖1 → 0 при λ ∈ Γν и ν →∞,
где ‖ · ‖1 — норма оператора из идеала S1, причем предел равномерен по arg λ.

Доказательство более общего утверждения будет проведено ниже. Из леммы 2.1 сле-
дует существование такого номера ν0, что при ν > ν0 и λ ∈ Γν выполнено соотношение
‖Rλ(T )B‖1 < 1. Следовательно, при λ ∈ Γν , ν > ν0, имеем известное соотношение

Rλ(A)−Rλ(T ) =
∞∑

k=1

(−1)k {Rλ(T )B}k Rλ(T ), (8)

в котором сходимость ряда понимается в смысле нормы ‖ · ‖1. Для любого оператора
L ∈ S1 выполнено неравенство |Tr(L)| 6 ‖L‖1 (см. [4]), т. е. функция следа непрерывна
по норме S1, это значит, что от обеих частей равенства (8) можно взять след, а затем
проинтегрировать по контуру Γν . В результате получим

1

2π i

∮

Γν

λsTr (Rλ(A)−Rλ(T )) dλ =
∞∑

k=1

(−1)k 1

2π i

∮

Γν

λsTr
(
Rλ(T ) (Rλ(T )B)k

)
dλ. (9)

Обозначим след главной части мероморфной оператор-функции F (λ) через Tr([F (λ)]),
тогда в силу конечномерности главных частей разложения резольвент дискретных опе-
раторов в окрестности полюса (т. е. собственного значения) [7, 8] получим для левой
части равенства (9)

1

2π i

∮

Γν

λsTr (Rλ(A)−Rλ(T )) dλ =
1

2π i

∮

Γν

λsTr ([Rλ(A)]) dλ−
1

2π i

∮

Γν

λsTr ([Rλ(T )]) dλ.

(10)
Для вычисления интеграла от Tr ([Rλ(A)]) в правой части (10) воспользуемся фор-

мулой М. В. Келдыша. В работе [8] им доказана

Лемма 2.2 (М. В. Келдыш). Пусть E − Lλ — аналитическая в области D ⊆ C

оператор-функция со значениями в идеале S∞ компактных операторов, тогда след глав-

ной части оператора ∂ Lλ
∂λ L

−1
λ для полюса λ = c равен N

λ−c , где N — алгебраическая

кратность собственного значения λ = c пучка Lλ.

Пусть оператор T обратим, т. е. существует T−1 ∈ S∞, тогда к пучку Lλ = E +
BT−1 − λT−1 будет применима лемма 2.2, но для резольвенты Rλ(A) имеем

Rλ(A) = (T +B − λE)−1 = T−1L−1
λ = −∂ Lλ

∂ λ
L−1
λ .

В случае, когда λ = 0 ∈ σ(T ), рассмотрим оператор T̂ = T +E0, где E0 — ортогональ-
ный проектор на нуль-пространство оператора T . Очевидно, что оператор T̂ обратим.
Резольвенту оператора A мы можем представить в виде

Rλ(A) = (T̂ − E0 +B − λE)−1 = T̂−1L−1
λ = −∂ Lλ

∂ λ
L−1
λ ,

где теперь Lλ = E + (B − E0)T̂
−1 − λT̂−1. Но спектры оператора A и пучка Lλ в обоих

случаях, очевидно, совпадают, следовательно, согласно лемме М. В. Келдыша, в ма-
лой окрестности любого собственного значения λ = c оператора A имеем соотношение
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Tr ([Rλ(A)]) = −Tr
([

∂ Lλ
∂ λ L

−1
λ

])
= − N

λ−c (N — алгебраическая кратность). Таким обра-

зом, по интегральной формуле Коши

1

2π i

∮

Γν

λsTr ([Rλ(A)]) dλ =

Mν∑

m=1

µsm. (11)

Аналогично поступим с интегралом от Tr ([Rλ(T )]). Объединяя соотношения (9)–(11),
получим

Mν∑

m=1

µsm −
Nν∑

m=1

λsm =
∞∑

k=1

(−1)k 1

2π i

∮

Γν

λsTr
[
Rλ(T ) (Rλ(T )B)k

]
dλ. (12)

В дальнейшем будем считать, что {ek}∞k=1 обозначает полную ортонормированную
систему векторов в H, составленную из собственных элементов самосопряженного опе-
ратора T . Будем также использовать обозначения Ek для спектральных проекторов:
Ek = (·, ek)ek (k ∈ N). Следующая лемма дает возможность непосредственного вычисле-
ния формул следов.

Лемма 2.3. Пусть B ∈ S1, тогда выполнены следующие соотношения:

1. 1
2πi

∮
Γν

λsTr
[
Rλ(T ) (Rλ(T )B)k

]
dλ = 0 при s > 0, k > 1 и s − k 6 −1. (Если полу-

ченное соотношение, применить при s = 0 к ряду (12), то получим, что Mν = Nν для

любого ν > ν0.);

2. lim
ν→∞

1
2π i

∮
Γν

λsTr
[
Rλ(T ) (Rλ(T )B)k

]
dλ = (−1)s+1Tr(Bs) при s− k = 0 и k > 2;

3. lim
ν→∞

{
1

2π i

∮
Γν

λsTr
[
Rλ(T )

(
Rλ(T )B

)k]
dλ −

Nν∑
m1=...=mk=1

(−1)k+1cp(BEm1
· · · BEmk−1

Bemk
, emk

)
}
= 0 при s− k = p > 0 и k > 1, где

cp =
∑

16i16...6ip6k+1
mk=mk+1

λmi1
· · ·λmip

.

C Пусть P k
λ = (Rλ(T )B)k Rλ(T ), тогда Tr(P k

λ ) =
∞∑
l=1

(Rλ(T )B · · ·BRλ(T )el, el). Под-

ставляя спектральное разложение резольвенты Rλ(T ) =
∞∑
k=1

Ek(λk − λ)−1, получим

Tr(P k
λ ) =

∞∑

m1,...,mk=1

k+1∏

j=1
mk=mk+1

1

λmj − λ
(BEm1

· · · BEmk−1
Bemk

, emk
). (13)

В этом равенстве каждый из индексов m1, . . . ,mk независимо от других пробегает нату-

ральный ряд. Учитывая, что при λ ∈ Γν и λmj ∈ σ(A) имеем неравенство

∣∣∣∣∣
k+1∏
j=1

1
λmj−λ

∣∣∣∣∣ 6 c,

и, кроме того, что (BEm1
· · · BEmk−1

Bemk
, emk

) = (Bem1
, emk

)
k∏

j=2
(Bemj , emj−1

), можно
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доказать абсолютную сходимость ряда (13). Ниже это будет сделано в более общей ситу-
ации. Следовательно, его частичные суммы можно формировать произвольным образом.
Будем строить частичные суммы по правилу:

Sν =

Nν∑

m1,...,mk=1

k+1∏

j=1
mk=mk+1

1

λmj − λ
(BEm1

· · · BEmk−1
Bemk

, emk
).

В силу равномерной сходимости ряда (13) по λ ∈ Γν мы можем его почленно интегриро-
вать по любому контуру Γν . Таким образом, имеем:

1

2π i

∮

Γν

λsTr(P k
λ ) dλ =

Nν∑

m1=···=mk=1

1

2π i

∮

Γν

λs
k+1∏

j=1

1

λmj − λ
dλ (BEm1

· · · BEmk−1
Bemk

, emk
).

Так как в приведенной формуле |λmj | < |λ|, то разлагая каждый сомножитель в ряд по

степеням λj
λ и перемножая эти ряды, получим

λs
k+1∏

j=1
mk=mk+1

1

λmj − λ
= (−1)k+1λs−k−1

(
1 +

c1
λ

+ · · ·+ cp
λp

+ · · ·
)
,

c0 = 1, c1 = λm1
+ . . .+ 2λmk

, . . . , cp =
∑

16i16...6ip6k+1
mk=mk+1

λmi1
· · ·λmip

.

Отсюда видно, что 1
2π i

∮
Γν

λsTr(P k
λ ) dλ = 0 для любых ν при s − k 6 −1. Тем самым

доказан пункт 1) утверждения леммы.
Далее, очевидно, что при s− k = 0

1

2π i

∮

Γν

λsTr(P k
λ )dλ = (−1)k+1

Nν∑

m1=···=mk=1

(BEm1
· · · BEmk−1

Bemk
, emk

).

Перейдя в этом равенстве к пределу при ν → ∞ и проведя в правой части повторное
суммирование, получим:

lim
ν→∞

1

2π i

∮

Γν

λsTr(P s
λ)dλ = (−1)s+1

∑

m1,...,ms=1

(BEm1
· · · Bems , ems) = (−1)s+1Tr(Bs),

что доказывает пункт 2) леммы.
Наконец, при s− k ∈ N имеем

1

2π i

∮

Γν

λsTr(P k
λ )dλ− (−1)k+1

Nν∑

m1=···=mk=1

cs−k (BEm1
· · · BEmk−1

Bemk
, emk

) = 0.

Переходя к пределу при ν →∞, получим доказательство пункта 3) леммы. B
Следствием предыдущих рассмотрений является

Теорема 2.1. Пусть T — дискретный самосопряженный оператор в сепарабельном

гильбертовом пространстве H. Пусть функция распределения спектра оператора T удо-

влетворяет условию (7) и B ∈ S1. Существует подпоследовательность натурального ряда
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{Mν}∞ν=1 такая, что для любого s ∈ N выполняется

lim
ν→∞

{
Mν∑

m=1

[
µsm − λsm − sλs−1

m (Bem, em)
]

+
s−1∑

k=2

Mν∑

m1=···=mk=1

cs−k (Bem1
, emk

)
k∏

j=2

(Bemj , emj−1
)

}
= −κs Tr(Bs),

где

κs =

{
1, при s > 2,

0, при s = 1,
cs−k =

∑

16i16...6is−k6k+1
mk=mk+1

λmi1
· · ·λmis−k

.

Примеры

Пусть H = L2(R
2). В качестве модельного примера рассмотрим оператор Шредингера

T = −∆+x2, где x2 = x21+x
2
2. Известно [1, 17], что это дискретный оператор и его спектр

состоит из собственных значений λm = 2m+2, m > 0, причем размерность соответству-
ющего собственного подпространства равна m+1 и в качестве базиса в нем можно взять

функции ϕ
(m)
l (x) = fl(x1)fm−l(x2) (l = 0, 1, . . . ,m), где fl(t) =

(
2ll!
√
π
)−1/2

e−
t2

2 Hl(t)
(Hl(t) — многочлен Эрмита) — нормированная собственная функция одномерного гар-
монического осцилятора, соответствующая собственному числу 2l+1 (l > 0). Пусть B —
интегральный оператор: By =

∫∫
R2

K(x, ξ)y(ξ) dξ1 dξ2, ядро которого K(x, ξ) ∈ L2(R
2×R

2)

таково, что оператор B — ядерный [4]. Например, K(x, ξ) — финитная и гладкая по
ξ ∈ R

2 функция. Таким образом, Ay = −∆ y + x2 y +
∫∫
R2

K(x, ξ)y(ξ) dξ1 dξ2 — интегро-

дифференциальный оператор, к которому применима теорема 2.4. В качестве окружно-
стей Γν можно брать окружности с центром в нуле и радиуса 1

2(λν + λν+1) = 2ν + 3.
Далее выписаны формулы следов, получающиеся непосредственно из общей формулы:

lim
ν→∞

Mν∑

m=1

(µm − λm) = Tr(B) при s = 1,

lim
ν→∞

{ Mν∑

m=1

[
µ2m − λ2m − 2λm(Bem, em)

]
= −Tr(B2) при s = 2,

lim
ν→∞

{
Mν∑

m=1

[
µ3m − λ3m − 3λ2m(Bem, em)

]
+

Mν∑

m1=m2=1

(λm1
+ 2λm2

) (Bem1
, em2

)(Bem2
, em1

)

}

= −Tr(B3) при s = 3,

lim
ν→∞

{
Mν∑

m=1

[
µ4m − λ4m − 4λ3m(Bem, em)

]
+

Mν∑

m1=m2=1

(λ2m1
+ 2λm1

λm2
+ 3λ2m2

)

× (Bem1
, em2

)(Bem2
, em1

) +

Mν∑

m1=m2=m3=1

(λm1
+ λm2

+ 2λm3
)(Bem1

, em3
)

× (Bem2
, em1

)(Bem3
, em2

)

}
= −Tr(B4) при s = 4.
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С учетом кратностей собственных значений оператора T их можно записать в терминах
рассматриваемого интегро-дифференциального оператора. Например, при s = 1, 2 имеем
соответственно формулы

Mν0∑

m=1

µm−
(ν0 + 1)(ν0 + 2)(2ν0 + 3)

3
+

∞∑

ν=ν0

Mν+1∑

m=Mν+1

[µm− (2(ν+1)+2)] =

∫∫

R2

K(x, x) dx1 dx2,

Mν0∑

m=1

µ2m −
(ν0 + 1)2(ν0 + 2)2

2
−

ν0∑

ν=0

ν∑

m=0

4(ν + 1)

∫

R2

∫

R2

K(x, ξ)ϕ(ν)
m (ξ)ϕ(ν)

m (x) dξ dx

+
∞∑

ν=ν0

Mν+1∑

m=Mν+1


µ2m − (2ν + 4)2 − (4ν + 8)

∫

R2

∫

R2

K(x, ξ)ϕ(ν+1)
m (ξ)ϕ(ν+1)

m (x) dξ dx




=

∫

R2

∫

R2

K(x, ξ)K(ξ, x) dξ dx.

3. Формулы регуляризованных следов для операторных пучков

Рассмотрим гильбертово пространство H = L2(0, 1). Пусть n = 2 и левая часть
уравнения (1) определяется интегро-дифференциальным оператором, где An = −A =
d2

dx2 − q(x) — самосопряженный оператор Штурма—Лиувилля, а A0, A1 — ядерные инте-
гральные операторы [4]. Тогда получим операторный пучок вида

Lλy(x) =

(
− d2

dx2
+ q(x)

)
y(x)−

∫ 1

0
K0(x, ξ)y(ξ) dξ − λ

∫ 1

0
K1(x, ξ)y(ξ) dξ − λ2y(x), (14)

Пучок (14) является частным случаем абстрактного операторного пучка вида

Lλ = A−A0 − λA1 − · · · − λn−1An−1 − λnE, (15)

где A0, A1, . . . , An−1 — ядерные операторы в гильбертовом пространстве H, A — дискрет-
ный самосопряженный оператор в H. Все дальнейшее изложение посвящено его рассмот-
рению.

3.1. Предварительные сведения и результаты. С помощью простых рассужде-
ний из фундаментальной работы М. В. Келдыша [8] следует, что спектр пучка Lλ состоит
из дискретного набора собственных значений σ(Lλ) = {µk}∞k=1 с единственной предель-
ной точкой на бесконечности. При этом оператор-функция L−1

λ является мероморфной
функцией во всей комплексной плоскости, полюсами которой являются собственные зна-
чения {µk}∞k=1.

Существенную роль в получении формул регуляризованных следов будет играть
сформулированная нами ранее лемма 2.2. Если для главной части оператора ∂ Lλ

∂λ L
−1
λ

ввести обозначение [∂ Lλ
∂λ L

−1
λ ], то из леммы 2.2 очевидно будет следовать соотношение

1

2π i

∮

Γc

λsTr

([
∂ Lλ

∂λ
L−1
λ

])
dλ = Ncs, (16)
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где Γc — окружность с центром в точке λ = c, достаточно малого радиуса, проходимая
против часовой стрелки, N — алгебраическая кратность (т. е. размерность корневого
подпространства) собственного значения λ = c.

Пусть σ(A) = {λν}∞ν=1 — спектр оператора A. Рассмотрим также пучок Aλn
def
= A −

λnE, собственные значения которого обозначим через ηk, т. е. σ(Aλn) = {ηk}∞k=1.
Нумерацию всех собственных значений будем вести по неубыванию модуля и с уче-

том алгебраической кратности, т. е. каждое собственное значение повторяется столько
раз, какова размерность соответствующего ему корневого подпространства. Формулы ре-
гуляризованных следов будем получать в предположении, что функция распределения
спектра оператора A удовлетворяет условию

lim
r→∞

N(r)

rα
= ε <∞ при 0 < α 6

1

n
. (17)

Введем обозначения: rk = |λ1/nk |, dk = rk+1 − rk.
Лемма 3.1.1. При условии (17) на функциюN(r) существует подпоследовательность

натурального ряда {kν}∞ν=1 такая, что dkν = rkν+1 − rkν > ε0 для каждой ν ∈ N, где

ε0 > 0 — постоянная.

C Доказательство является некоторой модификацией метода, приведенного в рабо-
те [2]. Так как по условию nα− 1 6 0, то имеем

lim
i→∞

dir
nα−1
i > lim

k→∞
k−1

k∑

i=1

dir
nα−1
i > lim

k→∞
k−1

rk+1∫

r1

tnα−1dt.

Далее, сделав под интегралом замену t = x1/n, получим

lim
i→∞

dir
nα−1
i > lim

k→∞
k−1

rk+1∫

r1

tnα−1dt = lim
k→∞

1

kn

|λk+1|∫

|λ1|

x
nα−1

n
+ 1−n

n dx = lim
k→∞

1

kn

|λk+1|∫

|λ1|

xα−1dx

= lim
k→∞

1

αkn
(|λk+1|α − |λα1 |) =

1

αn
lim
k→∞

1

k
|λk+1|α >

1

αn
lim
r→∞

rα

N(r)
=

1

nαε
> 0.

Таким образом lim
i→∞

dir
nα−1
i > 0, следовательно, существует подпоследовательность на-

турального ряда {kν}∞ν=1 такая, что lim
ν→∞

dkνr
nα−1
kν

> 0. Но, так как по условию nα−1 6 0

и rkν →∞ при ν →∞, т. е. rnα−1
kν

6 const для любого ν ∈ N, то мы можем считать, что
dkν > ε0 > 0 для любого ν ∈ N, где ε0 > 0 — некоторая постоянная. B

Следствие 3.1.1. Существует бесконечная система расширяющихся концентриче-

ских окружностей {Γm}∞ν=1 с центрами в начале координат, свободных от точек спектра

пучка Tλn и таких, что расстояние δν от окружности Γν до спектра σ(Tλn) удовлетворяет

условию δν > ε0/2 для каждого ν ∈ N.

C В качестве Γν возьмем окружность с центром в начале координат и радиусом
γν = rkν + 1

2dkν . Тогда Γν будет свободна от точек спектра σ(Tλn), так как точки из
σ(Tλn) располагаются на окружностях с центром в начале координат и радиусами rk
(k ∈ N).

Кроме того, так как точки спектра σ(Tλn) располагаются на лучах arg λ = kπ
n (k =

0, 1, . . . , 2n − 1), то δν = dkν/2. Следовательно, согласно лемме 3.1 имеем δν > ε0/2,
ν ∈ N. B
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3.2. Построение формул регуляризованных следов. Во всех последующих рас-
суждениях мы всегда будем использовать систему окружностей {Γν}∞ν=1 из следствия 3.2.
Кроме того, везде будем считать, что {ek}∞k=1 обозначает полную ортонормированную
систему векторов в H, составленную из собственных элементов самосопряженного опе-
ратора A. Будем также использовать обозначения Ek для спектральных проекторов
Ek = (·, ek)ek (k ∈ N). Следующая лемма является аналогом леммы 2.1.

Лемма 3.2.1. Пусть P — ядерный оператор в гильбертовом пространстве H, Rλ =
(A − λnE)−1, где A — дискретный самосопряженный оператор в H. Пусть выполнено

условие (17). Тогда

‖λjRλP‖1 → 0 при λ ∈ Γν и ν →∞ (j = 0, 1, . . . , n− 1),

где ‖ · ‖1 — ядерная норма операторов из идеала S1, причем предел равномерен по arg λ.

C Достаточно рассмотреть случай j = n − 1. Пусть λ ∈ Γν , тогда в силу самосо-
пряженности оператора A выполнено соотношение ‖Rλ‖ = d−1

λn , где dλn — расстояние от
точки λn до спектра оператора A. Следовательно, имеем

‖λn−1Rλ‖ = max
k

|λn−1|
|λn − λk|

6 max
k

γn−1
ν

|γν − rk | (γn−1
ν + · · ·+ rn−1

k )

6 max
k

1

|rk − γν | (1 + rkγ
−1
ν + · · ·+ rn−1

k γ1−n
ν )

6
1

δν
6 c.

(18)

Пусть теперь P1 =
∑t

l=1(·, ϕl)ψl — конечномерный оператор, такой что ‖P − P1‖1 <
ε(2c)−1, где ε > 0 — произвольная постоянная. Имеем далее ‖RλP1‖1 6

∑t
l=1 ‖ϕl‖‖Rλψl‖.

Но
(
|λ|n−1‖Rλψl‖

)2
=

N∑

m=1

|λn−1|2|(ψl, em)|2
|λm − λn|2

+
∞∑

m=N+1

|λn−1|2|(ψl, em)|2
|λm − λn|2

. (19)

Рассмотрим вторую сумму в правой части (19). Согласно (18), имеем

∞∑

m=N+1

|λn−1|2|(ψl, em)|2
|λm − λn|2

6 c2
∞∑

m=N+1

|(ψl, em)|2.

Следовательно, в силу равенства Парсеваля, за счет выбора номера N мы можем сделать
второе слагаемое в правой части (19) сколь угодно малым. Первое слагаемое в правой
части (19) стремится к нулю при λ ∈ Γν и ν →∞.

Таким образом, |λ|n−1‖Rλψl‖ → 0 при λ ∈ Γν , ν → ∞. Поэтому существует такой
номер n0, что при ν > n0 ‖λn−1RλP1‖1 < ε/2, λ ∈ Γν , следовательно, согласно выбору P1

‖λn−1RλP‖1 6 ‖λn−1Rλ(P − P1)‖1 + ‖λn−1RλP1‖1 < ε/2 + ε/2 = ε. B

Из леммы 3.3 следует, что существует ν0 такое, что при любом ν > ν0 выполняется∥∥∥∥
n−1∑
l=0

λlAlRλ

∥∥∥∥
1

< 1, λ ∈ Γν , следовательно, так как Lλ =

(
E −

n−1∑
l=0

λlAlRλ

)
(A − λnE),

то существует L−1
λ и L−1

λ = Rλ +
∞∑
k=1

Rλ

(
n−1∑
l=0

λlAlRλ

)k

. Для упрощения записей будем в

дальнейшем считать, что n = 2, т. е. Lλ = A−A0−λA1−λ2E. Умножая слева обе части
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выражения для L−1
λ на соответствующие части равенства ∂ Lλ

∂λ = −
n−1∑
j=1

jλj−1Aj−nλn−1E,

получим
∂ Lλ

∂ λ
L−1
λ + nλn−1Rλ = −A1Rλ −A1Rλ

∞∑

k=1

(A0Rλ + λA1Rλ)
k

−2λRλ

∞∑

k=1

(A0Rλ + λA1Rλ)
k (n = 2).

Возьмем от обеих частей след, а затем проинтегрируем по контуру Γν . В силу леммы 3.3 и
непрерывности функции Tr(·) относительно ядерной нормы знак следа и знак интеграла
можно занести под знак бесконечной суммы. В результате получим

1

2π i

∮

Γν

λsTr

[
∂ Lλ

∂ λ
L−1
λ

]
dλ+

1

2π i

∮

Γν

λsTr
[
nλn−1Rλ

]
dλ

= − 1

2π i

∮

Γν

λsTr [A1Rλ] dλ −
1

2π i

∞∑

k=1

∮

Γν

λsTr
[
A1Rλ {A0Rλ + λA1Rλ}k

]
dλ

− 1

2π i

∞∑

k=1

∮

Γν

λsTr
[
2λRλ (A0Rλ + λA1Rλ)

k
]
dλ.

(20)

Далее мы будем использовать символы Mν и Nν для обозначения количеств соб-
ственных значений пучков Lλ и Aλn(с учетом кратностей), попавших внутрь контура
Γν , соответственно. Ясно при этом, что количество собственных значений пучка A−λE,
удовлетворяющих условию |λi| < γnν , будет равно N ′

ν = Nν/n. Следующая лемма дает
возможность непосредственного вычисления формул следов.

Лемма 3.2.2. Пусть A1, . . . , Ak — ядерные операторы в гильбертовом пространстве

H. Тогда справедливы утверждения:

1) при s− 2k меньшем минус единицы или равном четному числу имеем равенство

1

2π i

∮

Γν

λsTr [RλA1 · · · RλAk] dλ = 0;

2) при s− 2k = −1 верно lim
ν→∞

1
2π i

∮
Γν

λsTr [RλA1 · · · RλAk] dλ = (−1)k Tr(A1 · · · Ak);

3) при s− 2k = 2p− 1, p ∈ N имеет место равенство

lim
ν→∞

{
1

2π i

∮

Γν

λsTr [RλA1 · · · RλAk] dλ

−
N ′ν∑

m1=···=mk=1

(−1)kcp(A1Em1
· · · Ak−1Emk−1

Akemk
, emk

)

}
= 0,

где c0 = 1, cp =
∑

16i16...6ip6k λmi1
· · ·λmip

.

C Рассмотрим оператор-функцию P k
λ = RλA1 · · ·RλAk. Используя разложение для

резольвенты Rλ =
∞∑
k=1

Ek(λk − λ2)−1, получим

Tr(P k
λ ) =

∞∑

m1,...,mk=1

k∏

j=1

1

λmj − λ2
(A1Em1

· · · Ak−1Emk−1
Akemk

, emk
). (21)
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В этом равенстве каждый из индексов m1, . . . ,mk независимо от других пробегает на-
туральный ряд. Докажем, что ряд в правой части (21) сходится абсолютно и равномер-

но по λ ∈
∞⋃

ν=ν0

Γν . Для этого заметим, что имеет место неравенство
∣∣∣
∏k

j=1
1

λmj−λ2

∣∣∣ 6 c

при любых λ ∈
∞⋃

ν=ν0

Γν , λmj ∈ σ(A). Кроме того, нетрудно получить, что

(A1Em1
· · · Ak−1Emk−1

Akemk
, emk

) = (A1em1
, emk

)
∏k

j=2(Ajemj , esj−1
). Таким образом, ряд

в правой части (21) мажорируется рядом c
∞∑

m1,...,mk=1
|(A1em1

, emk
)|∏k

j=2 |(Ajemj , esj−1
)|.

Для доказательства сходимости этого ряда достаточно установить, что сходится по-

вторный ряд
∞∑

mk=1
· · ·

∞∑
m1=1

|(A1em1
, emk

)|∏k
j=2 |(Ajemj , esj−1

)|. Заметим, что, если Q ∈ S1,

то [4]
∞∑
s=1
‖Qes‖2 =

∞∑
s=1

(Q∗Qes, es) 6 ‖Q∗Q‖1. Отсюда с помощью неравенства Коши —

Буняковского получим

∞∑

mk=1

· · ·
∞∑

m1=1

|(A1em1
, emk

)| |(A2em2
, em1

)|
k∏

j=3

|(Ajemj , esj−1
)|

6

∞∑

mk=1

· · ·
∞∑

m2=1

k∏

j=3

|(Ajemj , esj−1
)|
(

∞∑

m1=1

|(em1
, A∗

1emk
)|2
)1/2( ∞∑

m1=1

|(A2em2
, em1

)|2
)1/2

=
∞∑

mk=1

· · ·
∞∑

m2=1

k∏

j=3

|(Ajemj , esj−1
)|‖A∗

1emk
‖ ‖A2em2

‖

6

∞∑

mk=1

· · ·
∞∑

m3=1

‖A∗
1emk

‖
k∏

j=4

|(Ajemj , esj−1
)|
(

∞∑

m2=1

|(A3em3
, em2

)|2
)1/2( ∞∑

m2=1

‖A2em2
‖2
)1/2

6 ‖A∗
2A2‖1/21

∞∑

mk=1

. . .
∞∑

m4=1

‖A∗
1emk

‖
k∏

j=5

|(Ajemj , esj−1
)|

∞∑

m3=1

|(A4em4
, em3

)| ‖A3em3
‖ 6 ‖A∗

2A2‖
1

2

1

×
∞∑

mk=1

· · ·
∞∑

m4=1

‖A∗
1emk

‖
k∏

j=5

|(Ajemj , esj−1
)|
(

∞∑

m3=1

|(A4em4
, em3

)|2
) 1

2
(

∞∑

m3=1

‖A3em3
‖2
) 1

2

6

6 ‖A∗
2A2‖

1

2

1 ‖A∗
3A3‖

1

2

1

∞∑

mk=1

. . .
∞∑

m5=1

‖A∗
1emk

‖
k∏

j=6

|(Ajemj , esj−1
)|

∞∑

m4=1

|(A5em5
, em4

)| ‖A4em4
‖

6 · · · 6 ‖A∗
2A2‖

1

2

1 ‖A∗
3A3‖

1

2

1 · · · ‖A∗
kAk‖

1

2

1 ‖A∗
1A1‖

1

2

1 .

Таким образом, сходимость повторного ряда доказана. Следовательно, частичные суммы
кратного ряда (21) можно формировать по правилу:

Sν =

N ′ν∑

m1=···=mk=1

k∏

j=1

1

λmj − λ2
(A1Em1

· · · Ak−1Emk−1
Akemk

, emk
).

В силу равномерной сходимости ряда (21) по λ ∈
∞⋃

ν=ν0

Γν , мы можем его почленно

интегрировать по любому контуру Γν (ν > ν0). Таким образом, в силу метода формиро-
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вания частичных сумм Sν , имеем:

1

2π i

∮

Γν

λsTr(P k
λ )dλ

=

N ′ν∑

m1=···=mk=1

1

2π i

∮

Γν

λs
k∏

j=1

1

λmj − λ2
dλ (A1Em1

· · · Ak−1Emk−1
Akemk

, emk
).

Так как в приведенной формуле |λmj | < |λ|2, то

1

λmj − λ2
= − 1

λ2
1

1− λmj

λ2

= − 1

λ2

(
1 +

λmj

λ2
+
λ2mj

λ4
+ · · ·

)
,

следовательно, λs
k∏

j=1

1
λmj−λ2 = (−1)kλs−2k

(
1 + c1

λ2 + c2
λ4 + · · ·+ cp

λ2p + · · ·
)
, где c0 = 1,

c1 = λm1
+ . . .+ λmk

, . . . , cp =
∑

16i16...6ip6k λmi1
· · ·λmip

.
Отсюда видно, что при s− 2k 6 −2 или равном четному числу

1

2π i

∮

Γν

λsTr(P k
λ ) dλ = 0 ∀ ν.

Тем самым доказан пункт 1) утверждения леммы.
Далее, очевидно, что при s− 2k = −1

1

2π i

∮

Γν

λsTr(P k
λ ) dλ = (−1)k

N ′ν∑

m1=···=mk=1

(A1Em1
· · · Ak−1Emk−1

Akemk
, emk

);

перейдя к пределу при ν →∞, получим:

lim
ν→∞

1

2π i

∮

Γν

λsTr(P k
λ )dλ = (−1)k

∑

m1,...,mk=1

(A1Em1
· · · Ak−1Emk−1

Akemk
, emk

)= Tr(A1 · · · Ak).

Последнее равенство получается повторным суммированием, что законно в силу абсо-
лютной сходимости кратного ряда. Пункт 2) леммы доказан.

При s− 2k = 2p− 1 имеем

1

2π i

∮

Γν

λsTr(P k
λ )dλ−

N ′ν∑

m1=···=mk=1

(−1)kcp(A1Em1
· · · Ak−1Emk−1

Akemk
, emk

) = 0.

Переходя к пределу при ν →∞, получим доказательство пункта 3) леммы. B

В дальнейшем мы будем использовать функции целочисленного аргумента, опреде-
ляемые следующим образом:

χ(z) :=

{
1, если z — нечетное,

0, если z — четное;
Sgn
+

(z) :=

{
1, если z > 0,

0, если z 6 0.
(22)

Следствие 3.2.1. Пусть J1
ν (s)

def
= 1

2π i

∮
Γν

λsTr(RλA1)dλ. Тогда

lim
ν→∞



J

1
ν (s) + χ(s)

N ′ν∑

m=1

λ
s−1

2

j (A1ej , ej)



 = 0.
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В частности,

J1
ν (0) = J1

ν (2s
′) = 0 (∀ ν, s′ ∈ N), lim

ν→∞
J1
ν (1) = −Tr(A1).

Следствие 3.2.2. Пусть

J2
ν (s) :=

∞∑

k=1

1

2π i

∮

Γν

λsTr[A1Rλ(A0Rλ + λA1Rλ)
k]dλ.

Тогда

lim
ν→∞

{
J2
ν (s)−

s−1∑

k=1

k∑

j=0

χ(s+ j) Sgn
+

(s+ j − 2(k + 1) + 2)

×
∑

α1+...+αk=j
αj=0,1

Mν∑

m1=···=mk=1

(−1)k+1cp(A1Em1
Aα1

Em2
· · · Aαkemk+1

, emk+1
)

}
= 0,

где p = s+j−2(k+1)+1
2 , c0 = 1, c1 = λm1

+ . . .+λmk
. . . cp =

∑
16i16...6ip6k

λmi1
· · ·λmip

. В част-

ности, J2
ν (0) = 0.

C Так как

(A0Rλ + λA1Rλ)
k =

k∑

j=0

λj
∑

α1+α2+...+αk=j
αj=0,1

Aα1
Rλ · · · AαkRλ, (23)

то подставляя это выражение, приходим к равенству

J2
ν (s) =

∞∑

k=1

k∑

j=0

∑

α1+...+αk=j
αj=0,1

1

2π i

∮

Γν

λj+sTr[A1RλAα1
Rλ · · · AαkRλ] dλ.

Тогда из леммы 3.4 получаем равенство

lim
ν→∞

{
J2
ν (s)−

s−1∑

k=1

k∑

j=0
s+ j –нечетн.

Sgn
+

(s+ j − 2(k + 1) + 2)
∑

α1+...+αk=j
αj=0,1

Mν∑

m1=···=mk=1

(−1)k+1

×c(s+j−2(k+1)+1)/2(A1Em1
Aα1

Em2
· · · Aαkemk+1

, emk+1
)

}
= 0. B

Наконец, вычислим предел при ν →∞ выражения

J3
ν (s) := 2

∞∑

k=1

1

2π i

∮

Γν

λs+1Tr[Rλ(A0Rλ + λA1Rλ)
k] dλ.

Используя формулу (23), преобразуем его к виду

J3
ν (s) = 2

∞∑

k=1

k∑

j=0

∑

α1+...+αk=j
αj=0,1

1

2π i

∮

Γν

λj+s+1Tr[R2
λAα1

Rλ · · · Aαk ] dλ.
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Лемма 3.2.3. Пусть A1, . . . , Ak — ядерные операторы в гильбертовом пространстве

H, тогда для целых чисел k, s выполнены соотношения:

1) при s > 0, причем k > 1: s четно или s− 2(k + 1) 6 −2, имеем

1

2π i

∮

Γν

λsTr
[
R2
λ(T )A1Rλ(T )A2 · · · RλAk

]
dλ = 0;

2) при s− 2(k + 1) = −1 верно

lim
ν→∞

1

2π i

∮

Γν

λsTr
[
R2
λ(T )A1Rλ(T )A2 · · · RλAk

]
dλ = (−1)k+1Tr(A1A2 · · · Ak);

3) при s− 2(k + 1) = 2p− 1, p ∈ N, имеем

lim
ν→∞

{
1

2π i

∮

Γν

λsTr
[
R2
λ(T )A1Rλ(T )A2 · · · RλAk

]
dλ

−
N ′ν∑

m1=···=mk=1

(−1)k+1c̃p(A1Em1
· · · Ak−1Emk−1

Akemk
, emk

)

}
= 0,

где

c̃0 = 1, c̃1 = λm1
+ . . .+ 2λmk

, c̃p =
∑

16i16...6ip6k+1
mk=mk+1

λmi1
· · ·λmip

.

Следствие 3.2.3. Пусть

J3
ν (s) = 2

∞∑

k=1

k∑

j=0

∑

α1+...+αk=j
αj=0,1

1

2π i

∮

Γν

λj+s+1Tr[R2
λAα1

Rλ · · · Aαk ]dλ.

Тогда

lim
ν→∞

{
J2
ν (s)− 2

s∑

k=1

k∑

j=0

χ(s+ j + 1) Sgn
+

(s+ j − 2(k + 1) + 3)

×
∑

α1+...+αk=j
αi=0,1

Mν∑

m1=···=mk=1

(−1)k+1 c̃r(Aα1
Em1

· · · Aαkemk
, emk

)

}
= 0,

где

r =
s+ j − 2(k + 1) + 2

2
, c̃0 = 1, c̃r =

∑

16i16...6ir6k+1
mk=mk+1

λmi1
· · ·λmir

.

В частности, J3
ν (0) = 0.

Из равенств (16), (20) при s = 0 и из следствий 3.5, 3.6, 3.8 получаем соотношение
Mν = Nν для любого ν > ν0. Таким образом при s ∈ N, верна

Теорема 3.2.1. Пусть A — дискретный самосопряженный оператор в сепарабельном

гильбертовом пространстве H, функция распределения спектра которого удовлетворяет
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условию (17), и A0, A1 ∈ S1. Тогда существует подпоследовательность натурального

ряда {Mν}∞ν=1 такая, что

lim
ν→∞

{
Mν∑

m=1

[
µsm − ηsm − χ(s)λ

s−1

2
m (A1em, em)

]
+

s−1∑

k=1

k∑

j=0

χ(s+ j) Sgn
+

(s+ j − 2(k + 1) + 2)

×
∑

α1+...+αk=j
αj=0,1

Mν/2∑

m1=···=mk=1

(−1)k+1cp(A1Em1
Aα1

Em2
· · · Aαkemk+1

, emk+1
)

+2
s∑

k=1

k∑

j=0

χ(s+ j + 1) Sgn
+

(s+ j − 2(k + 1) + 3)

×
∑

α1+...+αk=j
αi=0,1

Mν/2∑

m1=···=mk=1

(−1)k+1 c̃r(Aα1
Em1

· · · Aαkemk
, emk

)

}
= 0,

где

c0 = 1, c1 = λm1
+ . . .+ λmk

, cp =
∑

16i16...6ip6k

λmi1
· · ·λmip

, p =
s+ j − 2(k + 1) + 1

2
,

c̃0 = 1, c̃1 = λm1
+ . . .+ 2λmk

, c̃r =
∑

16i16...6ip6k+1
mk=mk+1

λmi1
· · ·λmip

, r =
s+ j − 2(k + 1) + 2

2
.

Функции целочисленного аргумента χ(z) и Sgn+(z) определяются в (22).
В качестве примера приведем формулы при s = 1, 2, 3:

lim
ν→∞

Mν∑

m=1

(µm − ηm) = −Tr(A1), lim
ν→∞

Mν∑

m=1

(µ2m − η2m) = Tr(A2
1)− 2Tr(A0),

lim
ν→∞





Mν∑

m=1

(µ3m − η3m) + 3

Mν/2∑

m=1

λm(A1em, em)



 = −Tr(A3

1) + 2Tr(A0A1).

Нетрудно переписать эти формулы в терминах интегро-дифференциального операто-
ра (14). Вместо n = 2 можно было бы выводить формулы регуляризованных следов для
операторных пучков произвольного порядка n, но записи, получаемые в этом случае
слишком громоздки.

Следует отметить, что полученные формулы с небольшими изменениями оказыва-
ются верными для возмущений операторами Гильберта—Шмидта. Это, в свою очередь,
позволяет получать аналогичные соотношения уже для ограниченных возмущений, но
при бо́льших ограничениях на разреженность спектра исходного оператора.
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