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О СОПРЯЖЕННОМ К ПРОСТРАНСТВУ АНАЛИТИЧЕСКИХ ФУНКЦИЙ
ПОЛИНОМИАЛЬНОГО РОСТА ВБЛИЗИ ГРАНИЦЫ1

В. А. Варзиев, С. Н. Мелихов

Посвящается столетию со дня рождения

академика С. Л. Соболева

В настоящей работе с помощью преобразования Коши описано сильное сопряженное к простран-
ству функций, аналитических в ограниченной (не обязательно выпуклой) области G в комплексной
плоскости и полиномиального роста вблизи границы G.

Ключевые слова: аналитические функции полиномиального роста, преобразование Коши, силь-
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Введение

Основная цель данной работы — описать с помощью преобразования Коши сильное
сопряженное к пространству A−∞(G) аналитических в ограниченной области G ⊆ C

функций одного комплексного переменного полиномиального роста вблизи границы G.
Пространство A−∞(G) играет важную роль в теории граничных значений аналитических
функций. Подавляющее большинство работ, посвященных этому пространству, относят-
ся к случаю, когда G — единичный круг. Случай, когда G — произвольная ограниченная
выпуклая область в C, рассмотрен в [5]. В этой статье получена реализация сильного
сопряженного к A−∞(G) в виде весового пространства Фреше целых функций посред-
ством естественного в данной ситуации преобразования Лапласа. В настоящей работе
доказывается, что при определенных условиях на область G (не обязательно выпуклую)
преобразование Коши реализует сильное сопряженное к A−∞(G) пространство как про-
странство функций, аналитических в дополнении замыкания области G, обращающихся
в нуль в бесконечности и бесконечно дифференцируемых вплоть до границы G (теоре-
ма 6).

1. Вспомогательные утверждения

Пусть G — ограниченная область в C. Через A(G) будем обозначать пространство
всех функций, аналитических в G, с топологией равномерной сходимости на компактах
в G. Положим

d(z) = inf
t∈∂G

|z − t|, z ∈ G.
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Для каждого n ∈ N определим банахово пространство

A−n(G) :=
{
f(z) ∈ A(G) : ‖f‖n := sup

z∈G
|f(z)|(d(z))n <∞

}
.

Пространство A−∞(G) аналитических функций полиномиального роста вблизи гра-
ницы G определяется следующим образом:

A−∞(G) = indn→A
−n(G).

Далее ↪→ обозначает символ непрерывного вложения.

Замечание 1. (а) Для каждого n ∈ N оператор дифференцирования D(f) := f ′

непрерывно отображает A−n(G) в A−n−1(G), а значит, A−∞(G) в A−∞(G).
(б) Для каждого n ∈ N вложение A−n(G) в A−n−1(G) компактно.

Следовательно, индуктивный предел A−∞(G) = indn→A−n(G) является (DFS)-
пространством.

C (а): Зафиксируем n ∈ N и f ∈ A−n(G). Из интегральной формулы Коши следует,
что для любого z ∈ G

|f ′(z)| 6 2

sup
|t−z|=d(z)/2

|f(t)|

d(z)
6

2‖f‖n
d(z)

sup
|t−z|=d(z)/2

(d(t))−n
6 2n+1‖f‖n(d(z))−n−1.

Следовательно,
‖D(f)‖n+1 6 2n+1‖f‖n f ∈ A−n(G).

Утверждение (б) следует из теоремы Монтеля. B

В данной работе реализация сопряженного к пространству A−∞(G) будет получена
для специального класса (не обязательно выпуклых) областей G; выбор такого класса
областей имеет технический характер. Далее для множества M ⊂ C через M обозначаем
замыкание M в C.

Определение 2. Область G ⊂ C назовем строго звездной относительно точки

z ∈ G, если
G− z ⊆ r−1(G− z) ∀ r ∈ (0, 1).

Очевидно, что всякая область G ⊂ C, строго звездная относительно точки z ∈ G,
звездная относительно точки z.

Лемма 3. Если G — область, звездная относительно точки z = 0, то d(qz) > qd(z)
для любых z ∈ G, q ∈ [0, 1].

C Зафиксируем z ∈ G. Если d(z) > |z|, то неравенство d(qz) > q|z| очевидно. Пусть
d(z) < |z|, K — окружность радиуса d(z) с центром в точке z, l1, l2 — лучи с началом
в нуле, касательные к K в точках z1 и z2 соответственно. Открытый круг с центром в
qz радиуса qd(z) содержится во внутренности Q выпуклой фигуры, ограниченной отрез-
ками [0, z1], [0, z2] и дугой окружности K с концами z1 и z2. Вследствие звездности G
множество Q содержится в G. Значит, d(qz) > qd(z). B

Положим

hz(t) =
1

t− z , z ∈ C\G, t ∈ G.

Отметим, что hz ∈ A−∞(G) для любого z ∈ C\G.
Ниже A(G) — пространство ростков всех функций, аналитических на G.
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Лемма 4. Пусть G — ограниченная строго звездная область относительно точки
z0 ∈ G. Система {hz : z 6∈ G} полна в A−∞(G).

C Не ограничивая общности, будем считать, что G — строго звездная область отно-
сительно нуля. Зафиксируем n ∈ N и f ∈ A−n(G). Положим fr(z) = f(rz), r ∈ (0, 1).
Функция fr голоморфна в r−1G, а значит, fr ∈ A(G).

Возьмем f ∈ A−∞(G). Покажем, что lim
r→1−0

fr = f в A−∞(G). Из замечания 1 и леммы

3 следуют неравенства:

|f(z)− f(rz)| 6 |z|(1− r) sup
t∈[rz,z]

|f ′(t)| 6 |z|(1− r)2n+1‖f‖n sup
q∈[r,1]

(d(qz))−n−1

6 DG(1− r)4n+1‖f‖n(d(z))−n−1, r ∈ [1/2, 1],

где DG = max
z∈G

|z|. Поэтому для r ∈ [1/2, 1]

‖f(z)− f(rz)‖n+1 6 DG(1− r)4n+2‖f‖n.

Следовательно, A(G) плотно в A−∞(G). Поскольку множество H := {hz : z /∈ G} полно
в A(G) и A(G) ↪→ A−∞(G), то H полно в A−∞(G). B

2. Реализация сопряженного к пространству A−∞(G)

Определение 5. Преобразованием Коши называется отображение

K (ϕ)(z) := ϕt

(
1

t− z

)
, z 6∈ G, ϕ ∈ A−∞(G)′.

Полагаем ϕ̃(z) := K (ϕ)(z). Через A∞0 (C\G) обозначим пространство всех аналити-
ческих в C\G функций, бесконечно дифференцируемых вплоть до границы G и обраща-
ющихся в нуль в бесконечно удаленной точке. Топология в A∞0 (C\G) задается последо-
вательностью норм

pn(f) := sup
06k6n

sup
z∈C\G

|f (k)(z)|, n > 0, f ∈ A∞0 (C\G).

С этой топологией A∞0 (C\G) — пространство Фреше.

Основным результатом данной работы является следующий.

Теорема 6. Пусть G ⊂ C — ограниченная строго звездная область относительно
точки z0 ∈ G с кусочно-гладкой границей. Преобразование Коши K — линейный топо-
логический изоморфизм сильного сопряженного A−∞(G)′β к пространству A−∞(G) на

A∞0 (C\G).
C Без ограничения общности будем считать, что z0 = 0. Вследствие A(G) ↪→ A−∞(G)

и двойственности Кете — Силвы — Гротендика функция K (ϕ) аналитична в C\G и
обращается в 0 в ∞ для любого ϕ ∈ A−∞(G)′.

Зафиксируем ϕ ∈ A−∞(G)′. Покажем, что функция ϕ̃ = K (ϕ) является бесконечно
дифференцируемой вплоть до границы G, т. е. что производная ϕ̃(k) равномерно непре-
рывна на C\G для любого k ∈ N0. Для этого покажем, что

ϕ̃(k)(z) = k!ϕt

(
1

(t− z)k+1
)
, z /∈ G, k ∈ N. (1)
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Пусть k = 1. Возьмем z ∈ C\G. Имеем:

ϕ̃′(z) = lim
4z→0

ϕt

(
1

t−z−4z

)
− ϕt

(
1

t−z

)

4z = lim
4z→0

ϕt

(
1

(t− z −4z)(t− z)

)
.

Покажем, что
1

(t− z −4z)(t− z) →
1

(t− z)2 , 4z → 0, (2)

в A−∞(G). Действительно, в силу |z − t| > d(t), t ∈ G, если |4z| 6 d(z)/2,
∥∥∥∥

1

(t− z −4z)(t− z) −
1

(t− z)2
∥∥∥∥
3

= sup
t∈G

∣∣∣∣
1

(t− z −4z)(t− z) −
1

(t− z)2
∣∣∣∣ (d(t))

3

6 |4z| sup
t∈G

∣∣∣∣
d(t)

t− z −4z

∣∣∣∣ 6 2|4z|.

Отсюда следует, что соотношение (2) выполняется, а значит, равенство (1) выполняется
при k = 1. Равенство (1) для произвольного k ∈ N показывается по индукции.

Далее покажем, что любая производная ϕ̃(k) равномерно непрерывна в C\G. Зафик-
сируем k ∈ N. Пусть R > 0 таково, что |z| < R для любого z ∈ G. Так как функция ϕ̃(k)

непрерывна на компакте |z| > R, то она равномерно непрерывны на нем. Покажем, что
она равномерно непрерывна и в дополнении G до круга |z| 6 R. Для любых z1, z2 6∈ G,
|z1| 6 R, |z2| 6 2, далее в силу (1),

|ϕ̃(k)(z1)− ϕ̃(k)(z2)| = k!

∣∣∣∣ϕt

(
1

(t− z1)k+1
− 1

(t− z2)k+1
)∣∣∣∣

6 k!‖ϕ‖′k+2 sup
t∈G

∣∣∣∣
(t− z2)k+1 − (t− z1)k+1
(t− z1)k+1(t− z2)k+1

∣∣∣∣(d(t))
2k+2.

При этом ‖ϕ‖′m := sup‖f‖m61 |ϕ(f)|, m ∈ N. Вследствие |t− zj | > d(t), j = 1, 2, и ограни-
ченности области G найдется постоянная C такая, что

|ϕ̃(k)(z1)− ϕ̃(k)(z2) 6 Ck!‖ϕ‖′k+2|z1 − z2|.

Из последнего неравенства следует, что функция ϕ̃(k) равномерно непрерывна и в до-
полнении G до круга |z| 6 R. Значит, ϕ̃(k)(z) равномерно непрерывна в C\G.

Далее покажем непрерывность преобразования K : A−∞(G)′β → A∞0 (C\G). Для лю-
бых n ∈ N, ϕ ∈ A−∞(G)′ вследствие (1)

pn(K (ϕ)) = sup
06k6n

sup
z∈C\G

|ϕ̃(k)(z)| = sup
06k6n

k! sup
z∈C\G

∣∣∣∣ϕt

(
1

(t− z)k+1
)∣∣∣∣

6 sup
06k6n

k! sup
z∈C\G

‖ϕ‖′n+1
∥∥∥∥

1

(t− z)k+1
∥∥∥∥
n+1

.

Учитывая неравенство d(z) 6 |z − t|, получим, что

pn(K (ϕ)) 6 ‖ϕ‖′n+1 sup
o6k6n

sup
t∈G

(d(t))n−k
6 C‖ϕ‖′n+1, ϕ ∈ A−∞(G)′,

где C := sup06k6n k! supt∈G(d(t))
n−k < +∞. Следовательно, (линейное) преобразование

K : A−∞(G)′β → A∞0 (C\G) непрерывно.
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В силу леммы 4 преобразование K инъективно.
Докажем теперь, что K сюръективно. Возьмем f ∈ A∞0 (C\G) и построим функцио-

нал ϕ ∈ A−∞(G)′ такой, что K (ϕ) = f .
Положим

ϕ(g) := lim
r→1−0

1

2πi

∫

∂G

f(z)g(rz) dz, g ∈ A−∞(G). (3)

Из g(r ·) ∈ A(r−1G) и бесконечной дифференцируемости f вплоть до границы G
следует существование интеграла в (3). По теореме Уитни [8] существует функция f0 ∈
C∞(C) такая, что f0 ≡ f в C\G. Тогда

∫

∂G

f(z)g(rz) dz =

∫

∂G

f0(z)g(rz) dz.

По формуле Грина ∫

∂G

f0(z)g(rz) dz = 2i

∫

G

g(rz)
∂f0
∂z

(z) dσ2(z), (4)

где σ2 — мера Лебега в C = R
2.

Пусть g ∈ A−n(G), n ∈ N. Тогда, используя лемму 3, получим:

|g(rz)| 6 ‖g‖n(d(rz))−n
6 ‖g‖n(rd(z))−n

6 ‖g‖n2n(d(z))−n, z ∈ G, r ∈ [1/2, 1).

Поскольку ∂f0

∂z = 0 в C\G, то существует B > 0 такое, что
∣∣∣∣
∂f0
∂z

(z)

∣∣∣∣ 6 B(d(z))n, z ∈ G.

Следовательно,
∣∣∣∣g(rz)

∂f0
∂z

(z)

∣∣∣∣ 6
2n‖g‖n
(d(z))n

B(d(z))n = 2‖g‖nB, r ∈ [1/2, 1].

Применяя теорему Лебега о мажорантной сходимости, получим:
∫

∂G

f0(z)g(rz) dσ2(z)→ 2i

∫

G

g(z)
∂f0(z)

∂z
dσ2(z), r → 1− 0.

При этом существует постоянная B1 > 0 такая, что

|ϕ(g)| 6 B1‖g‖n, n ∈ N, g ∈ A−n(G).

Следовательно, ϕ ∈ A−∞(G)′. При этом

K (ϕ)(z) = ϕt

(
1

t− z

)
= lim

r→1−0
1

2πi

∫

∂G

f(t)

rt− z dt

= lim
r→1−0

1

r

1

2πi

∫

∂G

f(t)

t− z
r

dt = lim
r→1−0

1

r
f

(
z

r

)
= f(z), z /∈ G.

Таким образом, K — линейное биективное непрерывное отображение A−∞(G)′β на

A∞0 (C\G). По теореме об открытом отображении K : A−∞(G)′β → A∞0 (C\G) — то-
пологический изоморфизм. B
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Замечание 2. (а) В случае, когда G — единичный круг {z ∈ C : | |z| < 1}, сопря-
женное к A−∞(G) может быть описано в терминах тейлоровских коэффициентов. Такие
реализации A−∞(G) получены Б. А. Коренблюмом [4, § 1] и З. Моммом [6].

(б) В случае, когда G — ограниченная выпуклая область в C, реализация сильного
сопряженного к A−∞(G) посредством преобразования Лапласа установлена в [5, утвер-
ждение 4]. Для пространств Фреше функций одного и нескольких комплексных перемен-
ных, аналитических в выпуклой области и имеющих заданный рост вблизи ее границы,
реализация их сопряженных с помощью преобразования Лапласа получена Р. С. Юл-
мухаметовым [9], Б. А. Державцем [2], В. В. Напалковым [7], О. В. Епифановым [3],
Н. Ф. Абузяровой и Р. С. Юлмухаметовым [1]. Идея доказательства теоремы 6 настоящей
работы близка к идее доказательства соответствующего результата в [2]: в [2] использо-
вана теорема Дынькина о псеваналитическом продолженни, а мы используем теорему
Уитни о бесконечно дифференцируемом продолжении.
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