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О ПРАВЫХ ОБРАТНЫХ, ОПРЕДЕЛЯЕМЫХ
ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЯМИ АЙДЕЛЬХАЙТА1

О. А. Иванова, С. Н. Мелихов

В статье доказываются критерий и отдельно достаточные условия того, что оператор, определяемый
последовательностью Айдельхайта, имеет или не имеет линейный непрерывный правый обратный.
Полученные результаты применяются к решению задачи о дополняемости идеалов в алгебрах ана-
литических функций.
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Символом ω будем обозначать пространство Фреше всех числовых последователь-
ностей с топологией покоординатной сходимости, заданной фундаментальной системой
преднорм

rk(x) := max
16n6k

|xn|, x = (xn)n∈N ∈ ω, k ∈ N.

Для локально выпуклого пространства E через E ′ обозначим топологическое сопря-
женное к E пространство.

Определение 1 [1, 2]. Пусть E — пространство Фреше, ϕn ∈ E′, n ∈ N. После-
довательность (ϕn)n∈N называется последовательностью Айдельхайта (в E ′), если для
любого a ∈ ω существует x ∈ E такое, что ϕn(x) = an для любого n ∈ N.

Если ϕn ∈ E′, n ∈ N, — последовательность Айдельхайта, то оператор R : x 7→(
ϕj(x)

)∞
j=1

является линейным и непрерывным отображением E на ω. Естественным
образом возникает вопрос о существовании линейного непрерывного правого обратного
оператора к R : E → ω, т. е. такого оператора Π : ω → E, что R ◦ Π(c) = c для
любого c ∈ ω. В частном случае, ϕj(f) := f (j)(0), j > 0, E = C∞([−1, 1]), отрицательный
ответ на этот вопрос получен Б. С. Митягиным [2]. Заметим, что если ϕn ∈ E′, n ∈
N, — последовательность Айдельхайта и оператор R еще и инъективен, то по теореме
об изоморфизме [5, теорема 1, с. 226], пространства E и ω — топологически изоморф-
ны.

В статье приводятся достаточные условия того, что оператор R : E → ω имеет или
не имеет линейный непрерывный правый обратный (коротко ЛНПО), а также примеры
применения этих абстрактных достаточных условий к пространству A(G) функций, ана-
литических в области G ⊆ C, и к пространству C∞(Ω), где Ω — открытое подмножество
R
N , N ∈ N.
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1. Критерий существования ЛНПО к оператору R : E → ω

Ниже, E — пространство Фреше с фундаментальной системой непрерывных пред-
норм pn, n ∈ N (последнее означает: множества {x ∈ E

∣∣ pn(x) 6 ε}, n ∈ N, ε > 0, образу-
ют базис окрестностей начала в E).

Теорема 1. Пусть E — пространство Фреше с фундаментальной последовательно-

стью преднорм pn, n ∈ N; ϕn ∈ E′, n ∈ N, — последовательность Айдельхайта в E ′.

Оператор R : E → ω имеет ЛНПО тогда и только тогда, когда существуют элементы

xj ∈ E такие, что ϕk(xj) = δk, j для любых k, j ∈ N и для любого n существует jn такое,

что pn(xj) = 0 при каждом j > jn.

C Необходимость. Пусть оператор R : E → ω имеет ЛНПО Π : ω → E.
Положим xj := Π(e(j)) ∈ E, j ∈ N. Тогда ϕk(xj) = (e(j))k = δk, j , k, j ∈ N. Для

любого c ∈ ω ряд
∑∞

j=1 cj e(j) сходится абсолютно к c. Поэтому ряд Π
(∑∞

j=1 cj e(j)
)
=∑∞

j=1 cj Π(e(j)) =
∑∞

j=1 cj xj сходится абсолютно в E (к Π(c)), т. е.
∑∞

j=1 |cj | pn(xj) < +∞
для любых n ∈ N, c ∈ ω. Значит, существует jn такое, что pn(xj) = 0 для любого j > jn.

Достаточность. Пусть существуют элементы xj ∈ E, j ∈ N, такие, что ϕk(xj) = δk, j ,
k, j ∈ N, и для любого n найдется jn, для которого pn(xj) = 0, j > jn. Для любого c ∈ ω
полагаем Π(c) :=

∑∞
j=1 cj xj . Поскольку для любых n ∈ N и c ∈ ω

pn

(
∞∑

j=1

cj xj

)
6

∞∑

j=1

∣∣cj
∣∣ pn(xj) =

jn−1∑

j=1

∣∣cj
∣∣ pn(xj) 6

(
jn−1∑

j=1

pn(xj)

)
· rjn(c),

то оператор Π корректно определен и непрерывно (и линейно) отображает ω в E. По-
скольку для любого c =

∑∞
j=1 cj e(j) ∈ ω выполняются равенства

R ◦Π
(
c
)
= R

(
∞∑

j=1

cj xj

)
=

∞∑

j=1

cj R
(
xj
)
=

∞∑

j=1

cj e(j) = c,

то Π — ЛНПО к оператору R : E → ω. B

2. Достаточное условие того, что оператор R : E → ω имеет ЛНПО

Пусть, по-прежнему, E — пространство Фреше с фундаментальной последовательно-
стью преднорм pn, n ∈ N, таких, что pn 6 pn+1, n ∈ N.

Положим Ker pn :=
{
x ∈ E

∣∣ pn(x) = 0
}
, n ∈ N. Тогда Ker pn+1 ⊆ Ker pn для любого

n ∈ N. Ker pn снабжено индуцированной из E топологией с фундаментальной последо-
вательностью преднорм pn таких, что pn 6 pn+1, n ∈ N. Справедлива

Теорема 2. Пусть E — пространство Фреше; ϕn ∈ E′, n ∈ N, — последовательность

Айдельхайта. Пусть для любого n ∈ N ϕj
∣∣
Ker pn

= 0, 1 6 j 6 n, и последовательность

ϕk
∣∣
Ker pn

, k > n+ 1, — последовательность Айдельхайта в (Ker pn)
′. Тогда оператор R :

E → ω имеет ЛНПО.

C Поскольку (ϕn)n∈N — последовательность Айдельхайта в E ′, то существует x1 ∈ E
такое, что ϕ1(x1) = 1, ϕk(x1) = 0, k > 2. Если элементы x1, . . . , xj−1 уже построены, то
xj ∈ Ker pj−1 выбираем таким образом, чтобы ϕj(xj) = 1, ϕk(xj) = 0, k > j + 1.

В силу теоремы 1 линейным непрерывным правым обратным к оператору R является
оператор

Π
(
c
)
:=

∞∑

j=1

cj xj , c ∈ ω. B
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3. Достаточное условие того, что оператор R : E → ω не имеет ЛНПО

Докажем теперь условия того, что ЛНПО к оператору R : E → ω не существует.

Теорема 3. Пусть E — пространство Фреше, ϕn ∈ E′, n ∈ N, — последовательность

Айдельхайта. Предположим, что для любой последовательности xj ∈ E, j ∈ N, такой,

что ϕj(xj) 6= 0 для j ∈ N, существует непрерывная на E преднорма p, для которой

p(xj) 6= 0 при всех j ∈ N. Тогда оператор

R : x 7→
(
ϕj(x)

)∞
j=1

из E в ω не имеет линейного непрерывного правого обратного.

C Предположим противное: существует линейный непрерывный правый обратный
оператор T : ω → E к R. Пусть e(j) :=

(
δjm
)∞
m=1

, j ∈ N. Положим xj := T (e(j)), j ∈ N,
(xj) ∈ E. Тогда для любого j ∈ N

ϕj
(
xj
)
=
(
R(xj)

)
j
=
(
R
(
T (e(j))

))

j
=
(
e(j)
)
j
= 1.

По условию теоремы существует непрерывная на E преднорма p такая, что p(xj) 6= 0
для любого j ∈ N. Заметим, что для каждого y ∈ ω ряд

∑∞
j=0 yj e(j) сходится абсолютно

к y в ω. Значит, в ω абсолютно сходится ряд

∞∑

j=1

1

p(xj)
e(j).

В силу непрерывности оператора T в пространстве E абсолютно сходится ряд

∞∑

j=1

1

p(xj)
T
(
e(j)
)
=

∞∑

j=1

1

p(xj)
xj .

Поэтому
∞∑

j=1

1

p(xj)
p(xj) < +∞.

Полученное противоречие доказывает теорему. B

Из этой теоремы, как следствие, вытекает известная теорема Б. С. Митягина [2] о
том, что линейный непрерывный (сюръективный) оператор

T : C∞([−1, 1])→ ω, f 7−→
(
f (n)

(
0
))∞

n=0

не имеет линейного непрерывного правого обратного. Действительно, последователь-
ность ϕj(f) := f (j)(0) является последовательностью Айдельхайта в пространстве
(C∞([−1, 1]))′ по теореме Бореля [7]. Пусть последовательность fj ∈ C∞

(
R
)

такова, что

f
(j)
j (0) 6= 0, j ∈ N. Тогда функция fj не является тождественным нулем на отрезке
[−1, 1]. Значит, sup|x|61

∣∣fj(x)
∣∣ > 0 для любого j ∈ N. Значит, выполняются все условия

теоремы 3 и оператор T : C∞([−1, 1]) → ω не имеет ЛНПО. (Заметим, что доказатель-
ство того факта, что оператор T : C∞([1, 1]) → ω не имеет ЛНПО, в [2] отличается от
приведенного выше. Б. С. Митягин использовал то, что в пространстве ω не существует
непрерывной нормы.)
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4. О дополняемых идеалах в пространстве аналитических функций

Применим теорему 3 к оператору сужения функций, аналитических в области G ⊆ C,
и их производных на дискретную последовательность в G.

Пусть G — открытое подмножество C, A(G) — пространство Фреше всех аналитиче-
ских в G функций. Возьмем последовательность компактов Kn ⊆ G, n ∈ N, такую, что
Kn ⊆ intKn+1, n ∈ N, и G =

⋃
n∈N

Kn (intK обозначает внутренность множества K).
Последовательность преднорм pn(f) := sup

z∈Kn

∣∣f(z)
∣∣, f ∈ A(G), n ∈ N, является фунда-

ментальной последовательностью преднорм в пространстве A(G).
A(G) является топологической алгеброй относительно операции поточечного умно-

жения функций.
Как обычно, последовательность zn ∈ G, n ∈ N, называется дискретным подмноже-

ством G, если
∀K b G ∃N ∈ N : ∀n > N zn /∈ K.

(СимволK b G означает, чтоK — компактное подмножествоG.) Последовательность
(zn,mn)n∈N, где (zn) — дискретное подмножество G, а mn ∈ N, называется кратным
многообразием в G.

Пусть (zn,mn)n∈N — кратное многообразие вG. Введем оператор сужения R : A(G)→
ω:

(
R(f)

)
j
=

{
f (j)(z1), 0 6 j 6 m1,

f (j−Mn−n)(zn+1), Mn + (n− 1) < j < Mn+1 + n

(здесь Mn :=
∑n

k=1mk).
(Коротко можно записать так: R(f) =

(
f (k)(zn)

)
06k6mn, n∈N

.)
Очевидно, что оператор R : A(G)→ ω линеен и непрерывен.
Ниже мы будем использовать следующий результат об интерполяции, полученный

в [3, теорема 3.4.1, с. 235].

Теорема 4. Пусть G — открытое подмножество C, (zj)j>1 — дискретная последо-

вательность в G, (nj)j>1 — последовательность натуральных чисел, (aj,k)j>1, 06k6nj−1 —

последовательность комплексных чисел. Тогда существует функция g ∈ A(G) такая, что

g(k)(zj) = k! aj,k, j ∈ N ∪ {0}, 0 6 k 6 nj − 1.

Из теоремы 4 следует, что последовательность функционалов

δn, k : f 7→ f (k)(zn), 0 6 k 6 mn − 1, n ∈ N,

является последовательностью Айдельхайта в A(G)′, т. е. оператор R : A(G)→ ω сюръ-
ективен.

Теорема 5. Пусть G — открытое подмножество C, (zn,mn)n∈N — кратное многооб-

разие в G. Тогда оператор R : A(G)→ ω не имеет ЛНПО.

C Заметим, что последовательность (δn, k)06k6mn−1, n∈N (в качестве (ϕj)j∈N) удо-
влетворяет предположениям теоремы 3. Действительно, возьмем последовательность
fn, k ∈ A(G), 0 6 k 6 mn−1, n ∈ N, такую, что δn, k 6= 0. Тогда fn, k 6≡ 0 вG, 0 6 k 6 mn−1,
n ∈ N. Пусть K — замкнутый круг (отличный от точки), содержащийся в G. В силу тео-
ремы единственности для аналитических функций pK(fn, k) := supz∈K

∣∣fn, k(z)
∣∣ > 0 для

любых 0 6 k 6 mn − 1, n ∈ N. Остается заметить, что pK — непрерывная преднорма в
A(G).

По теореме 3 оператор R : A(G)→ ω не имеет ЛНПО. B
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Докажем одно следствие из теоремы 5. Пусть I — идеал в пространстве A(G). Сле-
дуя [3], положим

Z(I) :=
⋂

f∈I

Z(f),

где
Z(f) := {z ∈ G : f(z) = 0}

— нулевое множество функции f из A(G). Z(I) называется множеством нулей идеала I.

Теорема 6. Пусть G — область в C. Замкнутый собственный идеал I в A(G) топо-

логически дополняем в пространстве A(G) тогда и только тогда, когда множество Z(I)
конечно.

C Пусть I — замкнутый собственный идеал в пространстве A(G). Тогда по [3, теоре-
ма 3.5.11] он является главным идеалом, т. е. существует ненулевая функция g из A(G)
такая, что

I = g ·A(G).
Пусть Z(g) — множество всех (попарно различных) нулей функции g,mn — кратность

нуля zn ∈ Z(g).
Пусть множество Z(g) конечно: Z(g) = {zn}16n6N , N ∈ N. По [5, предложение 3,

с. 117] пространство
(
A(G)/I

)′
можно отождествить с I0, где I0 — поляра идеала I:

I0 = {ϕ ∈ A(G)′ : ϕ(f) = 0 ∀ f ∈ I}.

Заметим, что функционалы δn, k, 0 6 k 6 mn − 1, n ∈ N, принадлежат пространству(
A(G)/I

)′
.

Покажем теперь, что фактор-пространство A(G)/I конечномерно. Пусть
ϕ ∈ I0 '

(
A(G)/I

)′
. Тогда по [5, лемма 5, с. 53] либо ϕ есть линейная комбинация форм

δn, k, 0 6 k 6 mn − 1, 1 6 n 6 N , либо существует такой элемент â = a + I ∈ A(G)/I,
a ∈ A(G), что

ϕ(â) = 1, δn, k(â) = 0, 0 6 k 6 mn − 1, 1 6 n 6 N.

Предположим, что â ∈
(
A(G)/I

)′
и ϕ(â) = ϕ(a) = 1, δn, k(a) = 0, т. е. a(k)(zn) = 0,

0 6 k 6 mn − 1, 1 6 n 6 N . Тогда a ∈ I, а, значит, ϕ(a) = 0. Получено противоречие.
Поэтому ϕ является линейной комбинацией δn, k, 0 6 k 6 mn, 1 6 n 6 N .

Следовательно, пространство
(
A(G)/I

)′
конечномерно. (При этом dim

(
A(G)/I

)
=

dim (A(G)/I)′ = dim I0 =
∑N

n=1(mn+1).) Значит, пространство
(
A(G)/I

)
конечномерно.

По условию I — замкнутое подпространство A(G). Тогда по [5, с. 143] каждое алгебра-
ическое дополнение к I является также топологическим дополнением. Так как алгеб-
раическое дополнение всегда существует ([5, с. 142]), то I топологически дополняемо в
пространстве A(G).

Пусть теперь множество Z(I) бесконечно. Z(I) = {zn}n∈N, mn — кратность нуля zn
функции g. Введем для кратного многообразия (zn,mn)n∈N оператор сужения R: A(G)→
ω, как в теореме 3. Ясно, что KerR = I. Так как оператор R: A(G) → ω сюръективен
и по теореме 5 не имеет ЛНПО, то [5, гл. 1, § 1, предложение 14] KerR не является
топологически дополняемым в пространстве A(G). B

Замечание. Если I — собственный замкнутый идеал в пространстве A(G), то мно-
жество Z(I) непусто. Действительно, если Z(I) пусто, то [4, теорема 3.5.10] множество
I плотно в пространстве A(G). Значит I=A(G), хотя I — собственный идеал.



О правых обратных, определяемых последовательностями Айдельхайта 29

5. Пример

Применим теорему 2 к оператору сужения функций из C∞(Ω), Ω открыто в R
N , на

дискретную последовательность (xn) попарно различных точек в Ω.
Введем последовательность компактов Kn b Ω, обладающих следующими свойства-

ми:
1. x1, . . . , xn ∈ Kn, n ∈ N;
2. xj /∈ Kn, j > n+ 1, n ∈ N;
3. Kn ⊆ IntKn+1 для каждого n ∈ N;
4.
⋃
n∈N

Kn = Ω.
Айдельхайтом был доказан следующий критерий [3].

Теорема 7. Пусть E — пространство Фреше, (pn)n∈N — фундаментальная система

преднорм на E, p′n(ϕ) := sup
pn(x)61

∣∣ϕ(x)
∣∣, ϕ ∈ E′, n ∈ N. Последовательность ϕn ∈ E′, n ∈ N,

является последовательностью Айдельхайта тогда и только тогда, когда выполняются

следующие два условия:

(i) система
(
ϕm
)∞
m=1

линейно независима в E ′;

(ii) для любого натурального n найдется натуральное число k(n) такое, что для любо-

го k > k(n) функционал ϕk не является непрерывным по преднорме pn, т. е. p′n(ϕk) = +∞
для каждого k > k(n).

Последовательность преднорм

pn(f) := max
06k6n

max
x∈Kn

∣∣f (k)(x)
∣∣,

является фундаментальной последовательностью преднорм в пространстве C∞(Ω).
Из теоремы 7 следует, что последовательность функционалов ϕn(f) :=δxn(f)=f(xn),

f ∈ C∞(Ω), n ∈ N, является последовательностью Айдельхайта в C∞(Ω)′.
Поскольку последовательность функционалов ϕn, ядра Kerpn, n ∈ N, удовлетворяют

условиям теоремы 2, то справедлив следующий результат:

Следствие. Оператор R : C∞(Ω)→ ω, R(f) :=
(
f(xn)

)
n∈N

имеет ЛНПО.
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ON THE RIGHT INVERSE OPERATORS
WHICH ARE DEFINED BY EIDELHEIT SEQUENCES

Ivanova О. А., Melikhov S. N.

In this article we prove criterion and separately sufficient conditions under which the operator which is
defined by Eidelheit sequence has or has not continuous linear right inverse. Also we apply the obtained
results for solution of the problem of topologically complementability of ideals in algebras of holomorphic
functions.

Key words: Eidelheit sequence, right inverse operator, ideals in algebras of holomorphic functions.


