
Владикавказский математический журнал
2013, Том 15, Выпуск 3, С. 19–36

УДК 519.635

АПРИОРНЫЕ ОЦЕНКИ РЕШЕНИЯ НЕЛОКАЛЬНЫХ
КРАЕВЫХ ЗАДАЧ ДЛЯ ПСЕВДОПАРАБОЛИЧЕСКОГО УРАВНЕНИЯ1

М. Х. Бештоков

В работе рассматриваются нелокальные краевые задачи для псевдопараболического уравнения тре-
тьего порядка с переменными коэффициентами в одномерном и многомерном случаях. Для нело-
кальных задач получены априорные оценки в дифференциальной и разностной трактовках. Из
полученных оценок следуют единственность, устойчивость, а также сходимость решения разност-
ной задачи к решению дифференциальной задачи.
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устойчивость и сходимость разностных схем, гиперболическое уравнение третьего порядка, псев-
допараболическое уравнение.

Введение

В настоящее время весьма активно изучаются локальные и нелокальные краевые
задачи для гиперболических уравнений третьего порядка. Указанный класс задач вы-
зывает большой практический и теоретический интерес из-за того, что прикладные за-
дачи физики, механики, биологии сводятся к таким уравнениям. Например, вопросы
фильтрации жидкости в пористых средах [1, 2], передачи тепла в гетерогенной среде [3,
4], влагопереноса в почво-грунтах (см. [5], [6, c. 137]) приводят к модифицированным
уравнениям диффузии, которые являются уравнениями в частных производных гипер-
болического типа третьего порядка:

L(u) ≡ (η(x, t)uxt)x + (k(x, t)ux)x + r(x, t)ux + d(x, t)ut − q(x, t)u = f(x, t). (∗)

Уравнение вида (∗) часто называют псевдопараболическим. Краевые задачи для раз-
личных уравнений третьего порядка псевдопараболического типа изучались, например,
в работах [7–11].

В работе рассматриваются нелокальные краевые задачи третьего порядка для псев-
допараболического типа с переменными коэффициентами в одномерном и многомерном
случаях. Для нелокальных задач получены априорные оценки в дифференциальной и
разностной трактовках. Из полученных оценок следуют единственность, устойчивость,
а также сходимость решения разностной задачи к решению дифференциальной задачи.

c© 2013 Бештоков М. Х.
1 Исследование выполнено при финансовой поддержке Министерства образования и науки Россий-

ской Федерации, соглашение 1.6197.2011.
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1. Постановка задачи

В замкнутом цилиндре Q̄T = {(x, t) : 0 6 x 6 l, 0 6 t 6 T} рассмотрим следующую
нелокальную краевую задачу

ut = (k(x, t)ux)x + (η(x, t)uxt)x + r(x, t)ux− q(x, t)u+ f(x, t), 0 < x < l, 0 < t 6 T, (1.1)

Π(0, t) =

l∫

0

β(x, t)u(x, t) dx +

t∫

0

ρ(t, τ)u(l, τ) dτ − µ(t), 0 6 t 6 T, (1.2)

Π(l, t) = 0, 0 6 t 6 T, (1.3)

u(x, 0) = u0(x), 0 6 x 6 l, (1.4)

где
r(0, t) = r0 6 0, r(l, t) = rN > 0, 0 < c0 6 η(x, t), k(x, t) 6 c1,

|ηt(x, t)|, |r(x, t)|, |q(x, t)|, |kx|, |rx|, |β(x, t)|, |ρ(t, τ)| 6 c2, (1.5)

u ∈ C4,3(QT ), η ∈ C3,2(QT ), k ∈ C3,2(QT ), r, q, f ∈ C2,2(QT ), β(x, t) ∈ C[0, T ],

QT = {(x, t) : 0 < x < l, 0 < t 6 T}, Π(x, t) = kux+ηuxt, 0 6 τ 6 t, u0(x) ∈ C2[0, l],

ρ(t, τ) — функция, непрерывная на [0, T ], c0, c1, c2 — положительные числа.
Заметим, что нелокальное условие (1.2) можно заменить условием

Π(0, t) =

α∫

0

β(x, t)u(x, t) dx +

t∫

0

ρ(t, τ)u(l, τ) dτ − µ(t),

где α — глубина корнеобитаемого слоя [12] или активный слой почвы, который участвует
в водоснабжении корневой системы, в процессах испарения и транспирации. Поставлен-
ные и исследованные в данной работе задачи характерны также тем, что содержат в кра-
евых условиях нелокальность по времени, впервые изученный А. И. Кожановым [10].

По ходу изложения будем использовать положительные постоянные Mi, i = 1, 2, . . . ,
зависящие только от входных данных задачи (1.1)–(1.4).

2. Априорная оценка в дифференциальной трактовке

Допуская существование решения дифференциальной задачи (1.1)–(1.4) в замкнутом
цилиндре Q̄T , получим априорную оценку для ее решения. Для получения априорной
оценки воспользуемся методом энергетических неравенств. Умножим уравнение (1.1)
скалярно на u:

(
ut, u

)
=
(
(kux)x, u

)
+
(
(ηuxt)x, u

)
+
(
r(x, t)ux, u

)
−
(
q(x, t)u, u

)
+
(
f(x, t), u

)
, (2.1)

где
(
u, v
)

=
∫ l
0 uv dx, ‖u‖20 = (u, u).

Пользуясь неравенством Коши с ε, из (2.1) получим

d

dt
‖u‖20 +

d

dt

l∫

0

ηu2
x dx+ 2

l∫

0

k(x, t)u2
x dx

6 2
(

Π(l, t)u(l, t) −Π(0, t)u(0, t)
)

+ 3c2‖ux‖20 + (3c2 + 1)‖u‖20 + ‖f‖20.

(2.2)
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Имеет место оценка [13, с. 124]

u2(l, t) 6 ε‖ux‖20 + cε‖u‖20, (2.3)

где ε > 0, cε = 1
ε + 1

l .
Оценим первое и второе слагаемое в правой части неравенства (2.2), пользуясь нера-

венством Коши с ε и граничными условиями (1.3) и (1.4),

−Π(0, t)u(0, t) = −u(0, t)

( l∫

0

β(x, t)u(x, t) dx +

t∫

0

ρ(t, τ)u(l, τ) dτ − µ(t)

)

6 M1

[
u2(0, t) +

( l∫

0

β(x, t)u(x, t) dx

)2
]

+
1

2
µ2(t) +M2

t∫

0

u2(l, τ) dτ.

(2.4)

Из (2.4), пользуясь (2.3) и неравенством Буняковского, получим

Π(l, t)u(l, t)−Π(0, t)u(0, t) 6 M3

(
‖ux‖20 +‖u‖20

)
+M4

t∫

0

(
‖ux‖20 +‖u‖20

)
dτ +

1

2
µ2(t). (2.5)

Учитывая (2.5), из (2.2) находим

d

dt
‖u‖20 +

d

dt

l∫

0

ηu2
x dx + c0‖ux‖22,Qt

6 M5

(
‖ux‖20 + ‖u‖20

)

+ 2M4

t∫

0

(
‖ux‖20 + ‖u‖20

)
dτ + µ2(t) + ‖f‖20.

(2.6)

Проинтегрировав (2.6) по τ от 0 до t, тогда получим

‖u‖20 + ‖ux‖20 + ‖ux‖22,Qt

6 M6

t∫

0

(
‖ux‖20 + ‖u‖20

)
dτ +M7

t∫

0

τ∫

0

(
‖ux‖20 + ‖u‖20

)
dτ1 dτ

+M8

( t∫

0

(
‖f‖20 + µ2(τ)

)
dτ + ‖u0(x)‖20 + ‖u′0(x)‖20

)
,

(2.7)

где

‖ux‖22,Qt
=

t∫

0

‖ux‖20 dτ.

Второе слагаемое в правой части (2.7) оценим следующим образом:

t∫

0

τ∫

0

(
‖ux‖20 + ‖u‖20

)
dτ1 dτ 6 T

t∫

0

(
‖ux‖20 + ‖u‖20

)
dτ. (2.8)



22 Бештоков М. Х.

В силу (2.8) из (2.7) находим

‖u‖20 + ‖ux‖20 6 M9

t∫

0

(
‖ux‖20 + ‖u‖20

)
dτ

+M8

( t∫

0

(
‖f‖20 + µ2(τ)

)
dτ + ‖u0(x)‖20 + ‖u′0(x)‖20

)
.

(2.9)

Применяя к неравенству (2.9) лемму Гронуолла (см. [13, с. 152]), из (2.7) с учетом (2.8)
получим

‖u‖2W 1
2 (0,l) + ‖ux‖22,Qt

6 M(t)

( t∫

0

(
‖f‖20 + µ2(τ)

)
dτ + ‖u0(x)‖2W 1

2 (0,l)

)
, (2.10)

где M(t) — зависит только от входных данных задачи (1.1)–(1.4).
Из априорной оценки (2.10) следует единственность решения исходной задачи (1.1)–

(1.4), а также непрерывная зависимость решения задачи от входных данных на каждом
временном слое в норме пространства W 1

2 (0, l).

3. Устойчивость и сходимость разностной схемы

Для решения задачи (1.1)–(1.4) применим метод конечных разностей. Для этого в
замкнутом цилиндре Q̄T введем равномерную сетку [14]:

ω̄hτ = ω̄h × ω̄τ =
{

(xi, tj), x ∈ ω̄h, t ∈ ω̄τ
}
,

ω̄h =
{
xi = ih, i = 0, 1, . . . , N, Nh = l

}
,

ω̄τ =
{
tj = jτ, j = 0, 1, . . . ,m, mτ = T

}
.

На сетке ω̄hτ дифференциальной задаче (1.1)–(1.4) поставим в соответствие разност-
ную схему:

yt,i = Λ̃(t̄)y
(σ)
i + δy + ϕi, (x, t) ∈ ωhτ , (3.1)

a1χ0y
(σ)
x,0 + γ1yxt,0 =

N∑

s̄=0

βs̄y
(σ)
s̄ ~ +

j∑

s=0

τ̄ρs,jy
(σ)
s,N − µ+

h

2

(
yt,0 + d0y

(σ)
0 − ϕ0

)
, t ∈ ω̄τ , (3.2)

−
(
aNχNy

(σ)
x̄,N + γNyx̄t,N

)
=
h

2

(
yt,N + dNy

(σ)
N − ϕN

)
, t ∈ ω̄τ , (3.3)

y(x, 0) = u0(x), x ∈ ω̄h, (3.4)

где
Λ̃(t̄)y

(σ)
i = χi

(
ay

(σ)
x̄

)
x,i

+ b+i ai+1y
(σ)
x,i + b−i aiy

(σ)
x̄,i − diy

(σ)
i ,

δy =
(
γyx̄t

)
x,i
, y(σ) = σŷ+(1−σ)y, y = yji = y(xi, tj), r = r++r−, b± =

r±

k
+O(h2),

|r| = r+ − r−, r+ = 0.5 (r + |r|) > 0, r− = 0.5 (r − |r|) 6 0,

ai = k(xi−0.5, t̄), γi = η(xi−0.5, t̄), di = q(xi, t̄), ϕi = f(xi, t̄),
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t̄ = tj+0.5 = tj + 0.5τ, xi−0.5 = xi − 0.5h, h, τ — шаги сетки.

χ =
1

1 +R
, R =

0.5h|r|
k

— разностное число Рейнольдса,

χ0 =
1

1 + 0.5h|r0|
k0.5

, если r0 6 0, χN =
1

1 + 0.5h|rN |
kN−0.5

, если rN > 0,

τ̄ =

{
τ
2 , если s = 0, s = j;

τ, если s = 1, . . . , j − 1,
~ =

{
h
2 , если s̄ = 0, s̄ = N ;

h, если s̄ = 1, . . . , N − 1.

Для получения априорной оценки воспользуемся методом энергетических неравенств.
Тогда задачу (3.1)–(3.4) перепишем в другой форме

yt,i = χi
(
ay

(σ)
x̄

)
x,i

+
(
γyx̄t

)
x,i

+ b+i ai+1y
(σ)
x,i + b−i aiy

(σ)
x̄,i − diy

(σ)
i + ϕi, (3.5)

yt,0 =

a1χ0y
(σ)
x,0 − 0.5hd0y

(σ)
0 −

N∑
s̄=0

βs̄y
(σ)
s̄ ~−

j∑
s=0

τ̄ρs,jy
(σ)
s,N + µ

0.5h
+
γ1yxt,0
0.5h

, (3.6)

yt,N =
−aNχNy(σ)

x̄,N − 0.5hdNy
(σ)
N

0.5h
− γNyx̄t,N

0.5h
, (3.7)

y(x, 0) = u0(x). (3.8)

Полагая σ = 0.5 и обозначая ŷ + y = Y , перепишем задачу (3.5)–(3.8)

yt = 0.5Λ̃∗(t̄)Y + δ̄y + Φ, (3.9)

y(x, 0) = u0(x), (3.10)

где

Λ̃∗(t̄)Y =





Λ̃Y = χi
(
aYx̄

)
x,i

+ b+i ai+1Yx,i + b−i aiYx̄,i − diYi, при x ∈ ωh;

Λ−Y =
a1χ0Yx,0−0.5hd0Y0−

N∑
s̄=0

βs̄y
(σ)
s̄ ~−

j∑
s=0

τ̄ ρs,jYs,N

0.5h , при x = 0;

Λ+Y =
−aNχNYx̄,N−0.5hdNYN

0.5h , при x = l,

δ̄y =





δy =
(
γyx̄t)x,i, при x ∈ ωh;

δ−y =
γ1yxt,0

0.5h , при x = 0;

δ+y = −γNyx̄t,N

0.5h , при x = l,

Φ =





ϕ = ϕi, при x ∈ ωh;

ϕ− = µ
0.5h , при x = 0;

ϕ+ = 0, при x = l,

χ̄ =





χ =

(
1 + h|r|

2k

)−1

, при x ∈ ωh;

χ− =

(
1 + h|r0|

2k0.5

)−1

, при x = 0, r0 6 0;

χ+ =

(
1 + h|rN |

2kN−0.5

)−1

, при x = l, rN > 0.
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Введем скалярное произведение

[
u, v
]

=

N∑

i=0

uivi~, ~ =

{
h
2 , i = 0, i = N,

h, i = 1, . . . , N − 1,

и норму

|[u]|2 = [u, u], ‖u]|2 =
N∑

i=1

u2
i ~ = (u, u].

Умножим теперь разностное уравнение (3.9) скалярно на Y = ŷ + y :

[
yt, Y

]
= 0.5

[
Λ̃ ∗(t̄)Y, Y

]
+
[
δ̄y, Y

]
+
[

Φ, Y
]
. (3.11)

Преобразуем суммы, входящие в (3.11):

[
yt, Y

]
=

[
1

τ
(ŷ − y), (ŷ + y)

]
=

[
1, ŷ2

]
−
[
1, y2

]

τ
=
[
1, y2

]
t
, (3.12)

[
Λ̃∗(t̄)Y, Y

]
=
(
Λ̃Y, Y

)
+ 0.5hY0Λ−Y0 + 0.5hYNΛ+YN

= −(aχ, Y 2
x̄ ]− (aY, χx̄Yx̄) + (b+a+1Yx, Y ) + (b−aYx̄, Y )

−
[
d, Y 2

]
− Y0

N∑

s̄=0

βs̄Ys̄~− Y0

j∑

s=0

τ̄ρs,jY
s
N ,

(3.13)

[
δ̄y, Y

]
= (δy, Y ) + 0.5hY0δ

−y + 0.5hYN δ
+y = −

(
γyx̄t, Yx̄

]
, (3.14)

[
Φ, Y

]
= (ϕ, Y ) + 0.5hϕ−Y0 + 0.5hϕ+YN = (ϕ, Y ) + µY0. (3.15)

Учитывая (3.12)–(3.15), из (3.11) находим

[
1, y2

]
t

= −0.5 (aχ, Y 2
x̄ ]−

(
γyx̄t, Yx̄

]
− 0.5 (aχx̄Y, Yx̄) + 0.5 (b+a+1Yx, Y )

+0.5 (b−aYx̄, Y )− 0.5 [d, Y 2]− 0.5Y0

N∑

s̄=0

βs̄Ys̄~− 0.5Y0

j∑

s=0

τ̄ρs,jY
s
N + (ϕ, Y ) + µY0.

(3.16)

Оценим суммы, входящие в (3.16):

[1, y2]t =
(
|[y]|2

)
t
, (3.17)

(aχ, Y 2
x̄ ] > M1(1, Y 2

x̄ ] = M1‖Yx̄]|2, (3.18)

(γyx̄t, Yx̄] = (1, γ(y2
x̄)t] = (1, (γy2

x̄)t]− (1, γtŷ
2
x̄], (3.19)

−(aχx̄Y, Yx̄) + (b+a+1Y, Yx) + (b−aY, Yx̄) 6 M2‖Yx̄]| |[Y ]| 6 M3

(
‖Yx̄]|2 + |[Y ]|2

)
, (3.20)

−[d, Y 2] 6 c2[1, Y 2] = c2|[Y ]|2, (3.21)

[ϕ, Y ] 6
1

2

(
|[Y ]|2 + |[ϕ]|2

)
. (3.22)
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Справедлива следующая

Лемма [15]. Для любой функции y(x), заданной на сетке ω̄h, справедливо неравен-
ство

max
x∈ω̄h

y2(x) 6 ε‖yx̄ ]|2 +

(
1

ε
+

1

l

)
|[ y]|2,

где ε — произвольная положительная постоянная, l — длина интервала, на котором
введена сетка ω̄h.

С помощью этой леммы и неравенства Коши получаем оценку

−Y0

N∑

s̄=0

βs̄Ys̄~− Y0

j∑

s=0

τ̄ρjsY
s
N + µY0

6
µ2

2
+M4

(
‖Yx̄]|2 + |[Y ]|2

)
+M5

j∑

s=0

(
‖Yx̄]|2 + |[Y ]|2

)
τ̄ .

(3.23)

Учитывая оценки (3.17)–(3.23), из (3.16) находим:

(
|[y]|2

)
t

+ (1, (γy2
x̄)t] +M1‖Yx̄]|2 6 c1||ŷx]|2 +M6

(
|[Y ]|2 + ‖Yx̄]|2

)

+M5

j∑

s=0

(
|[Y ]|2 + ‖Yx̄]|2

)
τ̄ +M7

(
|[ϕ]|2 + µ2

)
.

(3.24)

Умножим обе части (3.24) на τ и просуммируем по j ′ от 0 до j :

|[yj+1]|2 + ‖yj+1
x̄ ]|2 +

j∑

j ′=0

‖Y j ′

x̄ ]|2τ

6 M8

j∑

j ′=0

||ŷx]|2τ +M9

( j∑

j ′=0

(
|[Y j ′

]|2 + ‖Y j ′

x̄ ]|2
)
τ

+

j∑

j ′=0

j∑

s=0

(
|[Y j ′

]|2 + ‖Y j ′

x̄ ]|2
)
τ̄ τ

)
+M10

( j∑

j ′=0

(
|[ϕ]|2 + µ2

)
τ + |[y0]|2 + ‖y0

x̄]|2
)
.

(3.25)

Обозначая F (tj) = M10

(∑j
j ′=0

(
|[ϕ]|2 + µ2

)
τ + |[y0]|2 + ‖y0

x̄]|2
)
, из (3.25) получим

|[yj+1]|2 + ‖yj+1
x̄ ]|2τ +

j∑

j ′=0

‖Y j ′

x̄ ]|2τ 6 M8

j∑

j ′=0

||ŷx]|2τ

+M9

( j∑

j ′=0

(
|[Y j ′

]|2 + ‖Y j ′

x̄ ]|2
)
τ +

j∑

j ′=0

j∑

s=0

(
|[Y j ′

]|2 + ‖Y j ′

x̄ ]|2
)
τ̄ τ

)
+ F (tj).

(3.26)

Третье слагаемое в правой части (3.26) преобразуем следующим образом

j∑

j ′=0

j∑

s=0

(
|[Y j ′

]|2 + ‖Y j ′

x̄ ]|2
)
τ̄ τ 6 T

j∑

j ′=0

(
|[Y j ′

]|2 + ‖Y j ′

x̄ ]|2
)
τ. (3.27)



26 Бештоков М. Х.

В силу (3.27) из (3.26) находим

|[yj+1]|2 + ‖yj+1
x̄ ]|2 +

j∑

j ′=0

‖Y j ′

x̄ ]|2τ

6 M8

j∑

j ′=0

||ŷx]|2τ +M11

j∑

j ′=0

(
|[Y j ′

]|2 + ‖Y j ′

x̄ ]|2
)
τ + F (tj).

(3.28)

Учитывая неравенство |[yj ′+1 +yj
′

]|2 6 2 |[yj ′+1]|2 +2 |[yj ′

]|2, преобразуем выражение

M8
∑j

j ′=0 ||ŷx]|2τ +M11
∑j

j ′=0

(
|[Y j ′

]|2 + ‖Y j ′

x̄ ]|2
)
τ . Тогда

M8

j∑

j ′=0

||ŷx]|2τ +M11

j∑

j ′=0

(
|[Y j ′

]|2 + ‖Y j ′

x̄ ]|2
)
τ

= M11

j∑

j ′=0

(
|[yj ′+1 + yj

′

]|2 + ‖yj ′+1
x̄ + yj

′

x̄ ]|2
)
τ

+M8

j∑

j ′=0

||yj ′+1
x ]|2τ 6 M12

(
|[yj+1]|2 + ‖yj+1

x̄ ]|2
)
τ

+M13

j∑

j ′=1

(
|[yj ′

]|2 + ‖yj ′

x̄ ]|2
)
τ +M14

(
|[y0]|2 + ‖y0

x̄]|2
)
τ.

(3.29)

Подставляя (3.29) в (3.28), получим

|[yj+1]|2 + ‖yj+1
x̄ ]|2 +

j∑

j ′=0

‖
(
yj

′+1 + yj
′)
x̄
]|2τ

6 M12

(
|[yj+1]|2 + ‖yj+1

x̄ ]|2
)
τ +M15

j∑

j ′=1

(
|[yj ′

]|2 + ‖yj ′

x̄ ]|2
)
τ + F̃ (tj).

(3.30)

Выбирая τ таким образом, что для всех τ 6 τ0, τ0 = 1
2M12

, и обозначая через F̃ (tj) =

M16

(∑j
j ′=0

(
|[ϕj ′

]|2 + µj
′ 2

1 + µj
′ 2

2

)
τ + |[y0]|2 + ‖y0

x̄]|2
)
, из (3.30) получим

|[yj+1]|2 + ‖yj+1
x̄ ]|2 6 M17

j∑

j ′=1

(
|[yj ′

]|2 + ||yj ′

x̄ ]|2
)
τ +M18F̃ (tj). (3.31)

Оценивая первое слагаемое в правой части (3.31) с помощью леммы 4 из [16, с. 171],
из (3.28) с учетом (3.29), (3.30) получим априорную оценку

|[yj+1]|2W 1
2 (0, l) +

j∑

j ′=0

‖
(
yj

′+1 + yj
′)
x̄
]|2τ

6 M

( j∑

j ′=0

(
|[ϕj ′

]|2 + µj
′ 2
)
τ + |[y0]|2W 1

2 (0, l)

)
,

(3.32)

где M — положительная постоянная, не зависящая от h и τ .
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Из полученной априорной оценки следует

Теорема 1. Пусть выполнены условия (1.5). Тогда при σ = 0.5 существует такое τ0,
что если τ 6 τ0, то для решения разностной задачи (3.9)–(3.10) справедлива априорная
оценка

|[yj+1]|2W 1
2 (0, l) +

j∑

j ′=0

‖
(
yj

′+1 + yj
′)
x̄
]|2τ 6 M

( j∑

j ′=0

(
|[ϕj ′

]|2 + µj
′ 2
)
τ + |[y0]|2W 1

2 (0, l)

)
,

где M — положительная постоянная, не зависящая от h и τ .

Таким образом, доказана устойчивость решения разностной задачи (3.9)–(3.10) по
начальным данным и правой части в сеточной норме |[yj+1]|2

W 1
2 (0,l)

на слое.

Пусть u(x, t) — решение задачи (3.1)–(3.4), yji — решение разностной задачи (3.5)–
(3.8). Обозначим через z = y − u погрешность. Подставляя y = z + u в (3.5)–(3.8) и
считая u(x, t) заданной функцией, получим задачу для z:

zt,i = χi
(
az

(σ)
x̄

)
x,i

+
(
γzx̄t

)
x,i

+ b+i ai+1z
(σ)
x,i + b−i aiz

(σ)
x̄,i − diz

(σ)
i + ψi, (3.33)

a1χ0z
(σ)
x,0 + γ1zxt,0 =

N∑

s̄=0

βs̄z
(σ)
s̄ ~ +

j∑

s=0

τ̄ρs,jz
(σ)
s,N +

h

2

(
zt,0 + d0z

(σ)
0

)
− ν1, (3.34)

−
(
aNχNz

(σ)
x̄,N + γNzx̄t,N

)
=
h

2

(
zt,N + dNz

(σ)
N

)
− ν2, (3.35)

z(x, 0) = 0, (3.36)

ψi = O(h2 + τ2), ν1 = O(h2 + τ2), ν2 = O(h2 + τ2) — погрешности аппроксимации на
решении исходной задачи при каждом фиксированном t, в силу построения оператора Λ̃
при σ = 0.5.

Применяя априорную оценку (3.32) к задаче для погрешности, при σ = 0.5 получаем
оценку

|[zj+1]|2 + ‖zj+1
x̄ ]|2 +

j∑

j ′=0

‖
(
zj

′+1 + zj
′)
x̄
]|2τ 6 M

j∑

j ′=0

(
|[Ψj ′

]|2 + νj
′ 2

1 + νj
′ 2

2

)
τ,

где M — положительная постоянная, не зависящая от h и τ .
Из полученной априорной оценки следует сходимость схемы (3.33)–(3.36) при σ = 0.5

со скоростью O(h2 + τ2) на слое.

4. Априорная оценка решения задачи в многомерной области

В замкнутом цилиндре Q̄T = Ḡ × [0, T ], основанием которого является p -мерный
прямоугольный параллелепипед Ḡ = {x = (x1, . . . , xp) : 0 6 xα 6 lα, α = 1, 2, . . . , p}
с границей Γ, Ḡ = G ∪ Γ рассматривается нелокальная краевая задача

∂u

∂t
= Lu+ f(x, t), (x, t) ∈ QT , (4.1)
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Πα(x, t) =

lα∫

0

β−α(x, t)u(x, t) dxα

+

t∫

0

ρ−α(t, τ)u(x1, . . . , xα−1, lα, xα+1, . . . , xp, τ) dτ − µ−α(x, t), xα = 0,

(4.2)

Πα(x, t) = 0, xα = lα, (4.3)

u(x, 0) = u0(x), x ∈ Ḡ, (4.4)

где Lu =
∑p

α=1 Lαu,

Lαu =
(
kα(x, t)uxα

)
xα

+
(
ηα(x, t)uxαt

)
xα

+ rα(x, t)uxα − qα(x, t)u,

QT = G× [0 < t 6 T ], 0 < c0 6 ηα(x, t), kα(x, t) 6 c1,

|ηtα|, |rα|, |qα|, |β−α(x, t)|, |ρ−α(t, τ)| 6 c2,

(4.5)

Πα(x, t) = kα(x, t)uxα + ηα(x, t)uxαt — полный поток, 0 6 τ 6 t, c0, c1, c2 — положитель-
ные постоянные, α = 1, p.

Относительно коэффициентов задачи (4.1)–(4.4) предположим, что они обладают та-
ким количеством непрерывных производных, которое необходимо для обеспечения нуж-
ной гладкости решения u(x, t) в цилиндре QT .

Допуская существование решения дифференциальной задачи (4.1)–(4.4) в цилин-
дре Q̄T , получим априорную оценку для ее решения, воспользовавшись методом энерге-
тических неравенств.

В дальнейшем изложении будем пользоваться скалярным произведением и нормой

(
u, v
)

=

∫

G

uv dx, (u, u) = ‖u‖20, ‖u‖20 =

∫

G

u2 dx, u2
x =

p∑

α=1

u2
xα
,

‖u‖2L2(0,lα) =

lα∫

0

u2(x, t) dxα.

Умножим уравнение (4.1) скалярно на u:

(
ut, u

)
=

( p∑

α=1

(
kα(x, t)uxα

)
xα
, u

)
+

( p∑

α=1

(
ηα(x, t)uxαt

)
xα
, u

)

+

( p∑

α=1

rα(x, t)uxα , u

)
−
( p∑

α=1

qα(x, t)u, u

)
+
(
f(x, t), u

)
.

(4.6)

Преобразуем интегралы, входящие в (4.6):

(
ut, u

)
=

∫

G

utu dx =
1

2

d

dt
‖u‖20, (4.7)

( p∑

α=1

(
kαuxα

)
xα
, u

)
=

∫

G

p∑

α=1

(
kαuxα

)
xα
u dx

=

p∑

α=1

∫

Gα

kαuuxα

∣∣lα
0
dx′ −

p∑

α=1

∫

G

kα
(
uxα

)2
dx,

(4.8)
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( p∑

α=1

(
ηαuxαt

)
xα
, u

)
=

∫

G

p∑

α=1

(
ηαuxαt

)
xα
u dx =

p∑

α=1

∫

Gα

uηαuxαt

∣∣lα
0
dx′

+
1

2

p∑

α=1

∫

G

ηtα
(
uxα

)2
dx− d

dt

p∑

α=1

∫

G

ηα
2

(
uxα

)2
dx.

(4.9)

Далее для оценки слагаемых в правой части применим неравенство Коши с ε

( p∑

α=1

rα(x, t)uxα , u

)
=

∫

G

p∑

α=1

rα(x, t)uxαu dx

6
c2
2

p∑

α=1

∫

G

(
uxα

)2
dx +

c2
2

p∑

α=1

∫

G

u2 dx,

(4.10)

−
( p∑

α=1

qα(x, t)u, u

)
= −

∫

G

p∑

α=1

qα(x, t)u2 dx 6 c2

p∑

α=1

∫

G

u2 dx, (4.11)

(
f(x, t), u

)
=

∫

G

f(x, t)u dx 6
1

2
‖f‖20 +

1

2
‖u‖20, (4.12)

где

Gα =

{
x′ = (x1, x2, . . . , xα−1, xα+1, . . . , xp) : 0 < xk < lk,

k = 1, 2, . . . , α− 1, α + 1, . . . , p

}
, dx′ = dx1dx2 . . . dxα−1dxα+1 . . . dxp.

Подставляя (4.7)–(4.12) в (4.6), получаем неравенство

d

dt
‖u‖20 +

d

dt

p∑

α=1

∫

G

ηα
(
uxα

)2
dx+

p∑

α=1

∫

G

kα
(
uxα

)2
dx

6 2

p∑

α=1

∫

Gα

u
(
kαuxα + ηαuxαt

)∣∣lα
0
dx′

+ 3 c2

p∑

α=1

∫

G

(
uxα

)2
dx+ (3pc2 + 1)‖u‖20 + ‖f‖20.

(4.13)

Первое слагаемое в правой части (4.13), пользуясь теоремой 6.5 [13], краевыми условиями
(4.2), (4.3) и неравенством Коши с ε, оценим так:

p∑

α=1

∫

Gα

u
(
kαuxα + ηαuxαt

)∣∣lα
0
dx′

=

p∑

α=1

∫

Gα

(
Πα(x, t)u(x, t)|xα=lα −Πα(x, t)u(x, t)|xα=0

)
dx′

= −u(x, t)

( lα∫

0

β−α(x, t)u(x, t) dxα
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+

t∫

0

ρ−α(t, τ)u(x1, . . . , xα−1, lα, xα+1, . . . , xp, τ) dτ − µ−α(x, t)

)]∣∣∣∣
xα=0

dx′

6 M1

(
‖u‖20 + ‖ux‖20

)
+M2

t∫

0

(
‖u‖20 + ‖ux‖20

)
dτ +

1

2

p∑

α=1

∫

Gα

µ2
−αdx

′.

(4.14)

Тогда из (4.13), с учетом (4.14), находим

d

dt
‖u‖20 +

d

dt

p∑

α=1

∫

G

ηα
(
uxα

)2
dx+

p∑

α=1

∫

G

kα
(
uxα

)2
dx 6 M3

(
‖u‖20 + ‖ux‖20

)

+M4

t∫

0

(
‖u‖20 + ‖ux‖20

)
dτ +

p∑

α=1

∫

Gα

µ2
−α dx

′ + ‖f‖20.
(4.15)

Проинтегрировав (4.15) по τ от 0 до t, получаем

‖u‖20 + ‖ux‖20 + ‖ux‖22,Qt

6 M5

t∫

0

(
‖u‖20 + ‖ux‖20

)
dτ +M6

t∫

0

τ∫

0

(
‖u‖20 + ‖ux‖20

)
dτ1dτ

+M7

( t∫

0

(
‖f‖20 +

p∑

α=1

∫

Gα

µ2
−αdx

′

)
dτ + ‖u0(x)‖20 + ‖u′0(x)‖20

)
.

(4.16)

Оценим второе слагаемое в правой части (4.16) следующим образом:

t∫

0

τ∫

0

(
‖u‖20 + ‖ux‖20

)
dτ1 dτ 6 T

t∫

0

(
‖u‖20 + ‖ux‖20

)
dτ. (4.17)

С помощью (4.17) из (4.16) находим

‖u‖20 + ‖ux‖20 6 M8

t∫

0

(
‖u‖20 + ‖ux‖20

)
dτ

+M7

( t∫

0

(
‖f‖20 +

p∑

α=1

∫

Gα

µ2
−αdx

′

)
dτ + ‖u0(x)‖20 + ‖u′0(x)‖20

)
.

(4.18)

На основании леммы Гронуолла из (4.18) получаем неравенство

t∫

0

(
‖u‖20 + ‖ux‖20

)
dτ

6 M(t)

( t∫

0

(
‖f‖20 +

p∑

α=1

∫

Gα

µ2
−αdx

′

)
dτ + ‖u0(x)‖20 + ‖u′0(x)‖20

)
.

(4.19)
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Учитывая неравенство (4.17)–(4.19), из (4.16) получаем априорную оценку

‖u‖2W 1
2 (G) + ‖ux‖22,Qt

6 M(t)

( t∫

0

(
‖f‖20 +

p∑

α=1

∫

Gα

µ2
−αdx

′

)
dτ + ‖u0(x)‖2W 1

2 (G)

)
, (4.20)

где M — зависит только от входных данных задачи (4.1)–(4.4).
Из априорной оценки (4.20) следует единственность решения исходной задачи (4.1)–

(4.4), а также непрерывная зависимость решения задачи от входных данных на каждом
временном слое в норме пространства W 1

2 (G).

5. Устойчивость и сходимость разностной схемы

Для решения задачи (4.1)–(4.4) применим метод конечных разностей. В замкнутом
цилиндре Q̄T введем равномерную сетку [14]:

ω̄hτ = ω̄h × ω̄τ =
{

(xi, tj), x ∈ ω̄h, t ∈ ω̄τ
}
,

ω̄h =
p

Π
α=1

ω̄hα, ω̄hα =
{
xiαα = iαhα, iα = 0, 1, . . . , Nα, Nαhα = lα

}
,

ω̄τ =
{
tj = jτ, j = 0, 1, . . . ,m, mτ = T

}
.

На сетке ω̄hτ дифференциальной задаче (4.1)–(4.4) поставим в соответствие разност-
ную схему, порядка аппроксимации O

(
|h|+ τ

)
:

yt = Λ(t)y + δ(t)y + ϕ, (x, t) ∈ ωhτ , (5.1)

a
(+1α)
−α yxα + γ

(+1α)
−α yxαt =

N∑

s̄=0

β−α,s̄ys̄~ +

j∑

s=0

ρ−α,s,jy
(Nα)
α τ̄ − µ−α, xα = 0, (5.2)

−
(
a+αyx̄α + γ+αyx̄αt

)
= 0, xα = lα, (5.3)

y(x, 0) = u0(x), x ∈ ω̄h, (5.4)

где

Λ(t) =

p∑

α=1

Λα(t), δ(t) =

p∑

α=1

δα(t),

Λα(t)y(α) =
(
aαyx̄α

)
xα

+ r+α yxα + r−α yx̄α − dαy, δα(t)y(α) =
(
γαyx̄αt

)
xα
,

yx̄α =
yi − yi−1

hα
, yxα =

yi+1 − yi
hα

, yt =
yj+1 − yj

τ
, y = yj, ŷ = yj+1,

rα = r+α + r−α , |rα| = r+
α − r−α , r+α = 0.5(rα + |rα|) > 0,

r−α = 0.5 (rα − |rα|) 6 0, tj = jτ, tj + τ = (j + 1)τ,

где τ , h — шаги сетки, iα = 1, . . . , Nα,

aα = kα(x−0.5α, tj), γα = ηα(x−0.5α, tj), dα = qα(xi, t), ϕi = f(xi, tj),

x(iα)
α = iαhα, xi =

(
x

(i1)
1 , x

(i2)
2 , . . . , x(iα)

α , . . . , x
(ip)
p

)
,

x−0.5α = x1, . . . , xα−1, xα − 0.5hα, xα+1, . . . , xp, x
(0)
α = 0,

y(0)
α =

(
x1, x2, . . . , x

(0)
α , . . . , xp, τ

)
, y(Nα)

α =
(
x1, x2, . . . , x

(Nα)
α , . . . , xp, τ

)
,

x(Nα)
α = Nαhα = lα.
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Для решения задачи (5.1)–(5.4) получим априорную оценку, воспользовавшись мето-
дом энергетических неравенств. В пространстве функций определим норму следующим
образом:

(u, u) = ‖u‖2, (u, u] = ‖u]|2,

(u, v] =

p∑

α=1

(u, v]α, ‖Yx̄]|2 =

p∑

α=1

‖Yx̄α ]|2.

Умножим тогда разностное уравнение (5.1) скалярно на 2τ ŷ :

2τ(yt, ŷ) = 2τ(Λ(t)ŷ, ŷ) + 2τ(δ(t)y, ŷ) + 2τ(ϕ, ŷ). (5.5)

Преобразуем суммы, входящие в (5.5), с учетом условий (5.2), (5.3) и формулы 2ŷyt =
(y2)t + τ(yt)

2:
2τ(yt, ŷ) = (1, ŷ2)− (1, y2) + τ2(1, y2

t ), (5.6)

(
Λ(t)ŷ, ŷ

)
+
(
δ(t)y, ŷ

)
=

( p∑

α=1

Λα(t)ŷ, ŷ

)
+

( p∑

α=1

δα(t)y, ŷ

)

=

p∑

α=1

(
Λα(t)ŷ, ŷ

)
+

p∑

α=1

(
δα(t̄)y, ŷ

)

=

p∑

α=1

((
(aαŷx̄α)xα , ŷ

)
+
(
(γαyx̄αt)xα , ŷ

)
+
(
r+α ŷxα , ŷ

)
+
(
r−α ŷx̄α, ŷ

)
−
(
dαŷ, ŷ

))
.

(5.7)

Применяя первую разностную формулу Грина в (5.7) и подставляя преобразованные
таким образом выражения в (5.5), с учетом (5.6), получаем

(1, ŷ2)− (1, y2) + τ2(1, y2
t ) + τ

p∑

α=1

(
1, (γαy

2
x̄α

)t

]
α

+ τ2
p∑

α=1

(
γα, (yx̄αt)

2
]
α

= −2τ

p∑

α=1

(
aα, y

2
x̄α

]
α
− τ

p∑

α=1

(
γtα, ŷ

2
x̄α

]
α

+ 2τ

p∑

α=1

(
r+α yxα, y

)
+ 2τ

p∑

α=1

(
r−α yx̄α , y

)

−2τ

p∑

α=1

(
dα, y

2
)
− 2τ

p∑

α=1

y(0)
α

N∑

s̄=0

β−α,s̄y~ + 2τ

p∑

α=1

µ−αy
(0)
α

−2τ

p∑

α=1

y(0)
α

j∑

s=0

ρ−α,s,jy
(Nα),s+1
α τ̄ + 2τ

(
ϕ, y

)
.

(5.8)

Оценим суммы, входящие в (5.8):

p∑

α=1

(
aα, y

2
x̄α

]
α

> c1

p∑

α=1

(
1, y2

x̄α

]
α

= c1
(
1, y2

x̄

]
= c1‖yx̄]|2, (5.9)

τ2
p∑

α=1

(
γα, (yx̄αt)

2
]
α

> τ2c0‖yx̄t]|2, (5.10)

p∑

α=1

(
r+α yxα , y

)
+

p∑

α=1

(
r−α yx̄α, y

)
6 2c2‖yx̄]| ‖y‖ 6 c2

(
‖y‖2 + ‖yx̄]|2

)
, (5.11)
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−
p∑

α=1

(dα, y
2) 6 c2

p∑

α=1

(1, y2) = c2‖y‖2, (5.12)

−
p∑

α=1

y(0)
α

N∑

s̄=0

β−α,s̄ys̄~ 6
1

2

p∑

α=1

[(
y(0)
α

)2
+

( N∑

s̄=0

β−α,s̄ys̄~

)2]
6 M1

(
‖yx̄]|2 + ‖y‖2

)
, (5.13)

p∑

α=1

µ−αy
(0)
α 6

1

2

p∑

α=1

(
µ2
−α +

(
y(0)
α

)2)
6

1

2

(
ε‖yx̄]|2 + c(ε)‖y‖2 +

p∑

α=1

µ2
−α

)
, (5.14)

−
p∑

α=1

y(0)
α

j∑

s=0

ρ−α,s,jy
(Nα),s+1
α τ̄ 6

1

2

p∑

α=1

(( j∑

s=0

ρ−α,s,jy
(Nα),s+1
α τ̄

)2
+
(
y(0)
α

)2
)

6
1

2

(
ε‖yx̄]|2 + c(ε)‖y‖2

)
+M2

j∑

s=0

(
ε‖ys+1

x̄ ]|2 + c(ε)‖ys+1‖2
)
τ̄ ,

(5.15)

(ϕ, y) 6
1

2
‖y‖2 +

1

2
‖ϕ‖2. (5.16)

Учитывая оценки (5.9)–(5.16), после несложных преобразований из (5.8) находим:

‖ŷ‖2 − ‖y‖2 + c0‖ŷx̄]|2 − c0‖yx̄]|2 + τ2‖ŷt]|2 + τ2c0‖ŷx̄ t]|2 + 2τc1‖ŷx̄]|2

6 M3

(
‖ŷ‖2 + ‖ŷx̄]|2

)
τ +M4

j∑

s=0

(
‖ys+1‖2 + ‖ys+1

x̄ ]|2
)
τ̄ τ +M5

(
‖ϕ‖2 +

p∑

α=1

µ2
−α

)
τ.

(5.17)

Просуммируем (5.17) по j ′ от 0 до j :

‖yj+1‖2 + ‖yj+1
x̄ ]|2 +

j∑

j ′=0

(
‖yj ′+1
t ]|2τ + ‖yj ′+1

x̄ t ]|2τ + ‖yj ′+1
x̄ ]|2

)
τ

6 M6

j∑

j ′=0

(
‖yj ′+1‖2 + ‖yj ′+1

x̄ ]|2
)
τ +M7

j∑

j ′=0

j ′∑

s=0

(
‖ys+1‖2 + ‖ys+1

x̄ ]|2
)
τ̄ τ

+M8

( j∑

j ′=0

(
‖ϕj ′‖2 +

p∑

α=1

µ2
−α

)
τ + ‖y0‖2 + ‖y0

x̄]|2
)
.

(5.18)

Оценим второе слагаемое в правой части (5.18)

j∑

j ′=0

j ′∑

s=0

(
‖ys+1‖2 + ‖ys+1

x̄ ]|2
)
τ̄ τ 6 T

j∑

j ′=0

(
‖yj ′+1‖2 + ‖yj ′+1

x̄ ]|2
)
τ. (5.19)
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В силу (5.19) из (5.18) имеем

‖yj+1‖2 + ‖yj+1
x̄ ]|2 +

j∑

j ′=0

(
‖yj ′+1
t ]|2τ + ‖yj ′+1

x̄ t ]|2τ + ‖yj ′+1
x̄ ]|2

)
τ

6 M9

j∑

j ′=0

(
‖yj ′+1‖2 + ‖yj ′+1

x̄ ]|2
)
τ

+M8

( j∑

j ′=0

(
‖ϕj ′‖2 +

p∑

α=1

µj
′ 2
−α

)
τ + ‖y0‖2 + ‖y0

x̄]|2
)

= M9

(
‖yj ′+1‖2 + ‖yj ′+1

x̄ ]|2
)
τ +M9

j∑

j ′=1

(
‖yj ′‖2 + ‖yj ′

x̄ ]|2
)
τ

+M10

( j∑

j ′=0

(
‖ϕj ′‖2 +

p∑

α=1

µj
′ 2
−α

)
τ + ‖y0‖2 + ‖y0

x̄]|2
)
.

(5.20)

Выбирая τ таким образом, что для всех τ 6 τ0, τ0 = 1
2M9

, из (5.20) получим

‖yj+1‖2 + ‖yj+1
x̄ ]|2 6 M11

j∑

j ′=1

(
‖yj ′‖2 + ‖yj ′

x̄ ]|2
)
τ

+M12

( j∑

j ′=0

(
‖ϕj ′‖2 +

p∑

α=1

µj
′ 2
−α

)
τ + ‖y0‖2 + ‖y0

x̄]|2
)
.

(5.21)

Оценивая первое слагаемое в правой части (5.21) с помощью леммы Гронуолла для
сеточной функций [17], из (5.18) с учетом (5.19), (5.20) получим априорную оценку

‖yj+1‖2 + ‖yj+1
x̄ ]|2 +

j∑

j ′=0

(
‖yj ′+1
t ]|2τ + ‖yj ′+1

x̄ t ]|2τ + ‖yj ′+1
x̄ ]|2

)
τ

6 M

( j∑

j ′=0

(
‖ϕj ′‖2 +

p∑

α=1

µj
′ 2
−α

)
τ + ‖y0‖2 + ‖y0

x̄]|2
)
.

(5.22)

Тогда справедлива следующая

Теорема 2. Пусть выполнены условия (4.5). Тогда существует такое τ0, что если
τ 6 τ0, для решения разностной задачи (5.1)–(5.4) справедлива априорная оценка

‖yj+1‖2W 1
2 (G) +

j∑

j ′=0

(
‖yj ′+1
t̄

]|2τ + ‖yj ′+1
x̄t̄

]|2τ + ‖yj ′+1
x̄ ]|2

)
τ

6 M

( j∑

j ′=0

(
‖ϕj ′‖2 +

p∑

α=1

µj
′ 2
−α

)
τ + ‖y0‖2W 1

2 (G)

)
,

где M — положительная постоянная, не зависящая от |h| и τ .
Пусть u(x, t) — решение задачи (4.1)–(4.4), y(xi, tj) = yji — решение разностной задачи

(5.1)–(5.4). Обозначим через zji = yji − uji погрешность. Тогда, подставляя y = z + u
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в (5.1)–(5.4), получим задачу для z:

zt = Λ(t)z + δ(t)z + Ψ, (x, t) ∈ ωhτ , (5.23)

a
(+1α)
−α zxα + γ

(+1α)
−α zxαt =

N∑

s̄=0

β−α,s̄zs̄~ +

j∑

s=0

ρ−α,s,jz
(Nα)
α τ̄ − ν−α, xα = 0, (5.24)

−
(
a+αzx̄α + γ+αzx̄αt

)
= −ν+α, xα = lα, (5.25)

z(x, 0) = 0, x ∈ ω̄h, (5.26)

где Ψ = O
(
|h| + τ

)
, ν−α = O

(
|h| + τ

)
, ν+α = O

(
|h| + τ

)
— погрешности аппроксимации

на решении задачи (4.1)–(4.4).
Применяя априорную оценку (5.24) к решению задачи (5.23)–(5.26), получим оценку

‖zj+1‖2W 1
2 (G) +

j∑

j ′=0

(
‖zj ′+1
t̄ ]|2τ + ‖zj ′+1

x̄t̄ ]|2τ + ‖zj ′+1
x̄ ]|2

)
τ

6 M

j∑

j ′=0

(
‖Ψj ′‖2 +

p∑

α=1

(
νj

′ 2
−α + νj

′ 2
+α

))
τ,

где M — положительная постоянная, не зависящая от |h| и τ .
Из полученной априорной оценки следует сходимость схемы (5.23)–(5.26) со скоро-

стью O(|h| + τ) в сеточной норме W 1
2 (G).

Замечание. Полученные результаты имеют место и в случае, когда уравнение имеет
вид:

ut = (k(x, t)ux)x + (η(x, t)ux)xt + r(x, t)ux − q(x, t)u + f(x, t), 0 < x < l, 0 < t 6 T,

если условия (1.5) дополнить условием η ∈ C3,2(QT ).
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A PRIORI ESTIMATES OF THE SOLUTIONS
OF NONLOCAL BOUNDARY VALUE PROBLEMS

FOR A PSEUDO-PARABOLIC EQUATION

Beshtokov M. H.

In this paper we consider nonlocal boundary value problems for a third order pseudo-parabolic equation
with variable coefficients in the one-dimensional and multidimensional cases. For nonlocal problems a
priori estimates in differential and difference treatment are obtained. These estimates imply uniqueness,
stability and convergence of the solution of the difference problem to the solution of the differential
problem.

Key words: boundary value problem, nonlocal condition, a priori estimate, difference scheme, stability
and convergence of difference schemes, hyperbolic equation of the third order, pseudo-parabolic equation.


