
���������	�	��
��	��
����	�	�������������������������	�	���! #"�$����
%'&�(�)�*,+�- � (�.�* ��/10� 2��� (�*43652%�)87�%�9

:�;=<?>2@�ACBD>	E�@

F�G�H!I,JLKNM�GPO6QPRNKNITSNQPM�QPF�IVU1M�GPOXW�YZMVR[GP\]G^S[GPU_GP`NQ
SNMVK?GPW6U1IV`NQPRNKNKaO6bcSZYZ`ZJ!GP\]GdYZ\eJLQ

fgB,hiBVjlk�m�n	o]p#o]qrk�s,fgB,t�B�uip#v'w]x�key�s,zaB�ucB4z{w]|]w]q

}=~����������C�8�������������1�2�������_�8��~��8�����������8���2���������4�8�������2�����8�����,�������8�����4�������8���������,�8���������������������8�����]�V������8���[�����������������[���r�������8�����_�����8�����������������]~��8���������	�L���������V�����8 ��	�[ ����8 ��]��~� P��~��8�����8 L�8�����8���2�����8����������8�����8 1�8���������V�6���������8���=�P���8¡����8�=������¢4�����

£_¤	¥�¦'§�¨8©6§«ª�¤	¬8¨8­#®����������r¯L�8�����8���2�������r¯L�8�������#���8����~����� P°8���8�����8�������������� ��������������2�������L�����8������������±~����8�#�����8~��8�1²����������
RL³8´�µ�¶�·'¸¹³�·»ºe³8¼�¶8µ8³�·'½8¾2·	¿�µ�´�·»À	º2¶�Áe¶�¾2Â!¿�Ã	Ä2¿�Å?Ä2´�´�¾e¿�Áe¶8½#³�Ã	Ä	·»º2¿�Æ«¿�Ã	Ä	·»À'¾�³�Ã2¶8½�Ç6ÈÊÉ�³�Á�³�Ë

Ì Ä'Á2ºe³�½8¾2Ä	Í	ÄgÀ2¶N¶8À	º2¿�Áe¿�¾e¿�Ã	Ä	ÎX¶�´�Ã2¶8½�Ã	Ç6È=Àe³�ºe³8Å,¿�µ�º2¶8½LÁ2½�Ï#È	Å,¿�º	Ã	Ç6È=¼8Ï�º	Ã	Ç6È«À2¶8µ�¶8Í�¶8½2ÐVOÑ¶8µ�¾2Ä'ÒË	Ä2¿«¶8µlÓNÄ	É�Ä	Ë2¿�´�Í�¶8Ô�À'¾e¶�´�Í�¶�´�µ�Ä�µ�¿�Ë2¿�Ã	Ä	·rÕC½ÖÍ�¶8µ�¶8º2¶8Ô×¼�³�É�¶8½#³�·i´�Ä2´�µ�¿�ÅV³gÏ�ºe³�½�Ã2¿�Ã	Ä	ÔiÁ2½�Ä	Â!¿�Ã	Ä	·
´�Ï�¸«¿�´�µ�½�¿�Ã	Ã2¶«Ã2¿�¾2Ä	Ã2¿�Ô	Ãe³�·lÄgÁ	¾2·gÍ�¶8µ�¶8º2¶8ÔØ½«Ãe³8´�µ�¶�·'¸«¿�¿Z½�º2¿�Å4·Ø³�Ãe³�¾2Ä	µ�Ä	Ë2¿�´�Í	Ä2¿Nº2¿�Æ«¿�Ã	Ä	·ÖÀ'¾�³�ÒÃ2¶8½�Ç6È�É�³�Á�³�Ë×Ã2¿«Ä	É�½�¿�´�µ�Ã	ÇLÕ�½lÀ'¾e¶�´�Í�¶�´�µ�Ä Ì ¶�Áe¶ Ì ºe³8Ó[³l´�Í�¶8º2¶�´�µ�ÄÙÀ2¶�¾2Ï�Ë2¿�Ãe³g¾2Ä	Ã2¿�Ô	Ãe³�·×´�Ä2´�µ�¿�ÅV³Ï�ºe³�½�Ã2¿�Ã	Ä	Ô�ÕrÃe³g¶�´�Ã2¶8½�¿!Í�¶8µ�¶8º2¶8Ô×´�µ�º2¶8Ä	µ�´�·iÆ!Ä	º2¶8Í	Ä	Ô�Í'¾�³8´�´!º2¿�Æ«¿�Ã	Ä	Ô�Á2½�Ï#È	Å,¿�º	Ã	Ç6È�À'¾�³�Ã2¶8½�Ç6È
É�³�Á�³�Ë�Ð

Ú ³�Á�³�Ëe³Ñ¶�¼8µ�¿�Í'³�Ã	Ä	·Û¼8Ï�º	Ã	Ç�Å?ºe³�½�Ã2¶�Å,¿�º	Ã	Ç�ÅÜÀ2¶8µ�¶8Í�¶�ÅÜ½�Ç1À	Ï�Í'¾e¶ Ì ¶cµ�Ï�À2¶ Ì ¶ÙÏ Ì ¾�³Ùºe³8´�´�ÅV³�µ8Òº	Ä	½#³�¾�³8´�ÝÙ½»Þàß�á�Ã2¿�À2¶�´�º2¿�Áe´�µ�½�¿�Ã	Ã2¶Ù½�ÓNÄ	É�Ä	Ë2¿�´�Í�¶8ÔâÀ'¾e¶�´�Í�¶�´�µ�Äâµ�¿�Ë2¿�Ã	Ä	·ÊÀ2¶8µ�¶8Í'³'ÐcH[½�Ï#È	Å,¿�º	Ãe³�·
À'¾�³�Ã2¶8½#³�·lÉ�³�Á�³�Ëe³¹¶�¼¹¶�¼8µ�¿�Í'³�Ã	Ä	Äã½�Ç1À	Ï�Í'¾e¶ Ì ¶«Ï Ì ¾�³!º2¿�Æ¹³�¾�³8´�Ý=½ØÞàß�á�³�Ãe³�¾2Ä	µ�Ä	Ë2¿�´�Í	Äã½¹À	º2¿�Á2À2¶�¾e¶�ÒÂ!¿�Ã	Ä	Ä�Õ]Ë	µ�¶lÀ2¶�´�¾e¿ä¶�¼8µ�¿�Í'³�Ã	Ä	·ÙÀ2¶8µ�¶8Í�¶�Ååµ�Ï�À2¶ Ì ¶lÏ Ì ¾�³l½8Áe¶�¾2Ý Ì ºe³�Ã	Ä	æ	Çaµ�¿�Ë2¿�Ã	Ä	·×À2¶8µ�¶8ÍÙµ8³�Í	Â!¿
·'½8¾2·	¿�µ�´�·Øºe³�½�Ã2¶�Å,¿�º	Ã	Ç�Å1Ð

HL¾2·�ºe³�É�½�Ä	µ�Ä	·�Å,¿�µ�¶�Á�³gºe³8´�Ë2¿�µ8³ÖÀe³�ºe³8Å,¿�µ�º2¶8½Ø¼8Ï�º	Ã2¶ Ì ¶ÖÀ2¶8µ�¶8Í'³Ö´!À	º	Ä2Å,¿�Ã2¿�Ã	Ä2¿�ÅTÀ'¾e¶�´�Í�¶�´�µ�Ä
Ì ¶�Áe¶ Ì ºe³8Ó[³¹´�Í�¶8º2¶�´�µ�ÄØ½«ºe³8¼�¶8µ�¿=Þ ç�árè�µ�Ä2ÅÊÅ,¿�µ�¶�Áe¶�Å»¼8Ç6¾�³!º2¿�Æ«¿�Ãe³!É�³�Á�³�Ëe³¹¶!ºe³�Á2Äe³�¾2Ý�Ã2¶�Å»ºe³8´�µ�¿�ÒÍ'³�Ã	Ä	Ä�¼8Ï�º	Ã2¶ Ì ¶=À2¶8µ�¶8Í'³=´NÀ2¶�´�¾e¿�Á2Ï�ÎP¸!Ä2Å»À2¿�º2¿�È#¶�Áe¶�Å»½äÓNÄ	É�Ä	Ë2¿�´�Í	Ï�ÎdÀ'¾e¶�´�Í�¶�´�µ�Ý2Ð6U]³�Í	Â!¿!¼8Ç6¾�³À	º2¿�Á	¾e¶�Â!¿�Ãe³ÖÅ,¿�µ�¶�Á2Ä	Í'³äº2¿�Æ«¿�Ã	Ä	·ãº#·�Á�³=É�³�Á�³�Ë�À2¶=À'¾�³�Ã2¶8½�¶�Å4ÏØºe³8´�µ�¿�Í'³�Ã	Ä	Î?¼8Ï�º	Ã	Ç6ÈØÀ2¶8µ�¶8Í�¶8½gÄ
¼8Ç6¾�³¹¶�¼�¶�´�Ã2¶8½#³�Ãe³¹À	ºe³�½�¶�Å,¿�º	Ã2¶�´�µ�ÝgÄ2´�À2¶�¾2Ý�É�¶8½#³�Ã	Ä	·ãÀ'¾e¶�´�Í�¶�´�µ�Ä Ì ¶�Áe¶ Ì ºe³8Ó[³=´�Í�¶8º2¶�´�µ�Ä�ÐéN¿�¾2Ý�ÎÛÃe³8´�µ�¶�·'¸«¿�Ôgºe³8¼�¶8µ�Çâµ8³�Í	Â!¿_·'½8¾2·	¿�µ�´�·äÀ	º	Ä2Å,¿�Ã2¿�Ã	Ä2¿_À'¾e¶�´�Í�¶�´�µ�Ä Ì ¶�Áe¶ Ì ºe³8Ó[³[´�Í�¶8º2¶�´�µ�ÄÁ	¾2·l¶8À	º2¿�Áe¿�¾e¿�Ã	Ä	·lÀe³�ºe³8Å,¿�µ�º2¶8½ä¼8Ï�º	Ã2¶ Ì ¶«À2¶8µ�¶8Í'³«À	º	ÄØ¶�¼8µ�¿�Í'³�Ã	Ä	ÄØ½�Ç1À	Ï�Í'¾e¶ Ì ¶¹Ï Ì ¾�³!Äl´�¶8À2¶�´�µ8³�½8Ò¾e¿�Ã	Ä2¿NÀ2¶�¾2Ï�Ë2¿�Ã	Ã	Ç6ÈØº2¿�É�Ï�¾2Ý�µ8³�µ�¶8½äºe³8´�Ë2¿�µ8³=´Nº2¿�É�Ï�¾2Ý�µ8³�µ8³8Å4Ä�½ãÞàß�á�Ð

SZÏ�´�µ�Ý«¼8Ï�º	Ã	Ç1Ôgºe³�½�Ã2¶�Å,¿�º	Ã	Ç1ÔÖÀ2¶8µ�¶8ÍäÁ2½�Ä	Â!¿�µ�´�·g½8Áe¶�¾2Ý!À	º#·	Å,¶8Ôl´�µ�¿�Ã	Í	Ä
BA

½[µ�¶8Ë	Í�¿
A Ì ºe³�ÒÃ	Ä	æe³¹À'¾�³�Ãe³«µ�¿�Ë2¿�Ã	Ä	·Øµ�¿�º	À	Ä	µäÄ	É�¾e¶�Å1Õ2½=è�µ�¶8ÔØµ�¶8Ë	Í�¿[´�µ�¿�Ã	Í'³=ºe³�É�½�¿�º	Ã	Ï�µ8³¹Ãe³«Ï Ì ¶�¾ −ε0 ê º	Ä2´�Ð�ß�ë�ÐSZÏ�´�µ�Ý«À2¶8µ�¶8Í�Õ	¶ Ì Ä2¼�³�·gÏ Ì ¾e¶8½�Ï�ÎXµ�¶8Ë	Í	Ï A Õ#Á2½�Ä	Â!¿�µ�´�·Ö½8Áe¶�¾2Ý¹´�µ�¿�Ã	Í	Ä AC Õ�Í�¶8µ�¶8ºe³�·gµ8³�Í	Â!¿Z·'½8¾2·�Ò¿�µ�´�·lÀ	º#·	Å,¶8Ô�Ð
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�	�8~�� ï ���]���8�������������8�,�8����~�����¯P°8���8�����8�����������8��¯_���������Ø�1��������~����8��~����_���r�������8���������������
� Ë	Ä	µ8³8¿�ÅÑÁe¶�´�µ�¶8½�¿�º	Ã	Ç�ÅÊÏ�´�¾e¶8½�Ä2¿�Å1Õ	Ë	µ�¶«´�µ�¿�Ã	Í'³

AC
·'½8¾2·	¿�µ�´�·g¾2Ä	Ã	Ä2¿�Ôlµ�¶8Í'³!ÄÖÀ2¶8µ�¶8ÍÖ½8Áe¶�¾2Ý

´�µ�¿�Ã	Í	Ä
AC

·'½8¾2·	¿�µ�´�·lºe³�½�Ã2¶�Å,¿�º	Ã	Ç�Å1Ð
`L³�ÍØÀ2¶8Í'³�É�³�Ã2¶ä½ãÞàß�á�Õ Ì ºe³�Ã	Ä	æ2¿�Ô�Å,¿�Â«Á2Ïlºe³�½�Ã2¶�Å,¿�º	Ã	Ç�ÅâÄØÃ2¿�ºe³�½�Ã2¶�Å,¿�º	Ã	Ç�ÅâÀ2¶8µ�¶8Í�¶�Åâ½�´�¿ Ì Á�³´�¾2Ï�Â¹Ä	µiÀ	º#·	Å,¶�¾2Ä	Ã2¿�Ô	Ãe³�·ÊÈ�³�ºe³�Í	µ�¿�º	Ä2´�µ�Ä	Í'³'Õ�µ�¶ Ì Á�³�ÍÊ¶�¼�¾�³8´�µ�ÄÊºe³�½�Ã2¶�Å,¿�º	Ã2¶ Ì ¶�µ�¿�Ë2¿�Ã	Ä	·rÕVÍ�¶8µ�¶�Òº2¶8Ô»½�À'¾e¶�´�Í�¶�´�µ�Ä Ì ¶�Áe¶ Ì ºe³8Ó[³×´�¶�¶8µ�½�¿�µ�´�µ�½�Ï�¿�µc¶�Á2Ãe³�µ�¶8Ë	Í'³'Õ�À	º	Ä2Å4Ç1Í'³8¿�µcÀ	º2¶�´�µ8³�·Ê½�¶�¾2Ãe³'Õ�µ�ÐV¿�ÐÀ	º2¶�´�µ�Ç�¿!½�¶�¾2Ã	Ç^´�¾2Ï�Â«³�µlÀ2¿�º2¿�È#¶�Á2Ã2¶8Ô×ÓL¶8º2Å,¶8Ô�¶8µgºe³�½�Ã2¶�Å,¿�º	Ã2¶ Ì ¶ÖÀ2¶8µ�¶8Í'³gÍ�Ã2¿�ºe³�½�Ã2¶�Å,¿�º	Ã2¶�Å4Ï�ÐU]³�Í	Ä2Å»¶�¼8ºe³�É�¶�Å1Õ'Á2½#³!ºe³�½�Ã2¶�Å,¿�º	Ã	Ç6ÈlÀ2¶8µ�¶8Í'³«ºe³�É�Áe¿�¾e¿�Ã	ÇXÀ	º2¶�´�µ�¶8ÔØ½�¶�¾2Ã2¶8Ô�Ð�G_À	º2¿�Áe¿�¾2Ä2Å Ì ºe³�Ã	Ä'Òæ	ÇXè�µ�Ä'ÈÖÀ2¶8µ�¶8Í�¶8½2Ð1GP¼�¶8É�Ãe³�Ë	Ä2ÅâË	Ä2´�¾�³
	[º	Ï�Á�³!Á	¾2·ÖÍ'³�Â«Áe¶ Ì ¶äÄ	ÉNºe³�½�Ã2¶�Å,¿�º	Ã	Ç6ÈãÀ2¶8µ�¶8Í�¶8½ I Ä II´�¶�¶8µ�½�¿�µ�´�µ�½�¿�Ã	Ã2¶

F1
Ä
F2
ÕeÀ	Ï�´�µ�ÝgÀ	º	Ä�è�µ�¶�Å

F2 > F1
Ð � ¶ Ì ¾�³8´�Ã2¶iÞàß�á�Õ Ì ºe³�Ã	Ä	æe³8Å4Äiè�µ�Ä'ÈØÀ2¶8µ�¶8Í�¶8½·'½8¾2·'ÎPµ�´�·cÀ	º#·	Å4Ç�¿

AM
Ä
AN

Õ,Í�¶8µ�¶8º	Ç�¿Ö·'½8¾2·'ÎPµ�´�·cÈ�³�ºe³�Í	µ�¿�º	Ä2´�µ�Ä	Í'³8Å4ÄâÀ2¿�º	½�¶ Ì ¶�´�¿�Å,¿�Ô2´�µ�½#³´N´�¶�¶8µ�½�¿�µ�´�µ�½�Ï�ÎP¸!Ä2Å4Äã½�¶�¾2Ã2¶8½�Ç�Å4ÄãÏ Ì ¾�³8Å4Ä ê º	Ä2´�Ð�ß�ë��

α1 = arcsin
1√
F1
, α2 = arcsin

1√
F2
. (1)

O�Áe¶�¾2Ý�È�³�ºe³�Í	µ�¿�º	Ä2´�µ�Ä	Í	Ä«½�µ�¶8º2¶ Ì ¶P´�¿�Å,¿�Ô2´�µ�½#³'Õ�À2¿�º2¿�´�¿�Í'³�ÎP¸«¿�Ô!È�³�ºe³�Í	µ�¿�º	Ä2´�µ�Ä	Í	Ä�Õ�½�Ç6È#¶�Á2·'¸!Ä2¿Ä	ÉNµ�¶8Ë	Í	Ä
A
Õ	¼8Ï�Áe¿�µ=½�Ç1À2¶�¾2Ã2¿�Ã2¶=Ï�´�¾e¶8½�Ä2¿=Þàß�á

ε−
(
√
3 arctg

√
F − 1

3
+ arcsin

1√
F

)
= −2η, (2)

Ä'¾2ÄØ½¹½�Ä'Áe¿�Õ	À	º2¿�Á	¾e¶�Â!¿�Ã	Ã2¶�Å ½ØÞ 
�á

ε−
(
√
3 arctg

√
3τ − 1

3(1− τ)
+ arcsin

√
1− τ

2τ

)
= −2η, (3)

Ì Áe¿ τ = F
F+2

Õ
τ = V 2

2gH1 �
Í	½#³�Á2ºe³�µl´�Í�¶8º2¶�´�µ�Ã2¶ Ì ¶lÍ�¶8è�ÓLÓNÄ	æ	Ä2¿�Ã	µ8³äÀ2¶8µ�¶8Í'³�� ε � Ï Ì ¶�¾�ÕC¶8À	º2¿�Áe¿�Ò¾2·'ÎP¸!Ä	ÔäÃe³�À	ºe³�½8¾e¿�Ã	Ä2¿P½�¿�Í	µ�¶8ºe³[´�Í�¶8º2¶�´�µ�¿�ÔÖËe³8´�µ�Ä	ægÀ2¶8µ�¶8Í'³��

H1 �
À2¶�´�µ�¶�·'Ã	Ãe³�·rÕ'¶8À	º2¿�Áe¿�¾2·	¿�ÅV³�·

Ä	ÉZÓL¶8º2Å4Ï�¾2ÇTW6¿�º	Ã	Ï�¾	¾2Ä
H1 =

V 2
1
2g +h1

À2¶!Àe³�ºe³8Å,¿�µ�ºe³8Å
V1
Õ
h1
Á	¾2·äÀ2¶8µ�¶8Í'³

I
�
η �

À2¶�´�µ�¶�·'Ã	Ãe³�·
½�¿�¾2Ä	Ë	Ä	Ãe³¹½8Áe¶�¾2Ý¹È�³�ºe³�Í	µ�¿�º	Ä2´�µ�Ä	Í	Ä�Ð

U]³�ÍØÍ'³�Íã½¹À2¶8µ�¶8Í�¿
I
½�Ç1À2¶�¾2Ã	·	¿�µ�´�·

ε = 0
Õ
F = F1

Õ'µ�¶

η =
1

2

(
√
3 arctg

√
F − 1

3
+ arcsin

1√
F

)
. (4)
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SN¶�´�Í�¶�¾2Ý�Í	ÏäÏ Ì ¶�¾ ε ½[É�³�Á�³�Ë2¿P¶�¼8µ�¿�Í'³�Ã	Ä	·g½�Ç1À	Ï�Í'¾e¶ Ì ¶[Ï Ì ¾�³NÄ	É�Å,¿�Ã	·	¿�µ�´�·Ö¶8µ[Ã	Ï�¾2·«Áe¶ ε = −ε0

Õ
µ�Ð2¿�Ð,½�´�¿ Ì Á�³¹¶8µ�º	Ä	æe³�µ�¿�¾e¿�Ã�Õeµ�¶«Ï�ºe³�½�Ã2¿�Ã	Ä2¿ ê ç�ë6´ZÏ�Ë2¿�µ�¶�Å ê
� ë�À	º	Ä2Å,¿�µä½�Ä'Á �

ε∗ =

(
√
3 arctg

√
F − 1

3
+ arcsin

1√
F

)
−
(
√
3 arctg

√
F1 − 1

3
+ arcsin

1√
F1

)
, (5)

Ì Áe¿ ε∗ = |ε| ÐFi³�Í�´�Ä2ÅV³�¾2Ý�Ã	Ç1Ô�Ï Ì ¶�¾ØÀ2¶8½�¶8º2¶8µ8³¹À	º	Äã¼�¿�É�¶8µ�º	Ç1½�Ã2¶�Åâ¶�¼8µ�¿�Í'³�Ã	Ä	Ä�´�µ�¿�Ã	Í	Äã´ZÄ	É�¾e¶�Å,¶�Å»À	º	ÄlÉ�³�ÒÁ�³�Ã	Ã2¶8ÔãÍ	Ä	Ã2¿�µ�Ä	Ë	Ã2¶�´�µ�Ä
F1
À2¿�º	½�¶ Ì ¶=À2¶8µ�¶8Í'³=¶8À	º2¿�Áe¿�¾2·	¿�µ�´�·ØÄ	ÉLÏ�´�¾e¶8½�Ä	· F2 = ∞ Õ

h2 = 0
Õ

ε∗max =
√
3
π

2
−
(
√
3 arctg

√
F1 − 1

3
+ arcsin

1√
F1

)
. (6)

SZº2¿�Áe¿�¾2Ý�Ã	Ç1ÔØÏ Ì ¶�¾lÀ2¶8½�¶8º2¶8µ8³«¼8Ï�º	Ã2¶ Ì ¶«À2¶8µ�¶8Í'³[Áe¶�´�µ�Ä Ì ³8¿�µ�´�·l½ ê�� ë�Õ'¿�´�¾2ÄÖÀ2¶�¾e¶�Â¹Ä	µ�Ý=À2¶8µ�¶8Í IÍ	º	Ä	µ�Ä	Ë2¿�´�Í	Ä2Å1Õeµ�Ð2¿�Ð
F1 = 1

ÐVO µ8³�Í�¶�Åâ´�¾2Ï�Ëe³8¿

ε∗max =
(√

3− 1
) π
2
≈ 1, 15 rad ≈ 65, 88◦. (7)

� µ�ÄØºe³8´�Ë2¿�µ�Ç{´�¶ Ì ¾�³8´�Ï�ÎPµ�´�·ã´Zº2¿�É�Ï�¾2Ý�µ8³�µ8³8Å4Äi½ØÞàß�á�ÐKZÉ ê ��ë[µ8³�Í	Â!¿ã´�¾e¿�Á2Ï�¿�µ�Õ�Ë	µ�¶�Á	¾2·Ê¼�¿�É�¶8µ�º	Ç1½�Ã2¶ Ì ¶Ù¶�¼8µ�¿�Í'³�Ã	Ä	·»À2¶8µ�¶8Í�¶�Å^½�Ç1À	Ï�Í'¾e¶ Ì ¶�µ�Ï�À2¶ Ì ¶Ï Ì ¾�³!Áe¶�¾2Â¹Ã2¶=½�Ç1À2¶�¾2Ã	·'µ�Ý�´�·ØÏ�´�¾e¶8½�Ä2¿��

ε0 = f(F2)− f(F1), (8)

Ì Áe¿ f(F ) = √
3 arctg

√
F−1
3 + arcsin 1√

F
.Ú Ãe³�·rÕ�Ë	µ�¶[½[æ2¿�Ã	µ�º	Ä	º2¶8½#³�Ã	Ã2¶8ÔØ½�¶�¾2Ã2¿_Àe³�ºe³8Å,¿�µ�º	ÇTÀ2¶8µ�¶8Í'³!´�½�·'É�³�Ã	ÇTÏ�´�¾e¶8½�Ä2¿�Å ê ç�ëV´�Ä2´�À2¶�¾2Ý8ÒÉ�¶8½#³�Ã	Ä2¿�Å ê
� ë�Õ6Å,¶�Â¹Ã2¶×É�³�Á�³�½#³�µ�Ý F ∈ [F1;F2]

Õ�¶8À	º2¿�Áe¿�¾2·'·â´�¶�¶8µ�½�¿�µ�´�µ�½�Ï�ÎP¸!Ä	ÔâÏ Ì ¶�¾ ε ½8Áe¶�¾2ÝÈ�³�ºe³�Í	µ�¿�º	Ä2´�µ�Ä	Í	Ä�À2¿�º	½�¶ Ì ¶ä´�¿�Å,¿�Ô2´�µ�½#³'Õ2µ�Ð2¿�Ð4Ãe³«À	º2¶8Ä	É�½�¶�¾2Ý�Ã2¶8ÔãÀ	º#·	Å,¶8Ô AM∗ ê º	Ä2´�Ð�ß�ë�ÐY Ì ¶�¾ θ Á	¾2·×È�³�ºe³�Í	µ�¿�º	Ä2´�µ�Ä	Í	Ä»À2¿�º	½�¶ Ì ¶i´�¿�Å,¿�Ô2´�µ�½#³'ÕV¶8µ�´�Ë	Ä	µ�Ç1½#³8¿�Å4Ç1Ôâ¶8µi¶�´�Ä OY ê º	Ä2´�Ð�ß�ë¶8À	º2¿�Áe¿�¾2·	¿�µ�´�·ãÀ2¶¹ÓL¶8º2Å4Ï�¾e¿
θ =

π

2
− α+ ε∗. (9)

G_À	º2¿�Áe¿�¾2Ä	½
θ
Ä
F
Õ	Å,¶�Â¹Ã2¶ä¶8À	º2¿�Áe¿�¾2Ä	µ�ÝäÄØÀe³�ºe³8Å,¿�µ�º	ÇåÀ2¶8µ�¶8Í'³¹½8Áe¶�¾2Ý=À	º#·	Å,¶8Ô

θ = const
�

h = H1(1− τ), V = τ 1/2
√

2gH1, (10)

Ì Áe¿ h1 Õ V1 � Ì ¾2Ï'¼8Ä	Ãe³¹ÄØ´�Í�¶8º2¶�´�µ�Ýäºe³�½�Ã2¶�Å,¿�º	Ã2¶ Ì ¶äÀ2¶8µ�¶8Í'³ I ÐU]³�Í	Ä2Åå¶�¼8ºe³�É�¶�Å1Õ�Àe³�ºe³8Å,¿�µ�º	ÇaÀ2¶8µ�¶8Í'³Ö½læ2¿�Ã	µ�º	Ä	º2¶8½#³�Ã	Ã2¶8Ôc½�¶�¾2Ã2¿«À2¶�¾2Ã2¶�´�µ�Ý�Î ¶8À	º2¿�Áe¿�¾e¿�Ã	ÇLÐ
HL¾2·ØÀ2¶�´�µ�º2¶�¿�Ã	Ä	·ã¾2Ä	Ã	Ä	Ôãµ�¶8Í'³=½äæ2¿�Ã	µ�º	Ä	º2¶8½#³�Ã	Ã2¶8Ôi½�¶�¾2Ã2¿[½�Ç1·'½�Ä2Å ¶�´�Ã2¶8½�Ã	Ç�¿!´�½�¶8Ô2´�µ�½#³=À2¶8µ�¶8Í'³
½[è�µ�¶8Ôg¶�¼�¾�³8´�µ�Ägµ�¿�Ë2¿�Ã	Ä	·rÐVSN¶�´�Í�¶�¾2Ý�Í	Ï¹Á2½#³Nºe³�½�Ã2¶�Å,¿�º	Ã	Ç6ÈgÀ2¶8µ�¶8Í'³[´�¶�¿�Á2Ä	Ã2¿�Ã	Ç À	º2¶�´�µ�¶8Ôgæ2¿�Ã	µ�º	Ä'Ò
º2¶8½#³�Ã	Ã2¶8Ô×½�¶�¾2Ã2¶8Ô�Õrµ�¶g½gÁ�³�Ã	Ã2¶8Ô�½�¶�¾2Ã2¿!È�³�ºe³�Í	µ�¿�º	Ä2´�µ�Ä	Í	Ä×À2¿�º	½�¶ Ì ¶l´�¿�Å,¿�Ô2´�µ�½#³

�
À	º#·	Å4Ç�¿�Õ�¶8Ã	Ä

À	º2¶�È#¶�Á2·'µÖË2¿�º2¿�É!Ãe³�Ëe³�¾e¶äÍ�¶�¶8º�Á2Ä	Ãe³�µlÄãÄ2Å,¿�ÎPµäÏ�ºe³�½�Ã2¿�Ã	Ä	·
θ = const

Õ2À	º	Äãè�µ�¶�Å»½8Áe¶�¾2ÝgÀ	º#·	Å,¶�Ò¾2Ä	Ã2¿�Ô	Ã2¶8ÔgÈ�³�ºe³�Í	µ�¿�º	Ä2´�µ�Ä	Í	ÄlÀe³�ºe³8Å,¿�µ�º	ÇTÀ2¶8µ�¶8Í'³[À2¶�´�µ�¶�·'Ã	Ã	ÇLÕ	´�¾e¿�Áe¶8½#³�µ�¿�¾2Ý�Ã2¶	Õ'½[Í'³�Â«Áe¶8ÔÖµ�¶8Ë	Í�¿
È�³�ºe³�Í	µ�¿�º	Ä2´�µ�Ä	Í	Ä�½�Ç1À2¶�¾2Ã	·	¿�µ�´�·

∂ur
∂r

= 0,
∂uθ
∂r

= 0,
∂h

∂r
= 0. (11)
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� ¶ Ì ¾�³8´�Ã2¶äÞàß�áe´�Ä2´�µ�¿�ÅV³ZÏ�ºe³�½�Ã2¿�Ã	Ä	Ô¹Á2½�Ä	Â!¿�Ã	Ä	·¹À'¾�³�Ã2¶8½�¶ Ì ¶NÀ2¶8µ�¶8Í'³N½ZÀ2¶�¾2·'º	Ã	Ç6È¹Í�¶�¶8º�Á2Ä	Ãe³�µ8³�È´�¶8½�Å,¿�´�µ�Ã2¶ä´ZÏ�ºe³�½�Ã2¿�Ã	Ä2¿�Å»Ã2¿�ºe³�É�º	Ç1½�Ã2¶�´�µ�Ä�Ä2Å,¿�¿�µ=½�Ä'Á �





ur
∂ur
∂r + uθ

r
∂ur
∂θ − u2θ

r = −g sinµ cos θ − g cosµ ∂(z0+h)∂r − Tr;

ur
∂uθ
∂r + uθ

r
∂uθ
∂θ + uruθ

r = −g sinµ sin θ − g cosµ ∂(z0+h)∂(θ) − Tθ;

∂
∂r (rurh) +

∂
∂θ (uθh) = 0,

(12)

Ì Áe¿ r Õ θ �
À2¶�¾2·'º	Ã	Ç�¿�ºe³�Á2Ä	Ï�´�Ä Ï Ì ¶�¾TÂ¹Ä'Á2Í�¶8ÔÛËe³8´�µ�Ä	æ	Ç À2¶8µ�¶8Í'³��

ur
Õ
uθ �

ºe³�Á2Äe³�¾2Ý�Ãe³�· Ä
µ�ºe³�Ã2´�½�¿�º2´�³�¾2Ý�Ãe³�·iÀ	º2¶�¿�Í	æ	Ä	Äi½�¿�Í	µ�¶8ºe³g´�Í�¶8º2¶�´�µ�Ä �

z0 �
¶8µ�Å,¿�µ�Í'³=Á2Ãe³=º	Ï�´�¾�³��

µ �
À	º2¶�Áe¶�¾2Ý�Ã	Ç1Ô

Ï�Í'¾e¶8ÃØº	Ï�´�¾�³��
g �

Ï�´�Í�¶8º2¿�Ã	Ä2¿[´�Ä'¾2ÇXµ�·'Â!¿�´�µ�Ä�Ð
O ºe³8´�´�ÅV³�µ�º	Ä	½#³8¿�Å,¶8Ô�É�³�Á�³�Ë2¿LÄ2Å,¿�¿�Å

Tr = Tθ = 0, z0 = const, µ = 0. (13)

OT´�Ä'¾2ÏÖÏ�´�¾e¶8½�Ä	Ô ê ß�ß�ë�Ä ê ß�
�ë6´�Ä2´�µ�¿�ÅV³ ê ß�ç�ë�Ï�À	º2¶8¸¹³8¿�µ�´�· �




∂ur
∂θ = uθ;

uθ
(
∂uθ
∂θ + ur

)
= −g ∂h∂θ ;

urh+ uθ
∂h
∂θ + h∂uθ∂θ = 0.

(14)

U6º2¿�µ�Ý�¿lÏ�ºe³�½�Ã2¿�Ã	Ä2¿ã´�Ä2´�µ�¿�Å4Ç ê ß � ë!½�Ç1ºe³�Â«³8¿�µÙ½�À2¶�¾2·'º	Ã	Ç6ÈÊÍ�¶�¶8º�Á2Ä	Ãe³�µ8³�È Ï�´�¾e¶8½�Ä2¿lÃ2¿�ºe³�É�Òº	Ç1½�Ã2¶�´�µ�ÄØÁ2½�Ä	Â!¿�Ã	Ä	·ØÀ2¶8µ�¶8Í'³
Ω = 0

Õ'À	º	ÄØè�µ�¶�Å»´�À	ºe³�½�¿�Á	¾2Ä	½äÄ	Ã	µ�¿ Ì ºe³�¾iW6¿�º	Ã	Ï�¾	¾2Ä

H1 =
u2r + u2θ

2g
+ h. (15)

KZÉL½�µ�¶8º2¶ Ì ¶¹Älµ�º2¿�µ�Ý�¿ Ì ¶=Ï�ºe³�½�Ã2¿�Ã	Ä	Ô�´�Ä2´�µ�¿�Å4Ç ê ß � ë�Õ	Í'³�ÍØÀ2¶8Í'³�É�³�Ã2¶ä½ØÞàß�á�Õ2´�¾e¿�Á2Ï�¿�µ �
uθ =

√
gh. (16)

YPºe³�½�Ã2¿�Ã	Ä2¿N¾2Ä	Ã	Ä	ÄØµ�¶8Í'³«½=À2¶�¾2·'º	Ã	Ç6ÈlÍ�¶�¶8º�Á2Ä	Ãe³�µ8³�ÈãÄ2Å,¿�¿�µ=½�Ä'ÁcÞ � á �
dr

ur
=
rdθ

uθ
. (17)

M4³�Á2Äe³�¾2Ý�Ã	Ï�Î^Älµ�ºe³�Ã2´�½�¿�º2´�³�¾2Ý�Ã	Ï�Î Í�¶�¶8º�Á2Ä	Ãe³�µ�Ç{½�¿�Í	µ�¶8ºe³¹´�Í�¶8º2¶�´�µ�Ä�½�Ç1ºe³�É�Ä2ÅÊË2¿�º2¿�É
τ
�

h = H1(1− τ), uθ =
√
gH1(1− τ),

ur =
√
gH1(3τ − 1), V = τ 1/2

√
2gH1. (18)SN¿�º2¿�À	Ä	Æ«¿�Å»Ï�ºe³�½�Ã2¿�Ã	Ä2¿ ê ß���ë�½¹½�Ä'Áe¿

dr

r
=
urdθ

uθ
=

√
3τ − 1

1− τ
dθ. (19)

KZÉLÏ�ºe³�½�Ã2¿�Ã	Ä	· ê 
�ë�½�Ç1ºe³�É�Ä2Å
√

3τ−1
1−τ

Ð]HL¾2·Öè�µ�¶ Ì ¶ ê 
�ë�À2¿�º2¿�À	Ä	Æ«¿�Å»½¹½�Ä'Áe¿��

ε∗ − α =
√
3 arctg

√
3τ − 1

3(1 − τ)
− 2η, (20)
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Ì Áe¿ ε∗ = |ε| Õ2Ä'¾2Ä

ε∗ − α+ 2η√
3

= arctg

√
3τ − 1

3(1− τ)
. (21)

KZÉ ê ç'ß�ë6´�¾e¿�Á2Ï�¿�µ
√
3 · tg ε

∗ − α+ 2η√
3

=

√
3τ − 1

1− τ
. (22)

KZÉLºe³�½�¿�Ã2´�µ�½#³ ê�� ë�Ãe³�Ô'Áe¿�Å dθ �
dθ = dε∗ − dα. (23)GP¼�¶8É�Ãe³�Ë	Ä2Åâ½�Ç1ºe³�Â!¿�Ã	Ä2¿
γ =

ε∗ − α+ 2η√
3

. (24)

U�¶ Ì Á�³¹Ä	É ê ç�ç�ë�Ä ê ç�
�ë6´�¾e¿�Á2Ï�¿�µ
dγ =

dε∗ − dα√
3

=
dθ√
3Ä'¾2Ä

dθ =
√
3dγ. (25)YPË	Ä	µ�Ç1½#³�·ØÓL¶8º2Å4Ï�¾2Ç ê ç�ç�ë�Õ ê ç � ë�Ä ê ç���ë�Õ	Ï�ºe³�½�Ã2¿�Ã	Ä2¿ ê ß � ë�À	º2¿�Áe´�µ8³�½�Ä2Åâ½=ÓL¶8º2Å,¿

dr

r
= 3 tg γ dγ. (26)

KZÃ	µ�¿ Ì º	Ä	º	Ï�·ØÏ�ºe³�½�Ã2¿�Ã	Ä2¿ ê ç���ë�Õ	À2¶�¾2Ï�Ë	Ä2Å �

ln
r

r0
= ln

∣∣∣∣
cos3 γ0
cos3 γ

∣∣∣∣ . (27)

SZº	Ä è�µ�¶�Å1Õ�¿�´�¾2Ä Ãe³�Ëe³�¾2Ý�Ã	Ï�Î µ�¶8Ë	Í	Ï»µ�ºe³8¿�Í	µ�¶8º	Ä	ÄT½�Ç�¼8ºe³�µ�ÝÑÃe³�¾2Ï�Ë2¿
AM

Õ1µ�¶
γ0 = −α1+2η√

3

Õ
³¹¿�´�¾2Ä

�
Ãe³!¾2Ï�Ë2¿

AN
Õ	µ�¶

γ0 =
ε0−α2+2η√

3

Ð
SN¶8µ�¿�Ã	æ	Ä	º2¶8½#³�Ã	Ä2¿ ê ç���ë�À	º	Ä	½�¶�Á2Ä	µgÍlÏ�ºe³�½�Ã2¿�Ã	Ä	Î

r = r0
cos3 γ0
cos3 γ

. (28)

KZÉ ê ç���ëL´�¾e¿�Á2Ï�¿�µ�ÕVË	µ�¶Ø¾2Ä	Ã	Ä	ÄÑµ�¶8Í'³ã½�À	º2¶�´�µ�¶8ÔÊæ2¿�Ã	µ�º	Ä	º2¶8½#³�Ã	Ã2¶8ÔÊ½�¶�¾2Ã2¿g·'½8¾2·'ÎPµ�´�·cÀ2¶�Áe¶�¼�ÒÃ	Ç�Å4ÄÙÍ	º	Ä	½�Ç�Å4Ä�Õ�ºe³8´�´�µ�¶�·'Ã	Ä	·ÙÅ,¿�Â«Á2ÏiÍ�¶8µ�¶8º	Ç�Å4ÄcÀ	º	Ä
F2 > F1 > 1

Ï�½�¿�¾2Ä	Ë	Ä	½#³�ÎPµ�´�·×½�Ã	Ä	É=À2¶
µ�¿�Ë2¿�Ã	Ä	ÎdÀ2¶8µ�¶8Í'³'Ð

U]³�Í	Ä2Åi¶�¼8ºe³�É�¶�Å1Õ8À2¶�´�µ8³�½8¾e¿�Ã	Ãe³�·!½_ºe³8¼�¶8µ�¿�É�³�Á�³�Ëe³_À2¶_¶8À	º2¿�Áe¿�¾e¿�Ã	Ä	ÎâÀe³�ºe³8Å,¿�µ�º2¶8½PÀ2¶8µ�¶8Í'³_À	º	Ä
¶�¼8µ�¿�Í'³�Ã	Ä	Äi½�Ç1À	Ï�Í'¾e¶ Ì ¶gµ�Ï�À2¶ Ì ¶=Ï Ì ¾�³=º2¿�Æ«¿�Ãe³äÅ,¿�µ�¶�Áe¶�Å Ä2´�À2¶�¾2Ý�É�¶8½#³�Ã	Ä	·�À'¾e¶�´�Í�¶�´�µ�Ä Ì ¶�Áe¶ Ì ºe³8Ó[³´�Í�¶8º2¶�´�µ�Ä�Ð¹SZº	Ä�è�µ�¶�ÅTº2¿�É�Ï�¾2Ý�µ8³�µ�ÇLÕ�À2¶�¾2Ï�Ë2¿�Ã	Ã	Ç�¿¹½Öºe³8¼�¶8µ�¿�Õ�´�¶8½�Àe³�Á�³�ÎPµØ´«º2¿�É�Ï�¾2Ý�µ8³�µ8³8Å4Äc½�Þàß�á�Õ
Ì Áe¿Ø¼8Ç6¾»À	º2¿�Á	¾e¶�Â!¿�ÃÛ³�Ãe³�¾2Ä	µ�Ä	Ë2¿�´�Í	Ä	Ô Å,¿�µ�¶�Áâºe³8´�Ë2¿�µ8³�Àe³�ºe³8Å,¿�µ�º2¶8½×À2¶8µ�¶8Í'³�Ã2¿�À2¶�´�º2¿�Áe´�µ�½�¿�Ã	Ã2¶½äÓNÄ	É�Ä	Ë2¿�´�Í�¶8ÔØÀ'¾e¶�´�Í�¶�´�µ�Ä

�
½¹À'¾�³�Ã2¿Nµ�¿�Ë2¿�Ã	Ä	·lÀ2¶8µ�¶8Í'³'Ð

�ãw]v'p��]n	v����]n
ï �	��
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