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KcÁ�ÂEÃ�Ã
Φ Ä]Å	Æ	Ç	È Ã�ÉEÃ�Ê	ÊEÁ�ËÌÊ2Ã Æ Á�Í�ÂEÎ�Ï Ç2Ð Á�ËiÑ Ç Ñ�Ò�Ã Ð Á`Ó�Î Æ Ê2Ã�Ô�Õ Π = {r1, . . . , rl} ÄÖÐ Ê2Î�Ï!Ã�Ñ�Ò È ÎÃ�ÃT×JØ�Ê'É�Á Ð Ã�Ê	Ò�Á�Â2Ù�Ê	Ú6Û�Ó�Î Æ Ê2Ã�Ô�Õ Φ+ ÄÜÐ Ê2Î�Ï!Ã�Ñ�Ò È Î Å Î�ÂEÎ�Ï Ç Ò�Ã�Â2Ù�Ê	Ú6Û�Ó�Î Æ Ê2Ã�ÔfÎ�Ò�Ê2Î�Ñ Ç Ò�Ã�Â2Ù�Ê2Î Π ÝOPØ�Ñ�Ò�Ù

Φ(F ) ÄßÞ�Æ Ø Å	Å Áv[]Ã È Á�Â	ÂEÃTÒ Ç	Å Á Φ Æ Á�Ê Þ Á l ÊEÁ�É Å Î�ÂEÃ Ð F Ý L Æ Ø Å	Å Á Φ(F ) Å Î Æ Î�ÏcÉ�Á�Ã�Ò�Ñ�ËÓ�Î Æ Ê2Ã È Ú Ð4Ç�Å Î�É Þ�Æ Ø Å	Å Á Ð4Ç
Xr = {xr(t) : t ∈ F}, r ∈ Φ,

Þ ÉEÃ xr(t) Ä
Ñ�Î�Î�Ò È Ã�Ò�Ñ�Ò È Ø�àVá Ç ÔâÓ�Î Æ Ê2Ã È Î�Ôsã�ÂEÃ Ð Ã�Ê	Ò ÈcÞ�Æ Ø Å	Å Ã Φ(F ) Ý G`Á ÐlÅ Î�Ò Æ Ã�ä�Ø�àVÒ�Ñ�ËâÑ�ÂEÃ�É2Ø#åàVá Ç ÃJÃ�Ñ�Ò�Ã�Ñ�Ò È Ã�Ê	Ê	ÚqÃ Å Î�É Þ�Æ Ø Å	Å Ú Þ�Æ Ø Å	Å Ú Φ(F ) æØ�Ê Ç	Å Î�Ò�Ã�Ê	Ò�ÊEÁ�Ë Å Î�É Þ�Æ Ø Å	Å Á

U = 〈Xr : r ∈ Φ+〉,
Ð Î�Ê2Î Ð4Ç Á�Â2Ù�ÊEÁ�Ë Å Î�É Þ�Æ Ø Å	Å Á

N = 〈nr(t) : r ∈ Φ, t ∈ F ∗〉,
É Ç Á Þ Î�ÊEÁ�Â2Ù�ÊEÁ�Ë Å Î�É Þ�Æ Ø Å	Å Á

H = 〈hr(t) : r ∈ Φ, t ∈ F ∗〉 Ç
ä�Î Æ Ã�ÂEÃ È Ñ�Ó'Á�Ë Å Î�É Þ�Æ Ø Å	Å Á

B = UH.
çEÉEÃ�Ñ�Ù 〈M〉 Ä]Å Î�É Þ�Æ Ø Å	Å Á'Õ Å Î Æ Î�ÏcÉEÃ�Ê	ÊEÁ�Ë Ð Ê2Î�Ï!Ã�Ñ�Ò È Î Ð M Õ

F ∗ Ä>Ð Ø�Â2Ù�Ò Ç	Å Â Ç Ó'Á�Ò Ç	È ÊEÁ�Ë Þ�Æ Ø Å	Å Á
Å Î�Â2Ë F Ç

nr(t) = xr(t)x−r(−t−1)xr(t),

hr(t) = nr(t)nr(−1).
OJÎ�ÂEÎ�Ï Ç2Ð Ò�Á�Ó	Ï!Ã

nr = nr(1),

I = {1, 2, . . . , l}.
è© ¬�é�ê�ë�ì4¦�°����Jí�´�ì6´ ®��n�£¨£²�¥�¡�©���î�´�ïX´
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G`Á�É Þ�Æ Ø Å	Å Ú ä�Î Æ Ã�ÂEÃ È Ñ�Ó�Î�Ô Å Î�É Þ�Æ Ø Å	Å Ú B Ç Ñ�Î Å	Æ Ë'Ï!Ã�Ê	Ê	ÚqÃ�Ñ,Ê Ç2Ð4Ç ÊEÁ�Í�Ú È Á�àVÒ�Ñ�Ë Å Á Æ Á�ä�Î�Â Ç	� Ã�åÑ�Ó Ç2Ð4Ç�Ý ^lÑ Ç Â2Ø Ç Í È Ã�Ñ�Ò�Ê2Î Þ Î Æ Ã�Í�Ø�Â2Ù�Ò�Á�Ò�Á�
 Ý U Ç Ò�Ñ�Á Å Á Æ Á�ä�Î�Â Ç	� Ã�Ñ�Ó Ç Ã Å Î�É Þ�Æ Ø Å	Å Ú`Õ�Ñ�Î�ÉEÃ Æ ÏcÁ�á Ç Ã

Å Î�É Þ�Æ Ø Å	Å Ø B Õ Ç Ñ � Ã Æ	Å Ú È Á�àVÒ�Ñ�Ë Å Î�É Þ�Æ Ø Å	Å Á Ð4Ç PJ
Õ
J ⊆ I

Õ Þ ÉEÃ

PJ = 〈B,nrj : j ∈ J〉.
SJÑ Å Î�Â2Ù�Í�Ø�Ë�Ò�Î�Â2Ù�Ó�ÎiÓ'Á�Ê2Î�Ê Ç	� Ã�Ñ�Ó�Î�Ã Æ Á�Í�ÂEÎ�Ï!Ã�Ê Ç Ãcã�ÂEÃ Ð Ã�Ê	Ò�Î ÈâÞ�Æ Ø Å	Å ÚH[]Ã È Á�Â	ÂEÃcÊEÁ�É Å Î�ÂEÃ Ð Õ

Å Î�Â2Ø � Ã�Ê Ñ�ÂEÃ�É2Ø�àVá Ç Ô � Á�Ñ�Ò Ç	� Ê	Ú1Ô Æ Ã�Í�Ø�Â2Ù�Ò�Á�Ò Ýp�w#zEynw
�V| ?EB��R 2�����
M � 0 - ����"2 	0	0�����"2 	0	0	/��ß��
����	�@�

Φ(F )
"���$	���

2
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���ª"	�v���<���< 	$	�	0 - ����$@��$� 	� 0 - ����"2 	0	0� 
U
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HM 6 H
�â$@��� - � - " - � - 0 - �@�4$ - �<������
��

J ⊆ I
0 - ����"2 	0	0��

M
� - 
�0���������� ����"2 	0	0 - �

PJ,M = 〈U, nrj ,HM : j ∈ J〉.
I È Ò�Î Æ Ú Å	Æ Ã�É Å Î�Â�Á Þ Á�àVÒ�Õ � Ò�ÎiÁ�ÊEÁ�ÂEÎ Þ Ò�Ã�Î Æ Ã Ð Ú��`Ñ Å	Æ Á È Ã�É	Â Ç	È É	Â2Ë È Ñ�Ã�Û Þ�Æ Ø Å	Å Â Ç Ã È ÁvÒ Ç	Å ÁÊEÁ�É Å Î�Â2Ë Ð4Ç�Ý K`Â2Ë Þ�Æ Ø Å	Å Ú []Ã È Á�Â	ÂEÃ`Ò Ç	Å Á Al

ã�Ò�Î<Ñ�ÂEÃ�É2Ø�Ã�Ò Ç Í Æ Ã�Í�Ø�Â2Ù�Ò�Á�Ò�Î È Ñ�Ò�Á�Ò�Ù Ç K Ý I Ý�� Ø#å
Å	Æ Ø�Ê2Ã�Ê	Ó�Î! "�$# Õ È Ó�Î�Ò�Î Æ Î�ÔâÎ Å	Ç Ñ�Á�Ê	Ú ÊEÁ�É Þ�Æ Ø Å	Å ÚaØ�Ê Ç Ò Æ Ã�Ø Þ Î�Â2Ù�Ê2Î�Ô Å Î�É Þ�Æ Ø Å	Å Ú Î�ä�ácÃ�Ô Â Ç Ê2Ã�Ô	Ê2Î�Ô
Þ�Æ Ø Å	Å Ú ÊEÁ�É Å	Æ Î Ç Í È Î�Â2Ù�Ê	Ú Ð Ò�Ã�ÂEÎ Ð1Ý

?EB!t&%Ez('#mn|*)nw#mnk,+ k.-nynw0/X{E|	ynknx'w2143Em65vw ynw�'�h
143'x�|	x�5
^6Ñ�ÃcÎ�ä�Î�Í�ÊEÁ � Ã�Ê Ç Ë Ç Î Å	Æ Ã�ÉEÃ�ÂEÃ�Ê Ç Ë¯Õ�Ø�Ó'Á�Í�Á�Ê	Ê	ÚqÃ È Î È�È Ã�ÉEÃ�Ê Ç	Ç Õ Ç Ñ Å Î�Â2Ù�Í�Ø�àVÒ�Ñ�Ë Ç É�Á�ÂEÃ�Ã Ý ç¯Á�å

Å	Ç Ñ�Ù A 6 B
Î�Í�ÊEÁ � Á�Ã�Ò�Õ � Ò�Î A Ã�Ñ�Ò�Ù Å Î�É Þ�Æ Ø Å	Å Á Þ�Æ Ø Å	Å Ú B Ý7 Ã Æ Ã�Í N± Î�ä�Î�Í�ÊEÁ �	Ç2Ð Å Î�É Þ�Æ Ø Å	Å Ø Å Î Æ Î�ÏcÉEÃ�Ê	Ê	Ø�à Ð Î�Ê2Î Ð4Ç Á�Â2Ù�Ê	Ú Ð4Ç ã�ÂEÃ Ð Ã�Ê	Ò�Á Ð4Ç

nr = nr(1) = xr(1)x−r(−1)xr(1), r ∈ Φ,

Á � Ã Æ Ã�Í H± Î�ä�Î�Í�ÊEÁ �	Ç2Ð Å Î�É Þ�Æ Ø Å	Å Ø Å Î Æ Î�ÏcÉEÃ�Ê	Ê	Ø�à É Ç Á Þ Î�ÊEÁ�Â2Ù�Ê	Ú Ð4Ç ã�ÂEÃ Ð Ã�Ê	Ò�Á Ð4Ç

hr(−1) = n2r, r ∈ Φ.

8 Ñ�Ê2Î	Õ � Ò�Î N = HN± = N±H. � ÂEÃ�É2Ø�àVá Ç Ã Æ Á È Ã�Ê2Ñ�Ò È Á<Î�ä�Ú � Ê2ÎvÊEÁ�Í�Ú È Á�àVÒ�Ñ�Ë Æ Á�Í�ÂEÎ�Ï!Ã�Ê Ç Ë Ð4Ç9 Æ àJÁ
Φ(F ) = BNB = UNU = UHN±U = UN±HU.

UnÁ�Ó Ç2Ð Î�ä Æ Á�Í�Î Ð Õ'Â2àPä�Î�Ôsã�ÂEÃ Ð Ã�Ê	Ò g ∈ Φ(F ) Å	Æ Ã�ÉEÑ�Ò�Á È Â2Ë	Ã�Ò�Ñ�Ë È<È�Ç ÉEÃ

g = u1nhu2, Þ ÉEÃ u1, u2 ∈ U, n ∈ N±, h ∈ H. : ��;
< w
�=�V|ß?EB��R 2�����

Π �?> ��
��l���@�������4/ � - "�$@���
Φ
5Ö+�- �£���@��"2 	0	0��A�ß��
����	�@�

Φ(F )
$����

0 - �@���
F
0 - " - �T���������B� � - "�$@��
�/q�4��0 - ����"2 	0	0����4�

Xr
*
r ∈ Π ∪ −Π

5

C
OPØ�Ñ�Ò�Ù

G = 〈Xr : r ∈ Π ∪ −Π〉. U�Î Þ É�Á Å Î�É Þ�Æ Ø Å	Å Á 〈nr : r ∈ Π〉 ÂEÃ�Ï Ç Ò È G Ç Ñ�Î È�Å Á�É�Á�åÃ�ÒâÑ
N± Õ@Ò�Á�Ó�Ó'Á�Ó ×TÁ�Ó	Ò�Î Æ å Þ�Æ Ø Å	Å Á N±/H± Ç Í�Î Ð Î Æ ×JÊEÁ Þ�Æ Ø Å	Å Ãv^6Ã�Ô'Â2Ë W Ò Ç	Å Á Φ

Õ@Ó�Î�Ò�Î Æ Á�Ë
Å Î Æ Î�ÏcÉ�Á�Ã�Ò�Ñ�Ëf×JØ�Ê'É�Á Ð Ã�Ê	Ò�Á�Â2Ù�Ê	Ú Ð4Ç Î�Ò Æ Á�Ï!Ã�Ê Ç Ë Ð4Ç wr

Õ
r ∈ Π Ý L Æ Ø Å	Å Á N± ÉEÃ�Ô2Ñ�Ò È Ø�Ã�ÒiÑ�Î Å	Æ Ë�åÏ!Ã�Ê Ç Ë Ð4Ç Ò Æ Á�Ê	Í Ç Ò Ç	È Ê2ÎiÊEÁ<Ó�Î Æ Ê2Ã È Ú6Û Å Î�É Þ�Æ Ø Å	Å Á�Û¯Õ Ç Ê'ÉEÃ�Ó�Ñ Ç	Æ Î È Á�Ê	Ê	Ú6Û�Ó�Î Æ Ê	Ë Ð4Ç Î�É Ç ÊEÁ�Ó�Î È Î�ÔÉ	Â Ç Ê	Ú`Õ Å Î Å	Æ Á È�Ç Â2Ø æ

nwXrn
−1
w = Xw(r),

Þ ÉEÃ nw Ä Å	Æ Î�Î�ä Æ Á�Í<ã�ÂEÃ Ð Ã�Ê	Ò�Á w Þ�Æ Ø Å	Å ÚÖ^6Ã�Ô'Â2Ë
W Å	Æ	Ç�Þ Î Ð Î Ð Î Æ × Ç Í Ð Ã N± ÊEÁ

W Ý UnÁ�Ó Ç2ÐÎ�ä Æ Á�Í�Î Ð Õ G Ñ�Î�ÉEÃ Æ Ï Ç Ò È Ñ�Ã<Ó�Î Æ Ê2Ã È ÚqÃ Å Î�É Þ�Æ Ø Å	Å Ú Xr Ç
Õ4Ñ�ÂEÃ�ÉEÎ È Á�Ò�Ã�Â2Ù�Ê2Î	Õ�Ñ�Î È�Å Á�É�Á�Ã�ÒfÑ�Î È Ñ�Ã�Ô

Þ�Æ Ø Å	Å Î�Ô []Ã È Á�Â	ÂEÃ Φ(F ) Ý B
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OJÎ�ÂEÎ�Ï Ç2Ð Φ− = −Φ+ Ç V = 〈Xr : r ∈ Φ−〉.< w
�=�V| A@B �R 2�����

M � 0 - ����"2 	0	0�� ��"2 	0	0	/ �ß��
����	�@�
Φ(F )

"���$	���
2
$����l0 - �@���

F
* � -��

���ª"	�v���<���Ì 	$	�	0 - ����$@��$� 	�H0 - ����"2 	0	0� 
U = 〈Xr : r ∈ Φ+〉 5q+�- �£��� * �����	�â� - "�$@��
�/P�����@������$@��/

xr(1)
�
xs(1)

�@���v����

M

���	�
r, s ∈ Φ− �����	��� * ��� - �	� > - {r, s} * �	� > - {r,−s} ������� > ��
�����@�������4/ � - "�$@���

Φ
* � -

M = Φ(F )
5

C
SPÍ Å	Æ Ã�É Å Î�ÂEÎ�Ï!Ã�Ê Ç Ô ÂEÃ Ð,Ð Ú Ñ�ÂEÃ�É2Ø�Ã�Ò�Õ � Ò�ÎRÉ	Â2Ë!Ê2Ã�Ó�Î�Ò�Î Æ Î�Ô ä�Á�Í�Ú {r, s} Ñ Ç Ñ�Ò�Ã Ð Ú Ó�Î Æ Ê2Ã�Ô Φ

È M ÂEÃ�Ï Ç Ò Å Î�É Þ�Æ Ø Å	Å Á 〈nr, ns〉
Õ�Ó�Î�Ò�Î Æ Á�Ë�Ñ�Î È�Å Á�É�Á�Ã�ÒâÑ N± Ý UnÁ�ÓfÓ'Á�Ó Þ�Æ Ø Å	Å Á N± ÉEÃ�Ô2Ñ�Ò È Ø�Ã�ÒÑ�Î Å	Æ Ë'Ï!Ã�Ê Ç Ë Ð4Ç Ò Æ Á�Ê	Í Ç Ò Ç	È Ê2ÎvÊEÁ!Ó�Î Æ Ê2Ã È Ú6Û Å Î�É Þ�Æ Ø Å	Å Á�Û¯Õ Ç Ê'ÉEÃ�Ó�Ñ Ç	Æ Î È Á�Ê	Ê	Ú6ÛsÓ�Î Æ Ê	Ë Ð4Ç Î�É Ç ÊEÁ�åÓ�Î È Î�ÔsÉ	Â Ç Ê	Ú`Õ Ç U 6M

Õ'Ò�Î Ç V 6M Ý FRÒ�Ñ�à6É�Á M = Φ(F ) Ý B
C 	�

���
������������������
�����

��� �"!$#�% OPØ�Ñ�Ò�Ù {a, b} Ä ä�Á�Í�Á Ñ Ç Ñ�Ò�Ã Ð Ú>Ó�Î Æ Ê2Ã�Ô Φ Æ Á�Ê Þ Á�b'Õ

Å	Æ	Ç	� Ã Ð a Ä Ó�Î Æ Î�Ò�Ó Ç Ô Ó�Î Æ Ã�Ê	Ù Ý OJÃ Æ Ã�×`Î Æ2Ð Ø�Â Ç	Æ Ø�Ã Ð Ò�Ã�Î Æ Ã Ð Ø � È Ñ�ÂEÃ�É2Ø�àVácÃ Ð ä�Î�ÂEÃ�ÃJØ�ÉEÎ�ä�Ê2Î ÐÉ	Â2ËiÉEÎ�Ó'Á�Í�Á�Ò�Ã�Â2Ù�Ñ�Ò È Á È�Ç ÉEÃ Ý&6���	� 0 - ����"2 	0	0��
M

��"2 	0	0	/ �ß��
����	�@�
Φ(F )

"���$	���
2
$���� 0 - �@���

F
� - ���ª"	�v�@�f 	$	�	0 -��

����$@��$� 	�Ü0 - ����"2 	0	0� 
U
* � - �	� > - M = Φ(F )

* �	� > - M � - 
�0����������f� - ��$ - �l�2
s� - > ����
'��$	$	/ �0 - ����"2 	0	0 〈U,HM 〉 * 〈U, na,HM 〉 �	�	� 〈U, nb,HM 〉 ���	�c0 - ��� - ����� ���c������� - $����	��$ - � 0 - ����"2 	0	0	/
HM 6 H

5
WXÑ�Â Ç ã�ÂEÃ Ð Ã�Ê	Ò g È�Ç É�Á : ��;�ÂEÃ�Ï Ç Ò È M Õ'Ò�Î

nh ∈M Ç Õ2Ñ�ÂEÃ�ÉEÎ È Á�Ò�Ã�Â2Ù�Ê2Î	Õ

nhXrh
−1n−1 = nXrn

−1
6M

É	Â2Ë È Ñ�Ã�Û r ∈ Φ+. : b�;
KcÁ�ÂEÃ�ÃiÓ'Á�ÏcÉ2Ú1Ô Ç ÍiÒ Æ Ã�Û Ò Ç	Å Î È A2

Õ
B2
Õ
G2

Ñ Ç Ñ�Ò�Ã Ð Ú Ó�Î Æ Ê2Ã�Ô Æ Á�Ê Þ Á�b Æ Á�Ñ�Ñ Ð Á�Ò Æ	Ç	È Á�Ã�Ò�Ñ�ËÎ�Ò�ÉEÃ�Â2Ù�Ê2Î Ýp`k6-
A2 Ý

^ ã�Ò�Î Ð Ñ�Â2Ø � Á�Ã U = XaXbXa+b Ç
Ò�Á�Ó�Ó'Á�Ó Þ�Æ Ø Å	Å ÁÌ^6Ã�Ô'Â2Ë�Ò Ç	Å Á A2

Ã�Ñ�Ò�ÙÌÉ Ç ã�É	å
Æ Á�Â2Ù�ÊEÁ�Ë Þ�Æ Ø Å	Å Á Å Î Æ Ë�É2Ó'Á(''Õ�Ò�ÎRÉ	Â2ËTã�ÂEÃ Ð Ã�Ê	Ò�Á n Ç Í Å	Æ Ã�ÉEÑ�Ò�Á È ÂEÃ�Ê Ç Ë : ��; È Î�Í Ð Î�ÏvÊ	Ú Ñ�ÂEÃ�É2Ø�àVá Ç Ã) Ã�Ñ�Ò�Ù Ñ�Â2Ø � Á�Ã È2æ ��; n = 1 * b�; n = na *�+ ; n = nb *-, ; n = na+b * � ; n = nanb * '�; n = nbna ÝO Æ Ã�É Å Î�ÂEÎ�Ï Ç2Ð Õ � Ò�Î<É	Â2Ë È Ñ�Ã�Ûâã�ÂEÃ Ð Ã�Ê	Ò�Î È g Å Î�É Þ�Æ Ø Å	Å Ú M

ÕEÊ2ÃJÂEÃ�ÏcÁ�á Ç Û È Å Î�É Þ�Æ Ø Å	Å Ã U Õ
È Î�Í Ð Î�Ï!Ã�Ê Ò�Î�Â2Ù�Ó�ÎsÎ�É Ç Ê Ç Í Å Ã Æ Ã �	Ç Ñ�ÂEÃ�Ê	Ê	Ú6Û È Ú ) Ã ) Ã�Ñ�Ò Ç Ñ�Â2Ø � Á�Ã È É	Â2Ë�ã�ÂEÃ Ð Ã�Ê	Ò�Á n Ç Í Å	Æ Ã�É	åÑ�Ò�Á È ÂEÃ�Ê Ç Ësã�ÂEÃ Ð Ã�Ê	Ò�Á g È<È�Ç ÉEÃ : ��; Ý��;6^aã�Ò�Î Ð Ñ�Â2Ø � Á�Ã�Õ2Î � Ã È�Ç É2Ê2Î	Õ M = 〈U,HM 〉 É	Â2ËiÊ2Ã�Ó�Î�Ò�Î Æ Î�Ô Å Î�É Þ�Æ Ø Å	Å Ú HM 6 H Ýb�;6^ Ñ Ç Â2Ø : b�;

nUn−1 = naXaXbXa+bn
−1
a = X−aXa+bXb 6M.

� ÂEÃ�ÉEÎ È Á�Ò�Ã�Â2Ù�Ê2Î	Õ M = 〈U, na,HM 〉 É	Â2ËiÊ2Ã�Ó�Î�Ò�Î Æ Î�Ô Å Î�É Þ�Æ Ø Å	Å Ú HM 6 H Ý
+ ;6IRÊEÁ�ÂEÎ Þ�Ç	� Ê2Î Å	Æ Ã�É2Ú6É2Ø�ácÃ Ð ØâÑ�Â2Ø � Á�à

nUn−1 = nbXaXbXa+bn
−1
b = Xa+bX−bXa 6M.

� ÂEÃ�ÉEÎ È Á�Ò�Ã�Â2Ù�Ê2Î	Õ M = 〈U, nb,HM 〉 É	Â2ËâÊ2Ã�Ó�Î�Ò�Î Æ Î�Ô Å Î�É Þ�Æ Ø Å	Å Ú HM 6 H Ý
, ;6^ Ñ Ç Â2Ø : b�;

nUn−1 = na+bXaXbXa+bn
−1
a+b = X−bX−aX−a−b = V 6M.

� ÂEÃ�ÉEÎ È Á�Ò�Ã�Â2Ù�Ê2Î	Õ M = Φ(F ) Ý� ;6^aã�Ò�Î Ð Ñ�Â2Ø � Á�Ã È Ñ Ç Â2Ø : b�;

nXbn
−1 = nanbXbn

−1
b n−1

a = X−a−b 6M,

nXa+bn
−1 = nanbXa+bn

−1
b n−1

a = X−a 6M.
UnÁ�Ó Ó'Á�Ó {−a− b, a} Ä ä�Á�Í�ÁvÑ Ç Ñ�Ò�Ã Ð Ú Ó�Î Æ Ê2Ã�Ô Ò Ç	Å Á A2

Õ'Ò�Î Å Î!ÂEÃ Ð,Ð Ã!b M = Φ(F ) Ý



� $�������"2 	0	0����Ì 	$	�	0 - ����$@��$ - ��0 - ����"2 	0	0	/ ���

� Â2Ø � Á�Ô�'�; Å Î�ÉEÎ�ä�Ã�ÊfÑ�Â2Ø � Á�à � ;�Õ	Ò�Á�ÓsÓ'Á�Ó
nbna = nanbh

É	Â2ËâÊ2Ã�Ó�Î�Ò�Î Æ Î Þ Î h ∈ H± ÝWXÑ�Â Ç È M Ã�Ñ�Ò�ÙâÉ È Áiã�ÂEÃ Ð Ã�Ê	Ò�Á g1 Ç g2
Õ ÈâÅ	Æ Ã�ÉEÑ�Ò�Á È ÂEÃ�Ê Ç	Ç : ��;RÓ�Î�Ò�Î Æ Ú6Û ã�ÂEÃ Ð Ã�Ê	Ò n Ò�Á�Ó�Î�ÔÓ'Á�Ó È Ñ�Â2Ø � Á�ÃTb�; Ç + ;6Ñ�Î�Î�Ò È Ã�Ò�Ñ�Ò È Ã�Ê	Ê2Î	ÕEÒ�Î X−a, X−b 6M ÇsÅ Î!ÂEÃ Ð,Ð Ã � M = Φ(F ) ÝUnÁ�Ó Ç2Ð Î�ä Æ Á�Í�Î Ð Õ'É	Â2ËâÒ Ç	Å Á A2

Ò�Ã�Î Æ Ã Ð Á �PÉEÎ�Ó'Á�Í�Á�ÊEÁ Ýp`k6-
B2 Ý

^ ã�Ò�Î Ð Ñ�Â2Ø � Á�Ã U = XaXbXa+bX2a+b Ç
Ò�Á�Ó�Ó'Á�Ó Þ�Æ Ø Å	Å Ái^6Ã�Ô'Â2Ë�Ò Ç	Å Á B2

Ã�Ñ�Ò�Ù
É Ç ã�É Æ Á�Â2Ù�ÊEÁ�Ë Þ�Æ Ø Å	Å Á Å Î Æ Ë�É2Ó'Á � ÕEÒ�Î<É	Â2Ë ã�ÂEÃ Ð Ã�Ê	Ò�Á n Ç Í Å	Æ Ã�ÉEÑ�Ò�Á È ÂEÃ�Ê Ç Ë : ��; È Î�Í Ð Î�ÏvÊ	Ú]Ñ�ÂEÃ�å
É2Ø�àVá Ç Ã È Î�Ñ�Ã Ð Ù Ñ�Â2Ø � Á�Ã È2æ ��; n = 1 * b�; n = na * + ; n = nb * , ; n = nanb * � ; n = nbna *'�;
n = na+b * � ; n = n2a+b * � ; n = nana+b ÝO Æ Ã�É Å Î�ÂEÎ�Ï Ç2Ð Õ � Ò�ÎvÉ	Â2Ë È Ñ�Ã�Ûsã�ÂEÃ Ð Ã�Ê	Ò�Î È g Å Î�É Þ�Æ Ø Å	Å Ú M

Õ2Ê2ÃJÂEÃ�ÏcÁ�á Ç Û È Å Î�É Þ�Æ Ø Å	Å Ã U Õ
È Î�Í Ð Î�Ï!Ã�Ê�Ò�Î�Â2Ù�Ó�Î Î�É Ç Ê Ç Í Å Ã Æ Ã �	Ç Ñ�ÂEÃ�Ê	Ê	Ú6Û È Ú ) Ã È Î�Ñ�Ù Ð4Ç Ñ�Â2Ø � Á�Ã È É	Â2Ëâã�ÂEÃ Ð Ã�Ê	Ò�Á n Ç Í Å	Æ Ã�É	åÑ�Ò�Á È ÂEÃ�Ê Ç Ësã�ÂEÃ Ð Ã�Ê	Ò�Á g ÈvÈ�Ç ÉEÃ : ��; Ý��;6^aã�Ò�Î Ð Ñ�Â2Ø � Á�Ã�Õ2Î � Ã È�Ç É2Ê2Î	Õ M = 〈U,HM 〉 É	Â2ËâÊ2Ã�Ó�Î�Ò�Î Æ Î�Ô Å Î�É Þ�Æ Ø Å	Å Ú HM 6 H Ýb�;�UnÁ�ÓvÏ!Ã�Ó'Á�Ó Ç É	Â2Ë!Ò Ç	Å Á A2 È

ã�Ò�Î Ð Ñ�Â2Ø � Á�Ã M = 〈U, na,HM 〉 É	Â2Ë!Ê2Ã�Ó�Î�Ò�Î Æ Î�Ô Å Î�É Þ�Æ Ø Å	Å Ú
HM 6 H Ý

+ ;âIRÊEÁ�ÂEÎ Þ�Ç	� Ê2Î Å	Æ Ã�É2Ú6É2Ø�ácÃ Ð Ø Ñ�Â2Ø � Á�à M = 〈U, nb,HM 〉 É	Â2Ë Ê2Ã�Ó�Î�Ò�Î Æ Î�Ô Å Î�É Þ�Æ Ø Å	Å Ú
HM 6 H Ý

, ;6^ Ñ Ç Â2Ø : b�;
nXbn

−1 = nanbXbn
−1
b n−1

a = X−2a−b 6M,

nXa+bn
−1 = nanbXa+bn

−1
b n−1

a = X−a 6M.
UnÁ�ÓsÓ'Á�Ó {−2a− b, a} Ä ä�Á�Í�ÁvÑ Ç Ñ�Ò�Ã Ð Ú Ó�Î Æ Ê2Ã�Ô Ò Ç	Å Á B2

Õ'Ò�Î Å Î!ÂEÃ Ð,Ð Ã!b M = Φ(F ) Ý
� Â2Ø � Á�Ô � ; Å Î�ÉEÎ�ä�Ã�ÊfÑ�Â2Ø � Á�à , ;�Õ	Ò�Á�ÓsÓ'Á�Ó nbna = nanbh

É	Â2ËâÊ2Ã�Ó�Î�Ò�Î Æ Î Þ Î h ∈ H± Ý'�;6^ Ñ Ç Â2Ø : b�;
nXbn

−1 = na+bXbn
−1
a+b = X−2a−b 6M,

nXa+bn
−1 = na+bXa+bn

−1
a+b = X−a−b 6M.

UnÁ�ÓsÓ'Á�Ó {−2a− b, a+ b} Ä ä�Á�Í�ÁvÑ Ç Ñ�Ò�Ã Ð Ú Ó�Î Æ Ê2Ã�Ô Ò Ç	Å Á B2
Õ'Ò�Î Å Î!ÂEÃ Ð,Ð Ã!b M = Φ(F ) Ý� ;6^ Ñ Ç Â2Ø : b�;

nXan
−1 = n2a+bXan

−1
2a+b = X−a−b 6M,

nX2a+bn
−1 = n2a+bX2a+bn

−1
2a+b = X−2a−b 6M.

UnÁ�ÓsÓ'Á�Ó {−2a− b, a+ b} Ä ä�Á�Í�ÁvÑ Ç Ñ�Ò�Ã Ð Ú Ó�Î Æ Ê2Ã�Ô Ò Ç	Å Á B2
Õ'Ò�Î Å Î!ÂEÃ Ð,Ð Ã!b M = Φ(F ) Ý^ Ñ�Â2Ø � Á�Ã � ; nUn−1 = nana+bUn

−1
a+bn

−1
a = V 6M Ç Õ	Ñ�ÂEÃ�ÉEÎ È Á�Ò�Ã�Â2Ù�Ê2Î	Õ M = Φ(F ) ÝWXÑ�Â Ç È M Ã�Ñ�Ò�ÙâÉ È Áiã�ÂEÃ Ð Ã�Ê	Ò�Á g1 Ç g2
Õ ÈâÅ	Æ Ã�ÉEÑ�Ò�Á È ÂEÃ�Ê Ç	Ç : ��;RÓ�Î�Ò�Î Æ Ú6Û ã�ÂEÃ Ð Ã�Ê	Ò n Ò�Á�Ó�Î�ÔÓ'Á�Ó È Ñ�Â2Ø � Á�ÃTb�; Ç + ;6Ñ�Î�Î�Ò È Ã�Ò�Ñ�Ò È Ã�Ê	Ê2Î	ÕEÒ�Î X−a, X−b 6M ÇsÅ Î!ÂEÃ Ð,Ð Ã � M = Φ(F ) ÝUnÁ�Ó Ç2Ð Î�ä Æ Á�Í�Î Ð Õ'É	Â2ËâÒ Ç	Å Á B2

Ò�Ã�Î Æ Ã Ð Á �VÉEÎ�Ó'Á�Í�Á�ÊEÁ Ýp`k6-
G2 Ý

^]ã�Ò�Î Ð Ñ�Â2Ø � Á�Ã U = XaXbXa+bX2a+bX3a+bX3a+2b Ç
Ò�Á�ÓlÓ'Á�Ó Þ�Æ Ø Å	Å Á�^6Ã�Ô'Â2ËÒ Ç	Å Á G2

Ã�Ñ�Ò�ÙâÉ Ç ã�É Æ Á�Â2Ù�ÊEÁ�Ë Þ�Æ Ø Å	Å Á Å Î Æ Ë�É2Ó'ÁA��b'Õ�Ò�ÎiÉ	Â2Ëfã�ÂEÃ Ð Ã�Ê	Ò�Á n Ç Í Å	Æ Ã�ÉEÑ�Ò�Á È ÂEÃ�Ê Ç Ë : ��;
È Î�Í Ð Î�ÏvÊ	Ú Ñ�ÂEÃ�É2Ø�àVá Ç Ã ��bcÑ�Â2Ø � Á�Ã È2æ��;

n = nanb *b�;
n = (nanb)

2 = nana+b *
+ ; n = (nanb)

3 = (nana+b)nanb = n2a+bnb *
, ; n = (nanb)

4 = (nanb)
−2 = na+bna *� ;

n = (nanb)
5 = (nanb)

−1 = nbna *'�;
n = (nanb)

6 = 1 *� ;
n = (nanb)nb = na *� ;
n = (nana+b)nb = nanbna = n3a+b *

� ;
n = (n2a+bnb)nb = n2a+b *



'�� �R 	�v�	$�� 5 � 5 * � ������" - 
�� +�5��c5
����;

n = (na+bna)nb = na+bnbna+b = n3a+2b *�2��;
n = (nbna)nb = na+b *��b�;
n = nb ÝçEÉEÃ�Ñ�Ù Å Î�Ñ�ÂEÃ�É2Ê Ç Ã ) Ã�Ñ�Ò�Ù Ñ�Â2Ø � Á�Ã È<Å Î�Â2Ø � Ã�Ê	Ú Ñ�Î�Î�Ò È Ã�Ò�Ñ�Ò È Ã�Ê	Ê2Î Ç Í Å Ã Æ	È Ú6Û ) Ã�Ñ�Ò Ç Ø Ð Ê2Î�Ï!Ã�Ê Ç Ã ÐÊEÁ!ã�ÂEÃ Ð Ã�Ê	Ò nb

Õ Å	Æ	Ç	� Ã Ð Æ Á È Ã�Ê2Ñ�Ò È Á È ã�Ò Ç Û ��bcÑ�Â2Ø � Á�Ë�Û È Ú Å Î�Â2Ê	Ë'àVÒ�Ñ�Ë Å Î Ð Î�É2Ø�Â2à É Ç Á Þ Î�ÊEÁ�Â2Ù�åÊ	Ú6Ûâã�ÂEÃ Ð Ã�Ê	Ò�Î È<Ç Í Å Î�É Þ�Æ Ø Å	Å Ú H± ÝO Æ Ã�É Å Î�ÂEÎ�Ï Ç2Ð Õ � Ò�Î<É	Â2Ë È Ñ�Ã�Ûâã�ÂEÃ Ð Ã�Ê	Ò�Î È g Å Î�É Þ�Æ Ø Å	Å Ú M
ÕEÊ2ÃJÂEÃ�ÏcÁ�á Ç Û È Å Î�É Þ�Æ Ø Å	Å Ã U Õ

È Î�Í Ð Î�Ï!Ã�Ê�Ò�Î�Â2Ù�Ó�ÎiÎ�É Ç Ê Ç Í Å Ã Æ Ã �	Ç Ñ�ÂEÃ�Ê	Ê	Ú6Û È Ú ) Ã ��b Ñ�Â2Ø � Á�Ã È É	Â2Ë ã�ÂEÃ Ð Ã�Ê	Ò�Á n Ç Í Å	Æ Ã�ÉEÑ�Ò�Á È åÂEÃ�Ê Ç Ëâã�ÂEÃ Ð Ã�Ê	Ò�Á g ÈvÈ�Ç ÉEÃ : ��; Ý��;6^ Ñ Ç Â2Ø : b�;
nXbn

−1 = nanbXbn
−1
b n−1

a = X−3a−b 6M,

nXa+bn
−1 = nanbXa+bn

−1
b n−1

a .
UnÁ�Ó Ó'Á�Ó {−3a− b, a} Ä ä�Á�Í�ÁcÑ Ç Ñ�Ò�Ã Ð Ú Ó�Î Æ Ê2Ã�Ô Ò Ç	Å Á G2

Õ'Ò�Î Å Î!ÂEÃ Ð,Ð ÃTb M = Φ(F ) Ýb�;6^ Ñ Ç Â2Ø : b�;

nXa+bn
−1 = nana+bXa+bn

−1
a+bn

−1
a = X−2a−b 6M,

nXbn
−1 = nana+bXbn

−1
a+bn

−1
a = X−3a−2b 6M.

UnÁ�Ó Ó'Á�Ó {−3a− 2b, 2a+ b} Ä ä�Á�Í�ÁvÑ Ç Ñ�Ò�Ã Ð Ú Ó�Î Æ Ê2Ã�Ô Ò Ç	Å Á G2
Õ'Ò�Î Å Î!ÂEÃ Ð,Ð ÃTb M = Φ(F ) Ý^ Ñ�Â2Ø � Á�Ã + ; nUn−1 = n2a+bnbUn

−1
b n−1

2a+b = V 6M Ç Õ2Ñ�ÂEÃ�ÉEÎ È Á�Ò�Ã�Â2Ù�Ê2Î	Õ M = Φ(F ) Ý
� Â2Ø � Á�Ô , ; Å Î�ÉEÎ�ä�Ã�Ê�Ñ�Â2Ø � Á�à b�;�Õ	Ò�Á�ÓsÓ'Á�Ó

na+bna = nana+bh
É	Â2ËâÊ2Ã�Ó�Î�Ò�Î Æ Î Þ Î h ∈ H± Ý

� Â2Ø � Á�Ô � ; Å Î�ÉEÎ�ä�Ã�Ê�Ñ�Â2Ø � Á�à ��;�Õ	Ò�Á�ÓsÓ'Á�Ó
nbna = nanbh

É	Â2ËâÊ2Ã�Ó�Î�Ò�Î Æ Î Þ Î h ∈ H± Ý'�;6^aã�Ò�Î Ð Ñ�Â2Ø � Á�Ã�Õ2Î � Ã È�Ç É2Ê2Î	Õ M = 〈U,HM 〉 É	Â2ËiÊ2Ã�Ó�Î�Ò�Î Æ Î�Ô Å Î�É Þ�Æ Ø Å	Å Ú HM 6 H Ý� ;�UnÁ�ÓcÏ!Ã�Ó'Á�Ó Ç É	Â2ËTÒ Ç	Å Á A2 È
ã�Ò�Î Ð Ñ�Â2Ø � Á�Ã M = 〈U, na,HM 〉 É	Â2ËTÊ2Ã�Ó�Î�Ò�Î Æ Î�Ô Å Î�É Þ�Æ Ø Å	Å Ú

HM 6 H Ý� ;6^ Ñ Ç Â2Ø : b�;
nX2a+bn

−1 = n3a+bX2a+bn
−1
3a+b = X−a 6M,

nX3a+bn
−1 = n3a+bX3a+bn

−1
3a+b = X−3a−b 6M.

UnÁ�Ó Ó'Á�Ó {−3a− b, a} Ä ä�Á�Í�ÁcÑ Ç Ñ�Ò�Ã Ð Ú Ó�Î Æ Ê2Ã�Ô Ò Ç	Å Á G2
Õ'Ò�Î Å Î!ÂEÃ Ð,Ð ÃTb M = Φ(F ) Ý

� ;6^ Ñ Ç Â2Ø : b�;
nXan

−1 = n2a+bXan
−1
2a+b = X−a−b 6M,

nX3a+bn
−1 = n2a+bX3a+bn

−1
2a+b = X−3a−2b 6M.

UnÁ�Ó Ó'Á�Ó {−3a− 2b, a+ b} Ä ä�Á�Í�ÁvÑ Ç Ñ�Ò�Ã Ð Ú Ó�Î Æ Ê2Ã�Ô Ò Ç	Å Á G2
Õ	Ò�Î Å ÎcÂEÃ Ð,Ð ÃTb M = Φ(F ) Ý����;6^ Ñ Ç Â2Ø : b�;

nXbn
−1 = n3a+2bXbn

−1
3a+2b = X−3a−b 6M,

nXa+bn
−1 = n3a+2bXa+bn

−1
3a+2b = X−2a−b 6M.

UnÁ�Ó Ó'Á�Ó {−3a− b, 2a+ b} Ä ä�Á�Í�ÁvÑ Ç Ñ�Ò�Ã Ð Ú Ó�Î Æ Ê2Ã�Ô Ò Ç	Å Á G2
Õ	Ò�Î Å ÎcÂEÃ Ð,Ð ÃTb M = Φ(F ) Ý�2��;6^ Ñ Ç Â2Ø : b�;

nXbn
−1 = na+bXbn

−1
a+b = X−3a−2b 6M,

nXa+bn
−1 = na+bXa+bn

−1
a+b = X−a−b 6M.

UnÁ�Ó Ó'Á�Ó {−3a− 2b, a+ b} Ä ä�Á�Í�ÁvÑ Ç Ñ�Ò�Ã Ð Ú Ó�Î Æ Ê2Ã�Ô Ò Ç	Å Á G2
Õ	Ò�Î Å ÎcÂEÃ Ð,Ð ÃTb M = Φ(F ) Ý��b�;@UnÁ�ÓTÏ!Ã,Ó'Á�Ó Ç É	Â2ËJÒ Ç	Å Á A2 È

ã�Ò�Î Ð Ñ�Â2Ø � Á�Ã M = 〈U, nb,HM 〉 É	Â2ËJÊ2Ã�Ó�Î�Ò�Î Æ Î�Ô Å Î�É Þ�Æ Ø Å	Å Ú
HM 6 H Ý
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WXÑ�Â Ç È M Ã�Ñ�Ò�ÙâÉ È Áiã�ÂEÃ Ð Ã�Ê	Ò�Á g1 Ç g2

Õ ÈâÅ	Æ Ã�ÉEÑ�Ò�Á È ÂEÃ�Ê Ç	Ç : ��;RÓ�Î�Ò�Î Æ Ú6Û ã�ÂEÃ Ð Ã�Ê	Ò n Ò�Á�Ó�Î�ÔÓ'Á�Ó È Ñ�Â2Ø � Á�Ã � ; Ç ��b�;6Ñ�Î�Î�Ò È Ã�Ò�Ñ�Ò È Ã�Ê	Ê2Î	ÕEÒ�Î X−a, X−b 6M ÇâÅ ÎcÂEÃ Ð,Ð Ã � M = Φ(F ) ÝUnÁ�Ó Ç2Ð Î�ä Æ Á�Í�Î Ð Õ	É	Â2ËsÒ Ç	Å Á G2
ÕEÁ<Ñ�ÂEÃ�ÉEÎ È Á�Ò�Ã�Â2Ù�Ê2Î	Õ Ç È<Å Î�Â2Ê2Î Ð Î�ä���Ã Ð Ã`Ò�Ã�Î Æ Ã Ð Á �PÉEÎ�Ó'Á�Í�Á�åÊEÁ Ý B
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