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1. Ââåäåíèå

�àññìàòðèâàþòñÿ ìîäè�èêàöèè ïðîñòðàíñòâ Ëåáåãà, íàçûâàåìûå ãðàí-ïðîñòðàíñò-

âàìè Ëåáåãà. Òàêèå ïðîñòðàíñòâà Lp)(Ω), 1 < p < ∞, ïî îãðàíè÷åííîìó ìíîæåñòâó

Ω ⊂ Rn
ââåëè â 1992 ã. T. Iwanie
 è C. Sbordone [11℄. Îïåðàòîðû ãàðìîíè÷åñêîãî àíàëèçà

èíòåíñèâíî èññëåäîâàëèñü â òàêèõ ïðîñòðàíñòâàõ â ïîñëåäíèå ãîäû è îíè ïðîäîëæàþò

ïðèâëåêàòü âíèìàíèå èññëåäîâàòåëåé â ñâÿçè ñ ðàçëè÷íûìè èõ ïðèëîæåíèÿìè (ñì. [5�10℄,

[13�15℄).

Â ñòàòüÿõ [2, 17, 18, 20℄ ïðåäëîæåí ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé ââåñòè ãðàíä-ïðîñòðàíñòâà

Ëåáåãà L
p)
a (Ω), 1 < p < ∞, a ∈ Lp(Ω), íà îòêðûòûõ, íå îáÿçàòåëüíî îãðàíè÷åííûõ,

ìíîæåñòâàõ Ω ⊆ Rn
. Äåéñòâèÿ ìàêñèìàëüíîãî îïåðàòîðà Õàðäè � Ëèòòëâóäà, îïåðà-

òîðîâ Êàëüäåðîíà � Çèãìóíäà è ïîòåíöèàëà �èññà â ãðàíä-ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà L
p)
a (Ω)

èññëåäîâàíû â ðàáîòàõ [1, 3, 19℄.

Èçâåñòíî, ÷òî êëàññ C∞

0 (Ω) ïëîòåí â ïðîñòðàíñòâàõ Ëåáåãà Lp(Ω), 1 6 p <∞. Â ñòà-

òüå äîêàçàíî, ÷òî â ãðàíä-ïðîñòðàíñòâàõ Ëåáåãà L
p)
a (Ω) ìíîæåñòâî ¾õîðîøèõ¿ �óíêöèé

íå ÿâëÿåòñÿ ïëîòíûì, íî îíî ïëîòíî â íåêîòîðîì ïîäìíîæåñòâå ïðîñòðàíñòâà L
p)
a (Ω)

(ëåììà 2.6).

Ïðè èçó÷åíèè îïåðàòîðîâ òèïà ïîòåíöèàëà îêàçàëèñü ïîëåçíûìè îñíîâíûå ïðîñòðàí-

ñòâà Φ � ïðîñòðàíñòâà Ëèçîðêèíà. Â êíèãàõ [4, 16℄ äîêàçàíà ïëîòíîñòü êëàññà Φ â Lp(Ω),
1 < p <∞. Òåîðåìà 3.1 ðàñïðîñòðàíÿåò ýòî óòâåðæäåíèå íà íåêîòîðîå ïîäïðîñòðàíñòâî

ãðàíä-ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà L
p)
a (Ω).
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2.1. �ðàíä-ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà L
p)
a (Ω) è L̊

p)
a (Ω)

2.1. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è íåêîòîðûå ñâîéñòâà. Ïóñòü Ω � îòêðûòîå ïîä-

ìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà Rn
è w � âåñ íà Ω, ò. å. íåîòðèöàòåëüíàÿ ëîêàëüíî èíòåãðèðó-

åìàÿ �óíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ è íåðàâíàÿ íóëþ ïî÷òè âñþäó íà Ω. Âåñîâûå ïðîñòðàíñòâà
Ëåáåãà Lp(Ω, w) îïðåäåëÿþòñÿ íîðìîé

‖f‖Lp(Ω,w) =

{∫

Ω

|f(x)|pw(x) dx

} 1
p

, 1 6 p <∞.

Ïðè w ≡ 1 ìû ïèøåì Lp(Ω).

�ðàíä-ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà Lp)(Ω) ïî îãðàíè÷åííîìó ìíîæåñòâó Ω îïðåäåëÿþòñÿ

íîðìîé

‖f‖Lp)(Ω) := sup
0<ε<p−1

ε
1

p−ε ‖f‖Lp−ε(Ω).

Ïðîñòðàíñòâà Lp)(Ω) áûëè ââåäåíû è èçó÷åíû â âûøåóêàçàííûõ ðàáîòàõ äëÿ �óíê-

öèé, îïðåäåëåííûõ íà îãðàíè÷åííûõ ìíîæåñòâàõ Ω ⊂ Rn
. Â ñòàòüÿõ [2, 17, 18, 20℄ áûë

ïðåäëîæåí ïîäõîä, ïîçâîëÿþùèé ââåñòè ãðàíä-ïðîñòðàíñòâà Ëåáåãà íà ìíîæåñòâàõ ïðî-

èçâîëüíîé (íåîãðàíè÷åííîé) ìåðû ïîñðåäñòâîì íåêîòîðîé íåîòðèöàòåëüíîé �óíêöèè a:

Lp)
a (Ω) :=

{
f : sup

0<ε<p−1
ε

∫

Ω

|f(x)|p−εa(x)ε dx <∞

}
,

‖f‖
L
p)
a (Ω)

:= sup
0<ε<p−1

ε
1

p−ε ‖f‖Lp−ε(Ω,aε).

(1)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç L̊
p)
a (Ω) (L

p)
0 (Ω) ïðè a ≡ 1) ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà L

p)
a (Ω),

ñîñòîÿùåå èç �óíêöèé f ∈ L
p)
a (Ω), äëÿ êîòîðûõ

lim
ε→0

ε

∫

Ω

|f(x)|p−ε[a(x)]ε dx = 0.

Ïðè a ∈ Lp(Ω) èìååò ìåñòî öåïî÷êà âëîæåíèé

Lp(Ω) ⊂ L̊p)
a (Ω) ⊂ Lp)

a (Ω) ⊂ Lp−ε1(Ω, aε1) ⊂ Lp−ε2(Ω, aε2), 0 < ε1 < ε2 < p− 1. (2)

Ïðèâåäåì ïðèìåðû �óíêöèé, ïîäòâåðæäàþùèõ ñòðîãîñòü ïåðâûõ äâóõ âëîæåíèé

â (2).

Ïðèìåð 2.1. f0(x) = x
−

1
p
(
ln
(
1
x

))
−

λ
p
, x ∈

(
0, 1e
)
.

f0 ∈L
p(0, 1/e), λ > 1;

f0 ∈L
p)
0 (0, 1/e), λ > 0;

f0 ∈L
p)(0, 1/e), λ > 0.

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ λ > 1 èìååì ‖f0‖Lp(0,1/e) =
{∫

∞

1 t−λ dt
} 1

p <∞.
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Ïðè λ = 0 ïîëó÷èì

‖f0‖Lp)(0,1/e) = sup
0<ε<p−1

{
ε

1/e∫

0

x−1+ ε
p dx

} 1
p−ε

= sup
0<ε<p−1

(
p e−

ε
p

) 1
p−ε

<∞.

Ïóñòü 0 < λ 6 1. Òîãäà

ε

1/e∫

0

|f0(x)|
p−ε dx = ε

λ
p
(p−ε)

∞∫

ε

e−yy
−

λ
p
(p−ε)

dy ∼

{
ε

λ
p
(p−ε)

, λ < 1

1− ε
ε
p , λ = 1

→ 0, ε→ 0.

Áëàãîäàðÿ ñëåäóþùåé ëåììå â äàëüíåéøåì íåêîòîðûå âûêëàäêè áóäóò ñóùåñòâåííî

óïðîùåíû.

Ëåììà 2.2. Ïóñòü a ∈ Lp(Ω). Íîðìû ‖f‖
L
p)
a (Ω)

è ‖f‖
L
p)
ca(Ω)

, ãäå c � ïîëîæèòåëüíàÿ

êîíñòàíòà, ýêâèâàëåíòíû.

Â äàëüíåéøåì, îñíîâûâàÿñü íà ëåììå 2.2, â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà a â îïðåäåëåíèè

ãðàíä-ïðîñòðàíñòâà L
p)
a (Ω) áóäåì ðàññìàòðèâàòü íåîòðèöàòåëüíûå è íåðàâíûå íóëþ ïî-

÷òè âñþäó íà Ω �óíêöèè èç êëàññà Lp(Ω) òàêèå, ÷òî

‖a‖Lp(Ω) = 1.

Ïóñòü δ ∈ (0, p−1). Â ãðàíä-ïðîñòðàíñòâå Ëåáåãà L
p)
a (Ω) êðîìå íîðìû (1) ðàññìîòðèì

åùå íîðìó

‖f‖
L
p)
a (Ω;δ)

= sup
0<ε6δ

ε
1

p−ε ‖f‖Lp−ε(Ω,aε).

Ëåììà 2.3. Ïóñòü a � âåñ èç Lp(Ω). Òîãäà íîðìû ‖f‖
L
p)
a (Ω)

è ‖f‖
L
p)
a (Ω;δ)

ýêâèâàëåíò-

íû.

⊳ Íåðàâåíñòâî ‖f‖
L
p)
a (Ω;δ)

6 ‖f‖
L
p)
a (Ω)

î÷åâèäíî. Ïóñòü δ ∈ (0, p − 1), ïîêàæåì, ÷òî

ñóùåñòâóåò ÷èñëî Cδ > 0 òàêîå, ÷òî

‖f‖
L
p)
a (Ω)

6 Cδ‖f‖Lp)
a (Ω;δ)

. (3)

Èìååì

‖f‖
L
p)
a (Ω)

= max
{
‖f‖

L
p)
a (Ω;δ)

, Bδ

}
,

ãäå

Bδ = sup
δ<ε<p−1

ε
1

p−ε ‖f‖Lp−ε(Ω,aε).

Ïðèìåíèâ íåðàâåíñòâî ��åëüäåðà ñ ïîêàçàòåëÿìè r = p−δ
p−ε > 1, r′ = p−δ

ε−δ , ïîëó÷èì

‖f‖Lp−ε(Ω,aε) =

(∫

Ω

|f |p−εaε dx

) 1
p−ε

=

(∫

Ω

|f |p−εa
δ
r aε−

δ
r dx

) 1
p−ε

6 ‖f‖Lp−δ(Ω,aδ)

(∫

Ω

ap dx

) ε−δ
(p−ε)(p−δ)

= ‖f‖Lp−δ(Ω,aδ).
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Ñëåäîâàòåëüíî,

Bδ 6 sup
δ<ε<p−1

ε
1

p−ε ‖f‖Lp−δ(Ω,aδ)

= sup
δ<ε<p−1

ε
1

p−ε δ
−

1
p−δ δ

1
p−δ ‖f‖Lp−δ(Ω,aδ) 6 (p− 1)δ

−
1

p−δ ‖f‖
L
p)
a (Ω;δ)

.

Ýòî äàåò îöåíêó (3) ñ êîíñòàíòîé

Cδ = max
{
1, (p − 1)δ

−
1

p−δ

}
. ✄

Ëåììà 2.4. Ìíîæåñòâî L
p)
a (Ω) åñòü áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî îòíîñèòåëüíî íîðìû (1).

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû ïðîâîäèòñÿ ñòàíäàðòíûìè ðàññóæäåíèÿìè. Äëÿ ïîëíîòû èç-

ëîæåíèÿ ìû ïðèâîäèì åãî â ïðèëîæåíèè.

Ëåììà 2.5. Ïðîñòðàíñòâî L̊
p)
a (Ω) çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî íîðìû (1) è, ñëåäîâàòåëü-

íî, åñòü ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà L
p)
a (Ω): L̊

p)
a (Ω)  L

p)
a (Ω).

⊳ Òîò �àêò, ÷òî L̊
p)
a (Ω)  L

p)
a (Ω) âèäíî èç ïðèìåðà 2.1. ×òîáû äîêàçàòü, ÷òî ìíî-

æåñòâî L̊
p)
a (Ω) çàìêíóòî ïî íîðìå (1), ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fk} ýëåìåíòîâ

èç L̊
p)
a (Ω), ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé �óíêöèè f . Â ñèëó âëîæåíèÿ L̊

p)
a (Ω) ⊂ L

p)
a (Ω) è

ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà L
p)
a (Ω) �óíêöèÿ f ïðèíàäëåæèò L

p)
a (Ω). Îñòàëîñü ïîêàçàòü, ÷òî

f ∈ L̊
p)
a (Ω), ò. å.

lim
ε→0

ε

∫

Ω

|f(x)|p−ε[a(x)]ε dx = 0.

Èìååì

{
ε

∫

Ω

|f(x)|p−ε[a(x)]ε dx

} 1
p−ε

6 ‖f − fk‖Lp)
a (Ω)

+

{
ε

∫

Ω

|fk(x)|
p−ε[a(x)]ε dx

} 1
p−ε

.

Ïåðâîå ñëàãàåìîå ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìàëûì äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ k â ñèëó

ïîëíîòû ïðîñòðàíñòâà L
p)
a (Ω), à âòîðîå � äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε â ñèëó òîãî, ÷òî

fk ∈ L̊
p)
a (Ω). ⊲

2.2. Ïëîòíîñòü ìíîæåñòâà ãëàäêèõ �óíêöèé

Òåîðåìà 2.6. Ïóñòü Ω ⊆ Rn, a � âåñ èç Lp(Ω), 1 < p < ∞. Òîãäà ìíîæåñòâî C∞

0 (Ω)

ïëîòíî â L̊
p)
a (Ω).

⊳ Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî ìíîæåñòâî îãðàíè÷åííûõ �óíêöèé ïëîòíî â L̊
p)
a (Ω). Ïîòîì

äîêàæåì, ÷òî ëþáóþ îãðàíè÷åííóþ �óíêöèþ ìîæíî ïðèáëèçèòü ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà

L
p)
a (Ω) áåñêîíå÷íî äè��åðåíöèðóåìûìè �èíèòíûìè �óíêöèÿìè.

1. Ïóñòü f ∈ L̊
p)
a (Ω). Íóæíî äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îãðàíè-

÷åííûõ �óíêöèé fN òàêàÿ, ÷òî

(∀ δ > 0) (∃N0) ‖f − fN‖
L
p)
a (Ω)

<
δ

2
(∀N > N0). (4)

Ïîñòðîèì òàêóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñ ïîìîùüþ ¾ñðåçîê¿ fN äàííîé �óíêöèè f :

fN(x) =

{
f(x), |f(x)| 6 N ;

0, |f(x)| > N.
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Ïî îïðåäåëåíèþ êëàññà L̊
p)
a (Ω) èìååì limε→0 ε

∫
Ω |f(x)|p−ε[a(x)]ε dx = 0. Ñëåäîâàòåëü-

íî,

(∃ ε0 > 0)

{
ε

∫

Ω

|f(x)|p−ε[a(x)]ε dx

} 1
p−ε

<
δ

2
(∀ ε 6 ε0), (5)

ãäå δ èç (4).
Òîãäà

‖f − fN‖Lp)(Ω) = sup
0<ε<p−1

{
ε

∫

EN

|f(x)|p−ε[a(x)]ε dx

} 1
p−ε

= max {δ1, δ2} ,

ãäå EN = {x ∈ Ω : |f(x)| > N} è

δ1(N) = sup
0<ε6ε0

{
ε

∫

EN

|f(x)|p−ε[a(x)]ε dx

} 1
p−ε

,

δ2(N) = sup
ε0<ε<p−1

{
ε

∫

EN

|f(x)|p−ε[a(x)]ε dx

} 1
p−ε

ñ ε0 èç (5).
Äëÿ δ1(N) â ñèëó (5) è âëîæåíèÿ EN ⊂ Ω ïîëó÷èì

δ1(N) 6 sup
0<ε6ε0



ε
∫

Ω

|f(x)|p−ε[a(x)]ε dx





1
p−ε

6
δ

2
.

Äëÿ îöåíêè âåëè÷èíû δ2(N) âîñïîëüçóåìñÿ íåðàâåíñòâîì ��åëüäåðà ñ ïîêàçàòåëåì

r = p−ε0
p−ε > 1:

δ2(N) 6 sup
ε0<ε<p−1

ε
1

p−ε

{ ∫

EN

|f(x)|p−ε0 [a(x)]ε0 dx

} 1
p−ε0

{ ∫

EN

[a(x)]p dx

} p(ε−ε0)
(p−ε0)(p−ε)

6 sup
ε0<ε<p−1

ε
1

p−ε

{ ∫

EN

|f(x)|p−ε0 [a(x)]ε0 dx

} 1
p−ε0

6 (p− 1)

{ ∫

EN

|f(x)|p−ε0 [a(x)]ε0 dx

} 1
p−ε0

.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî N0 òàêîå, ÷òî

δ2(N) 6
δ

2
(∀N > N0).

Òàêèì îáðàçîì,

‖f − fN‖Lp)(Ω) <
δ

2
(∀N > N0),

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

2. Ïóñòü òåïåðü f � îãðàíè÷åííàÿ íà Ω �óíêöèÿ èç L̊
p)
a (Ω). Ñëåäîâàòåëüíî,

f ∈ Lp−ε(Ω, aε) äëÿ ëþáîãî ε ∈ (0, p − 1). Â ñèëó ïëîòíîñòè ìíîæåñòâà C∞

0 (Ω) â Lq(Ω),
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q > 1, ìîæíî âûáðàòü �óíêöèþ ϕ ∈ C∞

0 (Ω) òàêîé, ÷òî ‖f − ϕ‖Lp−ε(Ω,aε) <
δ

2(p−1) . Òîãäà

ïîëó÷èì

‖f − ϕ‖
L
p)
a (Ω)

= sup
0<ε<p−1

ε
1

p−ε ‖f − ϕ‖Lp−ε(Ω,aε) <
δ

2
.

È, íàêîíåö,

‖f − ϕ‖
L
p)
a (Ω)

6 ‖f − fN0‖Lp)
a (Ω)

+ ‖fN0 − ϕ‖
L
p)
a (Ω)

< δ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü. ⊲

3. Ïðîñòðàíñòâî Φ

Âûäåëèì â ïðîñòðàíñòâå Øâàðöà S(Rn) ïîäïðîñòðàíñòâî

Ψ =
{
ψ : ψ ∈ S, (Djψ)(0) = 0, |j| = 0, 1, 2 . . .

}

�óíêöèé, èñ÷åçàþùèõ â íà÷àëå êîîðäèíàò âìåñòå ñî âñåìè ñâîèìè ïðîèçâîäíûìè.

�àññìîòðèì òåïåðü êëàññ Φ, äâîéñòâåííûé ê Ψ, ñîñòîÿùèé èç ïðåîáðàçîâàíèé Ôóðüå
�óíêöèé èç Ψ:

Φ =
{
ϕ : ϕ = ψ̂, ψ ∈ Ψ

}
.

Èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [4, 16℄), ÷òî êëàññ Φ ñîñòîèò èç òåõ è òîëüêî òåõ øâàðöåâñêèõ

�óíêöèé, êîòîðûå îðòîãîíàëüíû ìíîãî÷ëåíàì:

∫

Rn

xjϕ(x) dx = 0, |j| = 0, 1, 2, . . .

Â ìîíîãðà�èÿõ [4, 16℄ ïðèâåäåíî äîêàçàòåëüñòâî ïëîòíîñòè êëàññà Φ â ïðîñòðàíñòâàõ

Ëåáåãà Lp(Rn), 1 < p < ∞. Â ñëåäóþùåé òåîðåìå ìû ðàñïðîñòðàíÿåì ýòî óòâåðæäåíèå

íà L̊
p)
a (Rn).

Òåîðåìà 3.1. Êëàññ Φ ïëîòåí â ïîäïðîñòðàíñòâå L̊
p)
a (Rn) ïðîñòðàíñòâà L

p)
a (Rn),

1 < p <∞.

⊳ Ïóñòü f ∈ L̊
p)
a (Rn) è δ > 0. Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

�óíêöèé ϕN ∈ Φ òàêàÿ, ÷òî äëÿ âñÿêîãî δ > 0 íåðàâåíñòâî ‖f − ϕN‖
L
p)
a (Rn)

< δ âûïîë-

íÿåòñÿ ïðè âñåõ N , áîëüøèõ íåêîòîðîãî N0.

Òàê êàê ïî ëåììå 2.6 ìíîæåñòâî C∞

0 (Rn) ïëîòíî â L̊
p)
a (Rn), òî ñóùåñòâóåò �óíêöèÿ

f0 ∈ C∞

0 (Rn) òàêàÿ, ÷òî

‖f − f0‖Lp)
a (Rn)

<
δ

2
.

Òåïåðü îñòàëîñü ïðèáëèçèòü f0 �óíêöèÿìè èç Φ. Äëÿ ýòîãî ìû ïîñòðîèì ïîäõîäÿùóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, ðàññóæäàÿ àíàëîãè÷íî ïðèâåäåííûì â [4, ñ. 22, 23℄ è [16, 
. 42℄

ðàññóæäåíèÿì. Äëÿ f0 ∈ C∞

0 (Rn) ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü �óíêöèé

ϕN (x) = f0(x)−

∫

Rn

k(t)f0(x−Nt) dt,

ãäå k(t) � ïðîîáðàç Ôóðüå �óíêöèè 1− µ(N |x|) ∈ C∞

0 (Rn), µ(r) ≡ 1 ïðè r > 2, µ(r) ≡ 0
ïðè 0 6 r 6 1 è 0 6 µ(r) 6 1. Ôóíêöèè ϕN ïðèíàäëåæàò êëàññó Φ, è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
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{ϕN} ñõîäèòñÿ ïî íîðìå ïðîñòðàíñòâà Lp(Rn), 1 < p <∞, ê �óíêöèè f0. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñóùåñòâóåò íîìåð N0, òàêîé ÷òî

‖f0 − ϕN‖Lp(Rn) <
δ

2(p − 1)
(∀N > N0).

Ïåðåõîäÿ ê íîðìå â ïðîñòðàíñòâå L
p)
a (Rn) è ïðèìåíèâ íåðàâåíñòâî ��åëüäåðà, ïîëó÷èì

‖f0 − ϕN‖
L
p)
a (Rn)

= sup
0<ε<p−1

{
ε

∫

Rn

|f0(x)− ϕN (x)|p−ε[a(x)]ε dx

} 1
p−ε

6 sup
0<ε<p−1

ε
1

p−ε ‖f0 − ϕN‖Lp(Rn) 6
δ

2
,

÷òî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî. ⊲

4. Ïðèëîæåíèå

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.4. Âîñïîëüçóåìñÿ ñõåìîé äîêàçàòåëüñòâà èç [12℄. Ïóñòü

{fk}, k = 1, 2, . . . , � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè èç L
p)
a (Ω), ò. å. äëÿ ëþáîãî δ > 0 ñóùå-

ñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî N òàêîå, ÷òî äëÿ âñåõ k,m > N âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

‖fk − fm‖
L
p)
a (Ω)

<
δ

3
.

Èìååì

‖fk − fm‖
L
p)
a (Ω)

= sup
0<ε<p−1

ε
1

p−ε ‖fk − fm‖Lp−ε(Ω,aε) <
δ

3
.

Ñëåäîâàòåëüíî, {fk} � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Êîøè â ïðîñòðàíñòâå Lp−ε(Ω, aε) äëÿ ëþáîãî
ε ∈ (0, p − 1) è ïóñòü f åñòü åãî ïðåäåë â Lp−ε(Ω, aε).

Ïóñòü k > N . Ïî îïðåäåëåíèþ ñóïðåìóìà ñóùåñòâóåò ÷èñëî ε0, çàâèñÿùåå îò k,
0 < ε0(n) < p− 1, òàêîå, ÷òî

‖f − fk‖Lp)
a (Ω)

= sup
0<ε<p−1

ε
1

p−ε ‖f − fk‖Lp−ε(Ω,aε) 6 ε
1

p−ε0
0 ‖f − fk‖Lp−ε0 (Ω,aε0 ) +

δ

3
.

Áîëåå òîãî, ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî N1 òàêîå, ÷òî äëÿ m > N1

ε
1

p−ε0
0 ‖f − fm‖Lp−ε0 (Ω,aε0 ) +

δ

3
.

Ïîýòîìó

‖f − fk‖Lp)
a (Ω)

6 ε
1

p−ε0
0 ‖fm − fk‖Lp−ε0 (Ω,aε0 )

+ε
1

p−ε0
0 ‖fm − f‖Lp−ε0 (Ω,aε0 ) +

δ

3
6
δ

3
+
δ

3
+
δ

3
= δ.

Òàêèì îáðàçîì,

‖f − fk‖Lp)
a (Ω)

< δ

äëÿ ëþáîãî k > N .

Àâòîð âûðàæàåò áëàãîäàðíîñòü ïðî�åññîðó Ñ. �. Ñàìêî çà ïîëåçíîå îáñóæäåíèå ðåçóëüòàòîâ

ðàáîòû è ðåöåíçåíòó çà çàìå÷àíèÿ ê ïåðâîíà÷àëüíîìó òåêñòó ñòàòüè.
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DENSENESS OF THE LIZORKIN SPACE IN GRAND LEBESGUE SPACES

Umarkhadzhiev S. M.

Denseness of the Lizorkin spa
e in some subspa
e of a grand Lebesgue spa
e on an open set Ω ⊆ Rn
is

proved.

Key words: Grand Lebesgue spa
e, Lizorkin spa
e, denseness of in�nitely di�erentiable fun
tions.


