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m4C,noCPprq#s,t#urvrq
w'xzyPx|{�}�~�}���}z��}��,x|���r}�{�}6�����1��������{�����x|{�{������������6�_xz��x|{�����}�����{�����������}���{�x|{�������������{�������������������},��������z������{�{����	�R�������6��������x|{���}��	�����,���z������x|{�}�����{��������l�#����{�}���������}�~�}�{�}P����{�x|��{����z���������|��},��xz�Pxz�z����x|{�{��F �z�����z����x|{�{��F R~|{�}z��x|{������
¡f¢	£l¤'¥�¦�§8¥©¨�¢	ª�¦�«#¬A����}�x|��}��c~�}���}z��}��	����xz��}������­��������{������®�����6�_xz��x|{�����������}�{������'����xz��}������¯w	���r}�{�}®°±6��������������������xz��}������R²P}����������
@rCP³©ur´�µ�q	¶_urvr·Fq¸t#q#sPq#¹_º�C ]¼»	½	¾�¿�À	Á#Â�Ãr¿

0 < x < 1
ÀrÂ�Ä�Ä�Å,Æ�¾�À	»2ÅÈÇ�ÀrÂ�Á�½2¿�½	»2¿

m∑

j=1

βj∂
αj

0xu(x) + λu(x) = f(x), ÉzÊ�Ë
Ì�Í ¿ αj ∈]1, 2[, λ, βj ∈ R Î β1 > 0, α1 > α2 > · · · > αm, ∂

γ
0xu(x) Ï À2¿ Ì Ç�Ã2Ð'À	»	Ñ�Æ�Á#Â�½	½rÂ�Ð Í À2Æ�Ò�½rÂ�Ð

Ó À2Æ�»	Ñ�Á�Æ Í ½rÂ�Ð É Ó À2Æ�»	Ñ�Á�Æ Í ½rÂ�Ð�[hÂ Ó Ç�¾�Æ Ë®ÔÕÊ�Î	Ö�×�Ê�Ê�ØÚÙ
∂γ0xu(x) = Dγ−n

0x u(n)(x), n− 1 < γ 6 n, ÉÜÛ�Ë
Ì�Í ¿ Dγ

0x Ï Æ Ó ¿�ÀrÂ�¾�Æ�À Í À2Æ�Ò�½2Æ Ì ÆR»	½	¾�¿ Ì À2Æ�Ý Í »2ÞhÞh¿�À2¿�½	ß	»	À2Æ�Á#Â�½	»	Ð Ó Æ�À#Ð Í2à Â γ ÁRÄ�Å6álÄ�Ãr¿�d,»2ÅPÂ�½rÂ ÏTK»	Ç�Á�»'Ã	Ã2Ð ÔÕÊ�Î	Ö�×2â�Ø Ó Æ Ó ¿�À2¿�Å,¿�½	½2Æ�ã x Î Æ Ó À2¿ Í ¿�Ã2Ð	¿�Å6á1ãoÀrÂ�Á�¿�½2Ä�¾�Á�Æ�Å Ù

Dγ
0xu(x) =





1
Γ(−γ)

x∫
0

u(t)(x− t)−γ−1 dt, γ < 0,

u(x), γ = 0,

dn

dxnD
γ−n
0x u(t), n− 1 < γ 6 n, n ∈ N.

d6Â�Ò�Æ�¾�Â Ô Û�Ø » Ì ÀrÂ�¿�¾äÁ#Â�åc½	Ç�æçÀ2Æ�Ã2èäÁ©»2Ä�Ä�Ãr¿ Í Æ�Á#Â�½	»	Ð�é Î Ó Æ�Ä�Á�Ð'ê­¿�½	½	á8é Í »2ÞhÞh¿�À2¿�½	ß	»rÂ�Ã2è�½	álÅÇ�ÀrÂ�Á�½2¿�½	»	Ð	Å Í À2Æ�Ò�½2Æ Ì Æ Ó Æ�À#Ð Í2à Â × ]XÀrÂ�Ò�Æ�¾�Â�é Ô ë'Î_ì�Ø Ò�á8Ã2»í»	Ñ�Ç�î2¿�½	áçÃ2»	½2¿�ã	½	ál¿ Í »2ÞhÞh¿�À2¿�½	ß	»'ÝÂ�Ã2è�½	ál¿­Ç�ÀrÂ�Á�½2¿�½	»	Ð Í À2Æ�Ò�½2Æ Ì Æ Ó Æ�À#Ð Í2à Â × [®ÀrÂ�¿�Á#Â�Ð�Ñ�Â Í Â�îrÂ Í Ã2Ð�Æ�Ò�á à ½2Æ�Á�¿�½	½2Æ Ì Æ Í »2ÞhÞh¿�À2¿�½	ß	»'ÝÂ�Ã2è�½2Æ Ì ÆïÇ�ÀrÂ�Á�½2¿�½	»	Ð¸Á�¾�Æ�À2Æ Ì Æ Ó Æ�À#Ð Í2à Â Î Ä�Æ Í ¿�À	å­Â�ê­¿ Ì Æ Ì À	Ç Ó	Ó Ç�Å_Ã�Â Í2ð »'é�î'Ãr¿�½2Æ�ÁäÄ Ó À2Æ�»	Ñ�Á�Æ Í Ý½	álÅ6»íd,»2ÅPÂ�½rÂ Ï TK»	Ç�Á�»'Ã	Ã2Ð Î »2Ä�Ä�Ãr¿ Í Æ�Á#Â�Ã�Â�Ä�è¸Á�ÀrÂ�Ò�Æ�¾�¿ Ô ñ�ØÚ× ]òÅ,Æ�½2Æ Ì ÀrÂ�ÞK»	» ÔÕÊ�Î Ä ×�Ê�Û�ó�Ø Í Â�½	áÓ Æ�Ä�¾�Â�½2Æ�Á à »`Á�» Í Æ�»	Ñ�Å,¿�½2¿�½	½	á8éSÑ�Â Í Â�îô[KÆ ð »S»SLK¿�ã2ÅPÂ�½rÂ Í Ã2ÐõÇ�ÀrÂ�Á�½2¿�½	»	ÐöÁ�¾�Æ�À2Æ Ì Æ Ó Æ�À#Ð Í2à ÂÄ Í À2Æ�Ò�½2Æ�ã Ó À2Æ�»	Ñ�Á�Æ Í ½2Æ�ã Ó Æ�À#Ð Í2à Â α ∈]1, 2[. ]ÈÀrÂ�Ò�Æ�¾�Â�é Ô ÷�ø'ù�Ø »2Ä�Ä�Ãr¿ Í Æ�Á#Â�Ã2»2Ä�ècÃ2»	½2¿�ã	½	ál¿KÆ�Ò�á à Ý½2Æ�Á�¿�½	½	ál¿ Í »2ÞhÞh¿�À2¿�½	ß	»rÂ�Ã2è�½	ál¿fÇ�ÀrÂ�Á�½2¿�½	»	Ð Í À2Æ�Ò�½2Æ Ì Æ Ó Æ�À#Ð Í2à Â!Ä Ó Æ�Ä�¾�Æ�Ð'½	½	álÅ6» à Æ�ú�ÞhÞK»	ß	»2¿�½'Ý¾�Â�Å6» × Wf¾�½2Æ�Ä�»	¾�¿�Ã2è�½2Æû»	Ñ�ÃrÆ�å!¿�½	»	Ð�À2¿�Ñ�Ç�Ã2è�¾�Â�¾�Æ�Áï»¸Ò�»2Ò�Ã2»2Æ Ì ÀrÂ�ÞK»	»�ÀrÂ�Ò�Æ�¾ Î Ä�Á�Ð'Ñ�Â�½	½	á8é�ÄKÃ2»	½2¿�ã'Ý½	álÅ6» Í »2ÞhÞh¿�À2¿�½	ß	»rÂ�Ã2è�½	álÅ6»ÈÇ�ÀrÂ�Á�½2¿�½	»	Ð	Å6» Í À2Æ�Ò�½2Æ Ì Æ Ó Æ�À#Ð Í2à Â Î Ç à Â�å!¿�ÅòÀrÂ�Ò�Æ�¾�á Ô â�Ø » ÔÕÊ�ó�ØÚ×
ü
© ý�þ�ÿ�� ��}���~z����}�±8�����
1 w	}�������}F���F������{�x|{�}F����������{�}�{��z�����������z����xz������x�w'���z�|�����z�������_�_��{���}�����{���}��2x|{���}�����{��F 6���z�|��xÚ������}�{������������xz����� ÿ�� � þ�ÿ � þ�þ	�
��ý �
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IhÃ2Ð=Ç�ÀrÂ�Á�½2¿�½	»	Ð ÉzÊ�Ë À2¿ ð ¿�½rÂhÑ�Â Í Â�îrÂ®IU»	À	»'é�Ãr¿RÅ,¿�¾�Æ Í Æ�Å\ÞKÇ�½ à ß	»	»û^FÀ	»	½rÂKÁUÀrÂ�Ò�Æ�¾�¿ ÔÕÊ�Ê�ØÚÎ ¾�Â à å!¿½rÂ�ã Í ¿�½2ÆcÇ�Ä�ÃrÆ�Á�»2¿UÆ Í ½2Æ�Ñ�½rÂ�î	½2Æ�ã�ÀrÂ�Ñ�À2¿ ð »2Å,Æ�Ä�¾�» ÔÕÊ�Û�ØÚ×a®½	¾�¿�À2¿�Ä à »2Ä�Ä�Ãr¿ Í Æ�Á#Â�½	»	æSÇ�ÀrÂ�Á�½2¿�½	»	ã Í À2Æ�Ò�½2Æ Ì Æ Ó Æ�À#Ð Í2à ÂUÄ�¾�»2Å6Ç�Ã2»	À	Ç�¿�¾�Ä�Ð Ó ÀrÂ à ¾�»	î2¿�Ä à »2Å6»
Ó À	»'ÃrÆ�å!¿�½	»	Ð	Å6» Î à Æ�¾�Æ�À	ál¿oÆ�Ò�½rÂ�À	Ç�åc»	Á#Â�æR¾�Ä�ÐÈÁ ÞK»	Ñ�» à ¿©»ÈÅPÂ�¾�¿�ÅPÂ�¾�»	î2¿�Ä à Æ�ÅçÅ,Æ Í ¿�Ã2»	À2Æ�Á#Â�½	»	»ÞKÀrÂ à ¾�Â�Ã2è�½	á8éäÄ�À2¿ Í ÔÕÊ�Î	Ö�×�Ê�ì#â�ØÚÎFÔÕÊ�ë�ø�Ê�ñ�ØÚ×] Í Â�½	½2Æ�ãïÀrÂ�Ò�Æ�¾�¿ Í Æ à Â�Ñ�Â�½rÂ­¾�¿�Æ�À2¿�ÅPÂ­Ä�Ç�ê­¿�Ä�¾�Á�Æ�Á#Â�½	»	Ðï»©¿ Í »	½2Ä�¾�Á�¿�½	½2Æ�Ä�¾�»äÀ2¿ ð ¿�½	»	ÐïÑ�Â Í Â�î	»LK¿�ã2ÅPÂ�½rÂ Î Ó Æ�Ã2Ç�î2¿�½2Æ­Ð'Á�½2Æ�¿ Ó À2¿ Í Ä�¾�Â�Á�Ãr¿�½	»2¿hÀ2¿ ð ¿�½	»	Ðû»2Ä�Ä�Ãr¿ Í Ç�¿�Å,Æ�ãäÑ�Â Í Â�î	»ä» Ó Æ�Ä�¾�À2Æ�¿�½rÂ­Ä�Æ�Æ�¾�ÝÁ�¿�¾�Ä�¾�Á�Ç�æRêcÂ�ÐïÞKÇ�½ à ß	»	Ðï^FÀ	»	½rÂ × I!Æ à Â�Ñ�Â�½2Æ Î î	¾�Æ­»2Ä�Ä�Ãr¿ Í Ç�¿�ÅPÂ�ÐïÑ�Â Í Â�îrÂ­ÀrÂ�Ñ�À2¿ ð »2ÅPÂ Ó À	»ïÃ2æ®Ò�Æ�ÅÓ Â�ÀrÂ�Å,¿�¾�À2¿ λ ∈ R Î Ñ�Â!»2Ä à Ã2æRî2¿�½	»2¿�Å Î Ò�á1¾�è¯Å,Æ�å!¿�¾ Î à Æ�½2¿�î	½2Æ Ì Æ¯î	»2Ä�Ã�Â­Ñ�½rÂ�î2¿�½	»	ã Ó Â�ÀrÂ�Å,¿�¾�ÀrÂ ×	�

������������������
���
��� !
"� Ç�ÀrÂ�Á�½2¿�½	»	Ð ÉzÊ�Ë ½rÂ�Ñ�Æ�Á�¿�ÅXÞKÇ�½ à ß	»	æ u = u(x),

»2Å,¿�æRê!Ç�æ Â�Ò�Ä�Æ�Ý
Ã2æR¾�½2Æc½2¿ Ó À2¿�À	á1Á�½	Ç�æ Ó À2Æ�»	Ñ�Á�Æ Í ½	Ç�æ Ó ¿�À	Á�Æ Ì Æ Ó Æ�À#Ð Í2à Âc½rÂcÆ�¾�À2¿�Ñ à ¿ Ô ó'ÎÕÊ�Ø »©Ç Í Æ�Á�Ãr¿�¾�Á�Æ�À#Ð'æRê!Ç�æÇ�ÀrÂ�Á�½2¿�½	»	æ ÉzÊ�Ë Í Ã2ÐïÁ�Ä�¿�é x ∈]0, 1[ ×#�$&%'$)()$+*ULhÂ�ã	¾�»MÀ2¿ Ì Ç�Ã2Ð'À	½2Æ�¿\À2¿ ð ¿�½	»2¿\Ç�ÀrÂ�Á�½2¿�½	»	Ð ÉzÊ�Ë Á¼»	½	¾�¿�À	Á#Â�Ãr¿ ]0, 1[ Î Ç Í Æ�Á�Ãr¿�¾�Á�Æ�ÝÀ#Ð'æRê­¿�¿KÇ�Ä�ÃrÆ�Á�»	Ð	Å

u′(0) = a, u′(1) = b, ÉÜë�Ë
Ì�Í ¿ a Î b Ï Ñ�Â Í Â�½	½	ál¿ Ó Æ�Ä�¾�Æ�Ð'½	½	ál¿ ×

, C�-c´�¶_urvr¶_u!.0/21�t43�576'µ�q	µ�C d6Â�Ä�Ä�Å,Æ�¾�À	»2Å¼ÞKÇ�½ à ß	»	æ ÔÕÊ�Û�Ø
G (x, t) =

1

β1

(
H(x− t)Gα1

m (x− t)−Gα1−1
m (1− t)

1 + ν1G
α1+1
m (x)

ν1G
α1
m (1)

)
, É ì�Ë

Ì�Í ¿ Ô ù�Ø

Gµ
m(x) = Gµ

m(x; ν1, . . . , νm; γ1, . . . , γm) ≡
∞∫

0

e−t
S
µ
m(x; ν1t, . . . , νmt; γ1, . . . , γm) dt, ÉÜñ�Ë

ν1 = − λ

β1
, νj = −βj

β1
, γ1 = α1, γj = α1 − αj (j = 2, . . . ,m), ÉÜ÷�Ë

S
µ
m(x; z1, . . . , zm; γ1, . . . , γm) = (h1 ∗ h2 ∗ · · · ∗ hm)(x), É98�Ë

(g ∗ h)(x) =
x∫

0

g(x− t)h(t) dt Ï Ä�Á�¿�À	¾ à ÂcTUÂ Ó Ã�Â�Ä�Â=ÞKÇ�½ à ß	»	ã g(x) » h(x) Î

hj = hj(x) ≡ xµj−1φ(γj , µj ; zjx
γj ),

φ(a, b; z) =
∞∑

k=0

zk

k!Γ(ak + b)
Ï ÞKÇ�½ à ß	»	Ð©d6Â�ã	¾�Â ÔÕÊ�÷�Ø;:

x > 0, zi ∈ R, γj > 0, µj > 0, µ =

m∑

j=1

µj, ÉÜù�Ë

H(x− t) =

{
1, x > t,

0, x < t
Ï ÞKÇ�½ à ß	»	Ð=<®¿�Á�»2Ä�Â�ã Í Â ×

IhÃ2ÐäÞKÇ�½ à ß	»	» Gµ
m(x)

Ä Ó ÀrÂ�Á�¿ Í Ã2»	Á�áôÀrÂ�Á�¿�½2Ä�¾�Á#Â Ô 8�Îrù�ØÚÙ
Gµ

m(x) = O(xµ−1) Ó À	» x→ 0, ÉÜâ�Ë



Û�ì � ���A
 - 
���� 7��c7
Dν

0xG
µ
m(x) = Gµ−ν

m (x),
¿�Ä�Ã2»

µ > ν, ÉzÊ�ó�Ë
Gµ

m(x)−
m∑

i=1

νiD
−γi
0x Gµ

m(x) =
xµ−1

Γ(µ)
. ÉzÊ�Ê�Ë

]¼îrÂ�Ä�¾�½2Æ�Ä�¾�» Î »	Ñ ÉzÊ�Ê�Ë Ä�Ãr¿ Í Ç�¿�¾¯ÞhÆ�À2Å6Ç�Ã�Â
m∑

j=1

βjG
µ−αj
m (x) + λGµ

m(x) =
β1x

µ−α1−1

Γ(µ− α1)
. ÉzÊ�Û�Ë

��1#u!/21��RqÈ@rC
1) �  2���
	 f(x) ∈ C]0, 1]

0#"��|��������
��2���c
c
��#���

f(x) = Dα1−2
0x g(x), g(x) ∈ L[0, 1],

�ä
�/10 - �	$A��$ -  2��� - 
��A�
ν1G

α1
m (1) 6= 0. ÉzÊ�ë�Ë

+�-�� ���û�z ��¯������
� 2���K"�� �  �����"�$ - �8"���
¯��$	�A�R
����������
(1)
*
(3)
* � - � - " - �R�2�������U
��#�

u(x) =

1∫

0

G (x, t)f(t) dt+ a

[
m∑

j=1

βjD
αj−2
1t G (x, t)

]

t=0

− b

[
m∑

j=1

βjD
αj−2
1t G (x, t)

]

t=1

. ÉzÊ�ì�Ë

2) � ��
¯��$	�A��
���������� (1)
*
(3)

�|���	$A����
'��$	$ - � -�� ���\�M� - ��	�� - � -�� ��� * � -�� ���\
�/10 - �	$�������� �
 2��� - 
��A�

(13)
7

C
IhÃ2Ð Í Æ à Â�Ñ�Â�¾�¿�Ã2è�Ä�¾�Á#Â©¾�¿�Æ�À2¿�Å6á Ó Æ à Â�å!¿�ÅôÄ Ó ÀrÂ�Á�¿ Í Ã2»	Á�Æ�Ä�¾�è�Ä�Ãr¿ Í Ç�æRê!»'é¸Ä�Á�Æ�ã2Ä�¾�ÁäÞKÇ�½ à Ýß	»	»

G (x, t).

Ê�× Dα1−2
1x G (x, t) ∈ C(Ω), Ω = {(x, t) : 0 < x < 1, 0 < t < 1}.� Ó ÀrÂ�Á�¿ Í Ã2»	Á�Æ�Ä�¾�èûú�¾�Æ Ì Æ=Ä�Á�Æ�ã2Ä�¾�Á#Â=Ä�Ãr¿ Í Ç�¿�¾¯»	Ñ Ó À2¿ Í Ä�¾�Â�Á�Ãr¿�½	»	Ð É ì�Ë »äÞhÆ�À2Å6Ç�Ã ÉÜâ�Ë » ÉzÊ�ó�Ë�×

Û'× G (x, t)
Ç Í Æ�Á�Ãr¿�¾�Á�Æ�À#Ð	¿�¾ûÄ�Æ�Æ�¾�½2Æ ð ¿�½	»	æ

lim
δ→0

[
m∑

j=1

βjD
αj−1
1t G (x, t)

∣∣∣∣
t=x+δ

−
m∑

j=1

βjD
αj−1
1t G (x, t)

∣∣∣∣
t=x−δ

]
= 1.

I!¿�ã2Ä�¾�Á�»	¾�¿�Ã2è�½2Æ Î Á=Ä�»'Ã2Ç É ì�Ë » Î Ó À	»	½	»2ÅPÂ�ÐäÁ�Æ­Á�½	»2ÅPÂ�½	»2¿ ÉÜâ�ËÜøAÉzÊ�Ê�Ë�Î Ó Æ�Ã2Ç�î	»2Å

− lim
δ→0

m∑

j=1

βj
β1
G

α1−αj
m (1− x+ δ)

1 + ν1G
α1+1
m (x)

ν1G
α1
m (1)

− lim
δ→0

m∑

j=1

βj
β1
G

α1−αj+1
m (δ)

+ lim
δ→0

m∑

j=1

βj
β1
G

α1−αj
m (1− x− δ)

1 + ν1G
α1+1
m (x)

ν1G
α1
m (1)

= lim
δ→0

m∑

j=1

νjG
α1−αj+1
m (δ) = 1.

ë'× j®À	»oÞK» à Ä�»	À2Æ�Á#Â�½	½2Æ�ÅÈÑ�½rÂ�î2¿�½	»	» x Î ÞKÇ�½ à ß	»	Ð G (x, t)
Ð'Á�Ã2Ð	¿�¾�Ä�Ð©À2¿ ð ¿�½	»2¿�ÅÈÇ�ÀrÂ�Á�½2¿�½	»	Ð

m∑

j=1

βjD
αj

1t G (x, t) + λG (x, t) = 0 ÉzÊ�ñ�Ë
Á=»	½	¾�¿�À	Á#Â�Ã�Â�é

(0, x)
»
(x, 1).
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� Ç�î2¿�¾�Æ�Å ÉÜâ�ËÜøAÉzÊ�Û�Ë Ó Æ�Ã2Ç�îrÂ�¿�Å

m∑

j=1

βj
β1
D

αj

1t

[
H(x− t)Gα1

m (x− t)−Gα1−1
m (1− t)

1 + ν1G
α1+1
m (x)

ν1G
α1
m (1)

]

+
λ

β1

[
H(x− t)Gα1

m (x− t)−Gα1−1
m (1− t)

1 + ν1G
α1+1
m (x)

ν1G
α1
m (1)

]

= H(x− t)

( m∑

j=1

βj
β1
G

α1−αj
m (x− t) +

λ

β1
Gα1

m (x− t)

)

− 1 + ν1G
α1+1
m (x)

ν1G
α1
m (1)

( m∑

j=1

βj
β1
G

α1−αj−1
m (1− t) +

λ

β1
Gα1−1

m (1− t)

)
= 0.

ì2× G (x, t)
Ç Í Æ�Á�Ãr¿�¾�Á�Æ�À#Ð	¿�¾ à ÀrÂ�¿�Á�álÅÈÇ�Ä�ÃrÆ�Á�»	Ð	Å
[

m∑

j=1

βjD
αj−1
1t G (x, t)

]

t=1

= 0,

[
m∑

j=1

βjD
αj−1
1t G (x, t)

]

t=0

= 0.

I!¿�ã2Ä�¾�Á�»	¾�¿�Ã2è�½2Æ Î Ç�î	»	¾�á1Á#Â�ÐäÞhÆ�À2Å6Ç�Ã2á ÉÜâ�Ë » ÉzÊ�Û�Ë�Î »2Å,¿�¿�Å
[

m∑

j=1

βj
β1

(
H(x− t)G

α1−αj+1
m (x− t)−G

α1−αj
m (1− t)

1 + ν1G
α1+1
m (x)

ν1G
α1
m (1)

)]

t=1

= −1 + ν1G
α1+1
m (x)

ν1G
α1
m (1)

m∑

j=1

βj
β1
G

α1−αj
m (0) = 0

»
[

m∑

j=1

βj
β1

(
H(x− t)G

α1−αj+1
m (x− t)−G

α1−αj
m (1− t)

1 + ν1G
α1+1
m (x)

ν1G
α1
m (1)

)]

t=0

=
m∑

j=1

βj
β1
G

α1−αj+1
m (x)− 1 + ν1G

α1+1
m (x)

ν1G
α1
m (1)

m∑

j=1

βj
β1
G

α1−αj
m (1) = 0.

bUÇ�½ à ß	»	æ
G (x, t)

½rÂ�Ñ�Æ�Á�¿�ÅÈÞKÇ�½ à ß	»2¿�ão^FÀ	»	½rÂ­Ñ�Â Í Â�î	» ÉzÊ�ËÜøAÉÜë�Ë�×
� ¿ Ó ¿�À	è Ó Æ à Â�å!¿�Å Î î	¾�ÆKÀ2¿ ð ¿�½	»2¿fÑ�Â Í Â�î	» ÉzÊ�ËÜøAÉÜë�Ë Ò�Ç Í ¿�¾h»2Å,¿�¾�è!Á�» Í ÉzÊ�ì�Ë�× GFÂ�Å,¿�½	»	Á!ÁhÇ�ÀrÂ�Á�½2¿�Ý½	»	» ÉzÊ�Ë x ½rÂ t »ïÇ'Å6½2Æ�åc»	Á=Æ�Ò�¿RîrÂ�Ä�¾�»ïÇ�ÀrÂ�Á�½2¿�½	»	Ðï½rÂUÞKÇ�½ à ß	»	æ G = G (x, t), Ó À2Æ�»	½	¾�¿ Ì À	»	À	Ç�¿�ÅÆ�¾
0 Í Æ 1 Ó Æ Ó ¿�À2¿�Å,¿�½	½2Æ�ã t, Ä�î	»	¾�Â�Ð Ó ¿�À2¿�Å,¿�½	½	Ç�æ x

ÞK» à Ä�»	À2Æ�Á#Â�½	½2Æ�ã Î
1∫

0

G (x, t)

m∑

j=1

βj∂
αj

0t u(t) dt+ λ

1∫

0

G (x, t)u(t) dt =

1∫

0

G (x, t)f(t) dt.

]8Æ�Ä Ó Æ�Ã2è�Ñ�Æ�Á#Â�Á ð »2Ä�è Ä�Æ�Æ�¾�½2Æ ð ¿�½	»2¿�Å ÉÜÛ�Ë »ÈÞhÆ�À2Å6Ç�ÃrÆ�ã Í À2Æ�Ò�½2Æ Ì Æ¸»	½	¾�¿ Ì À	»	À2Æ�Á#Â�½	»	Ð Ó Æ�îrÂ�Ä�¾�Ð	Å
ÔÕÊ 8�Î Ä ×FÊ�ñ�Ø

1∫

0

g(s)Dγ
0sh(s) ds =

1∫

0

h(s)Dγ
1sg(s) ds (γ 6 0),

Ó Æ�Ã2Ç�îrÂ�¿�Å
1∫

0

u′′(t)
m∑

j=1

βjD
αj−2
1t G (x, t)dt+ λ

1∫

0

G (x, t)u(t)dt =

1∫

0

G (x, t)f(t)dt. ÉzÊ�÷�Ë
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j®À2Æ�»	½	¾�¿ Ì À	»	À	Ç�¿�Å Ó ÆcîrÂ�Ä�¾�Ð	Å Ó ¿�À	Á�Æ�¿UÄ�Ã�Â Ì Â�¿�Å,Æ�¿hÀrÂ�Á�¿�½2Ä�¾�Á#Â ÉzÊ�÷�Ë�Ù

1∫

0

u′′(t)
m∑

j=1

βjD
αj−2
1t G (x, t) dt = u′(t)

m∑

j=1

βjD
αj−2
1t G (x, t)

∣∣∣
1

0
−

1∫

0

u′(t)
m∑

j=1

βjD
αj−1
1t G (x, t) dt.

d6Â�Ñ�Ò�»	Á Ó À2Æ�Å,¿�åcÇ�¾�Æ à »	½	¾�¿ Ì À	»	À2Æ�Á#Â�½	»	Ð©½rÂ Í Á�¿RîrÂ�Ä�¾�»©»ïÇ�î	»	¾�á1Á#Â�Ð©Ä�Á�Æ�ã2Ä�¾�Á#Â Û » ì2Î »	Ñ Ó Æ�Ä�Ãr¿ Í Ý½2¿ Ì ÆcÁ�á1ÀrÂ�å!¿�½	»	Ðo»2Å,¿�¿�Å Ù

u′(t)
m∑

j=1

βjD
αj−2
1t G (x, t)

∣∣∣
1

0
−
( x∫

0

u′(t)
m∑

j=1

βjD
αj−1
1t G (x, t) dt

+

1∫

x

u′(t)
m∑

j=1

βjD
αj−1
1t G (x, t) dt

)
=

[
u′(t)

m∑

j=1

βjD
αj−2
1t G (x, t)

]

t=1

−
[
u′(t)

m∑

j=1

βjD
αj−2
1t G (x, t)

]

t=0

+ u(x) +

1∫

0

u(t)

m∑

j=1

βjD
αj

1t G (x, t) dt.

jKÆ�Ã2Ç�î2¿�½	½2Æ�¿hÀrÂ�Á�¿�½2Ä�¾�Á�Æ Ó Æ Í Ä�¾�Â�Á�Ã2Ð	¿�Å ÁcÀrÂ�Á�¿�½2Ä�¾�Á�Æ ÉzÊ�÷�Ë
[
u′(t)

m∑

j=1

βjD
αj−2
1t G (x, t)

]

t=1

−
[
u′(t)

m∑

j=1

βjD
αj−2
1t G (x, t)

]

t=0

+u(x) +

1∫

0

u(t)
m∑

j=1

βjD
αj

1t G (x, t)dt+ λ

1∫

0

G (x, t)u(t)dt =

1∫

0

G (x, t)f(t)dt,

Æ�¾ à Ç Í Â Î Ç�î	»	¾�á1Á#Â�Ð ÉzÊ�ñ�Ë�Î Ó À	»'é#Æ Í »2Å à ÞhÆ�À2Å6Ç�Ãr¿ ÉzÊ�ì�Ë�× � Â à »2ÅíÆ�Ò�ÀrÂ�Ñ�Æ�Å Î Í Æ à Â�Ñ�Â�½2Æ Î î	¾�Æ!¿�Ä�Ã2»ûÑ�Â�ÝÍ Â�îrÂ ÉzÊ�ËÜøAÉÜë�Ë »2Å,¿�¿�¾UÀ2¿ ð ¿�½	»2¿ Î ¾�ÆUÆ�½2Æ Ó À2¿ Í Ä�¾�Â�Á�»2Å,ÆUÁUÁ�» Í ¿ ÉzÊ�ì�Ë�× Wf¾�Ä�æ Í ÂKÁhîrÂ�Ä�¾�½2Æ�Ä�¾�»ïÄ�Ãr¿ Í Ç�¿�¾¿ Í »	½2Ä�¾�Á�¿�½	½2Æ�Ä�¾�èûÀ2¿ ð ¿�½	»	Ð Ó À	»äÁ�á Ó Æ�Ã2½2¿�½	»	»oÇ�Ä�ÃrÆ�Á�»	Ð ÉzÊ�ë�Ë�×
� ¿ Ó ¿�À	è Ó Æ à Â�å!¿�Å Î î	¾�ÆcÞKÇ�½ à ß	»	Ð ÉzÊ�ì�Ë Ð'Á�Ã2Ð	¿�¾�Ä�ÐäÀ2¿ ð ¿�½	»2¿�Å Ñ�Â Í Â�î	» ÉzÊ�ËÜøAÉÜë�Ë�× b!Æ�À2Å6Ç�Ã2Ç ÉzÊ�ì�ËÅ,Æ�åc½2Æ Ó ¿�À2¿ Ó »2Ä�Â�¾�è¯ÁcÁ�» Í ¿

u(x) = au1(x)− bu2(x)− u3(x) + u4(x),

Ì�Í ¿
u1(x) =

[
m∑

j=1

βjD
αj−2
1t G (x, t)

]

t=0

, u2(x) =

[
m∑

j=1

βjD
αj−2
1t G (x, t)

]

t=1

,

u3(x) =
1 + ν1G

α1+1
m (x)

β1ν1G
α1
m (1)

1∫

0

f(t)Gα1−1
m (1− t) dt, u4(x) =

1

β1

x∫

0

f(t)Gα1
m (x− t) dt.

i î	»	¾�á1Á#Â�Ð©ÀrÂ�Á�¿�½2Ä�¾�Á#Â ÉÜâ�ËÜøAÉzÊ�Û�Ë�Î Ó Æ�Ã2Ç�îrÂ�¿�Å

u1(x) = x+ ν1G
α1+2
m (x)−

(
1 + ν1G

α1+1
m (x)

) (
1 + ν1G

α1+1
m (1)

)

ν1G
α1
m (1)

,

u2(x) =
1 + ν1G

α1+1
m (x)

ν1G
α1
m (1)

.
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a®Ñ ÉzÊ�Û�Ë Ä�Ãr¿ Í Ç�¿�¾ Î î	¾�Æ à Â�å Í Â�Ðû»	Ñ®ÞKÇ�½ à ß	»	ã u1(x), u2(x), u3(x) Ç Í Æ�Á�Ãr¿�¾�Á�Æ�À#Ð'æR¾cÆ Í ½2Æ�À2Æ Í ½2Æ�Å6ÇÇ�ÀrÂ�Á�½2¿�½	»	æ

(
m∑

j=1

βj∂
αj

0x + λ

)
ui(x) = 0, i = 1, 2, 3.

��Æ�Æ�¾�½2Æ ð ¿�½	»	Ð ÉÜâ�Ë�Î�ÉzÊ�ó�Ë » ÉzÊ�Ê�Ë Ó Æ à Â�Ñ�á1Á#Â�æR¾ûÁ�á Ó Æ�Ã2½2¿�½	»2¿ à ÀrÂ�¿�Á�á8é©Ç�Ä�ÃrÆ�Á�»	ã ÉÜë�Ë�×IhÃ2Ð©Ñ�Â�Á�¿�À ð ¿�½	»	Ð Í Æ à Â�Ñ�Â�¾�¿�Ã2è�Ä�¾�Á#Â¯Æ�Ä�¾�Â�¿�¾�Ä�Ð Ó Æ à Â�Ñ�Â�¾�è Î î	¾�Æ
(

m∑

j=1

βj∂
αj

0x + λ

)
u4(x) = f(x). ÉzÊ 8�Ë

aKÅ,¿�Ð©Á�Á�» Í Ç ÉÜâ�Ë »
m∑

i=2

νiG
γi+µ
m (x) = Gµ

m(x)− ν1G
α1+µ
m (x)− xµ−1

Γ(µ)
,

É Ä�Å ×_ÉzÊ�ó�Ë » ÉzÊ�Ê�Ë�Ë�Î Âc¾�Â à å!¿!Ñ�Â à Æ�½ à Æ�Å Ó Æ�Ñ�»	ß	»	»�Æ Ó ¿�ÀrÂ�¾�Æ�À2Æ�Á Í À2Æ�Ò�½2Æ Ì Æ¯»	½	¾�¿ Ì À2Æ�Ý Í »2ÞhÞh¿�À2¿�½	ß	»'ÝÀ2Æ�Á#Â�½	»	Ð ÔÕÊ�Î Ä ×2ù48�ØÚÎ Ó Æ�Ã2Ç�îrÂ�¿�Å
m∑

i=1

βi
β1
∂αi
0x

x∫

0

f(t)Gα1
m (x− t)dt =

d

dx

m∑

i=1

βi
β1
Dαi−α1

0x

( x∫

0

Dα1−2
0x g(t)G1

m(x− t) dt

)

=
d

dx

m∑

i=1

βi
β1
Dαi−α1

0x

x∫

0

f(t)G1
m(x− t)dt =

d

dx

x∫

0

f(t)
(
ν1G

α1+1
m (x− t) + 1

)
dt

=
−λ
β1

x∫

0

f(t)Gα1
m (x− t) dt+ f(x),

Æ�¾ à Ç Í ÂcÄ�Ãr¿ Í Ç�¿�¾ ÉzÊ 8�Ë�× B#�$�����()$������)*'j®À	» Ó Æ�ÃrÆ�åc»	¾�¿�Ã2è�½	á8é¯Ñ�½rÂ�î2¿�½	»	Ð�é Ó Â�ÀrÂ�Å,¿�¾�À2Æ�Á a Î b »¯Â�À Ì Ç'Å,¿�½	¾�Â z ÞKÇ�½ à ß	»	Ðd6Â�ã	¾�Â
φ(a, b; z) Ó À	»	½	»2ÅPÂ�¿�¾ Ó Æ�ÃrÆ�åc»	¾�¿�Ã2è�½	ál¿!Ñ�½rÂ�î2¿�½	»	Ð × �PÃr¿ Í Æ�Á#Â�¾�¿�Ã2è�½2Æ Î Ó À	»

λ < 0, βj 6 0, β1 > 0 ÉzÊ�ù�Ë
ÞKÇ�½ à ß	»	Ð Î Æ Ó À2¿ Í ¿�Ã2Ð	¿�ÅPÂ�Ð�ÀrÂ�Á�¿�½2Ä�¾�Á�Æ�Å ÉÜñ�Ë�Î ¾�Æ�å!¿!Ð'Á�Ã2Ð	¿�¾�Ä�Ð Ó Æ�ÃrÆ�åc»	¾�¿�Ã2è�½2Æ�ã × � Æ Ì�Í Â¯ÞKÇ�½ à ß	»	Ð
Gµ

m(x) > 0 Í Ã2Ð4Ã2æ®Ò�Æ Ì Æ µ > 0.
� Â à »2ÅMÆ�Ò�ÀrÂ�Ñ�Æ�Å Î Ç�Ä�ÃrÆ�Á�»	Ð ÉzÊ�ù�Ë Æ�Ò�¿�Ä Ó ¿�î	»	Á#Â�æR¾¸Á�á Ó Æ�Ã2½2¿�½	»2¿

ÉzÊ�ë�Ë Í Ã2ÐïÁ�Ä�¿�é m ∈ N
»
αj ∈]1, α1[, α1 ∈]1, 2[.

� C	�©¶_µ 1�
�/_q�576r¶_u!1
�2/21�sP´�µ�q	v�571#¶_º21
� 3�¶_·��_º_º
Gµ

m(x)
C WRÒ�Æ�Ñ�½rÂ�î	»2ÅÈî2¿�À2¿�Ñ

γ(r, ωπ) = {z : |z| = r, | arg z| 6 ωπ} ∪ {z : |z| > r, arg z = ±ωπ}, ÉzÊ�â�Ë
1/2 < ω 6 1 Ï à Æ�½	¾�Ç�À <KÂ�½ à ¿�Ã2Ð Î ½rÂ Ó ÀrÂ�Á�Ãr¿�½	»2¿RÆ�Ò�é#Æ Í ÂUÁ�álÒ�ÀrÂ�½2ÆhÁ!Ä�¾�Æ�À2Æ�½	Çc½2¿�Ç'Ò�á1Á#Â�½	»	Ð arg z
ÔÕÊ 8�Î Ä ×FÊ�Û�ØÚ×m 1�� �RqAC6;c�����1 	$	���	�	�

Gµ
m(x)

* 0#"��
λ > 0

* �K0���"���������"����6�
(6)

�
(8)

��0#"���
'�|���	�	
 - ���A���
�2 �� �¯���l�	$A��� � "�����	�$ - �R0#"��|��������
��A��$	�A���

Gµ
m(x) =

β1
2πi

∫

γ(r,ωπ)

exp
pα1−µ

m∑
j=1

βjpαj + λ

dp. ÉÜÛ�ó�Ë
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C
aKÄ Ó Æ�Ã2è�Ñ�Ç�Ðä»	½	¾�¿ Ì ÀrÂ�Ã2è�½2Æ�¿ Ó À2¿ Í Ä�¾�Â�Á�Ãr¿�½	»2¿­ÞKÇ�½ à ß	»	»äd6Â�ã	¾�Â ÔÕÊ 8'Î Ä ×rÛ�ë�ØÚÎ Ó Æ�Ã2Ç�îrÂ�¿�Å

xµj−1φ(γj , µj ; zjx
γj ) =

1

2πi

∫

γ(r,ωπ)

expp−µjezjp
−γj

dp.

jKÆ Í Ä�¾�Â�Á�»	Á Ó Æ�Ä�Ãr¿ Í ½2¿�¿KÀrÂ�Á�¿�½2Ä�¾�Á�Æ=Á ÉÜ÷�Ë » Ó Æ�Ã2è�Ñ�Ç�Ð	Ä�è=¾�¿�Æ�À2¿�Å,Æ�ãoÇ'Å6½2Æ�å!¿�½	»	Ð ÔÕÊ�ù'Î Ä ×2÷�ë�ØÚÎ »2Å,¿�¿�Å

S
µ
m(x; ν1t, . . . , νmt; γ1, . . . , γm) = (h1 ∗ h2 ∗ · · · ∗ hm)(x)

=
1

2πi

∫

γ(r,ωπ)

expp−µ exp

(
t

m∑

j=1

νjp
−γj

)
dp.

ÉÜÛ'Ê�Ë

I!Æ�Å6½2Æ�åc»2Å ÉÜÛ'Ê�Ë ½rÂ e−t » Ó À2Æ�»	½	¾�¿ Ì À	»	À	Ç�¿�Å Ó Æ t Æ�¾ 0 Í Æ ∞.
] ÉzÊ�â�Ë Ó Â�ÀrÂ�Å,¿�¾�À r Å,Æ�åc½2ÆfÁ�álÒ�ÀrÂ�¾�è¾�Â à Î î	¾�Æ�Ò�á Re(1 −

(∑m
j=1 νjp

γj
)
> 0.

jKÆ�ú�¾�Æ�Å6Ç ÁíÀrÂ�Á�¿�½2Ä�¾�Á�¿ ÉÜÛ'Ê�Ë Á�Æ�Ñ�Å,Æ�åc½2Æ »	Ñ�Å,¿�½2¿�½	»2¿Ó Æ�À#Ð Í2à Â=»	½	¾�¿ Ì À	»	À2Æ�Á#Â�½	»	Ð Î ÄKÇ�î2¿�¾�Æ�Å ÉÜ÷�Ë Æ�¾�Ä�æ Í Â=Ä�Ãr¿ Í Ç�¿�¾

Gµ
m(x) =

1

2πi

∫

γ(r,ωπ)

expp−µ

∞∫

0

exp

(
− t+ t

m∑

j=1

νjp
−γj

)
dt dp

=
β1
2πi

∫

γ(r,ωπ)

exp
pα1−µ

β1pα1 +
m∑
j=2

βjpαj + λ

dp. �

� C�- v!1�� 1#´�µ'v!1#¶_¶����ç´�u��r´�µ'v!1#¶_¶����òt#¶_q#¹21#¶_º
	
�,C ]�á1ÀrÂ�å!¿�½	»2¿
ν1G

α1
m (1)

Ò�Ç Í ¿�ÅkÀrÂ�Ä�Ý
Ä�ÅPÂ�¾�À	»	Á#Â�¾�è à Â à ÞKÇ�½ à ß	»	æ Ó Â�ÀrÂ�Å,¿�¾�ÀrÂ λ. WRÒ�Æ�Ñ�½rÂ�î	»2Å ψ(λ) = ν1G

α1
m (1).

� Æ Ì�Í Â¯Ç�Ä�ÃrÆ�Á�»2¿ ÉzÊ�ë�ËÓ À	»2Å,¿�¾¯Á�» Í ψ(λ) 6= 0.
a®Ñ ÉÜÛ�ó�Ë Ä�Ãr¿ Í Ç�¿�¾ Î î	¾�Æ

Gµ
m(1) =

β1
2πi

∫

γ(r,ωπ)

ep

m∑
j=1

βjpαj + λ

dp.

��1#u!/21��Rq , C �  2���
	 λ > 0
�

m∑

j=1

βj
Γ(−αj)

6= 0. ÉÜÛ�Û�Ë

+�-�� ���f
��������#� �!���2����$��
(3)

�����® #"���
�$A��$	���
(1)

�2�������R�|���	$A����
'��$	$ - �_"���
¯��$	�A�������U
'������
E
��1�A���
�	���­����$	�A��� *�� /®�
	¯� - �=��� * � - $A����$ -���- ���A�������®
�$�������$	�	�

λ
7

C
IhÃ2Ð Í Æ à Â�Ñ�Â�¾�¿�Ã2è�Ä�¾�Á#Â�¾�¿�Æ�À2¿�Å6á?½2¿�Æ�Ò�é#Æ Í »2Å,Æ Ó Æ à Â�Ñ�Â�¾�è Î î	¾�Æ�Ä�Æ�Æ�¾�½2Æ ð ¿�½	»2¿ ÉzÊ�ë�Ë Á�á Ó Æ�Ã	Ý½	Ð	¿�¾�Ä�Ð Í Ã2ÐÈÁ�Ä�¿�é λ ∈ R Î Ñ�Â�»2Ä à Ã2æRî2¿�½	»2¿�Å?½2¿oÒ�Æ�Ãr¿�¿oî2¿�Å à Æ�½2¿�î	½2Æ Ì Æ\î	»2Ä�Ã�Â ¿ Ì Æ4Ñ�½rÂ�î2¿�½	»	ã ×
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d6Â�Ä�Ä�Å,Æ�¾�À	»2Å¼Ä�Ãr¿ Í Ç�æRê­¿�¿ Ó À2¿ Í ¿�Ã2è�½2Æ�¿!Ä�Æ�Æ�¾�½2Æ ð ¿�½	»2¿ Ù

lim
λ→∞

λψ(λ) = − lim
λ→∞

λ2

2πi

∫

γ(r,ωπ)

ep

m∑
j=1

βjpαj + λ

dp

= − lim
λ→∞

λ

2πi

∫

γ(r,ωπ)

ep
λ−

m∑
j=1

βjp
αj +

m∑
j=1

βjp
αj

m∑
j=1

βjpαj + λ

dp

= − lim
λ→∞

λ

2πi

∫

γ(r,ωπ)

ep


1−

m∑
j=1

βjp
αj

m∑
j=1

βjpαj + λ


 dp.
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epdp = 0,

¾�ÆcÄ�Æ Ì Ã�Â�Ä�½2Æ ÔÕÊ�â'Î Ä ×rë'Ê�Ê�Ø Ó Æ�Ã2Ç�î	»2Å

lim
λ→∞

λψ(λ) = lim
λ→∞

1

2πi

∫

γ(r,ωπ)

ep

m∑
j=1

βjp
αj

λ−1
m∑
j=1

βjpαj + 1

dp

= lim
λ→∞

1

2πi

∫

γ(r,ωπ)

ep
m∑

j=1

βjp
αj dp =

m∑

j=1

βj
Γ(−αj)
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a®Ñ ÉÜÛ�ó�Ë Ä�Ãr¿ Í Ç�¿�¾ Î î	¾�Æ ψ(λ) Ð'Á�Ã2Ð	¿�¾�Ä�Ðäß2¿�ÃrÆ�ã�ÞKÇ�½ à ß	»2¿�ã Ó Â�ÀrÂ�Å,¿�¾�ÀrÂ λ. ]öÄ�»'Ã2Ç©¾�Æ Ì Æ Î î	¾�Æ ψ(λ)Ð'Á�Ã2Ð	¿�¾�Ä�Ð ß2¿�ÃrÆ�ã Î Á�Æ Ì ÀrÂ�½	»	î2¿�½	½2Æ�ãÈÆ�Ò�Ã�Â�Ä�¾�»íÆ�½rÂoÅ,Æ�å!¿�¾¸»2Å,¿�¾�èäÃ2» ð è à Æ�½2¿�î	½2Æ�¿ûî	»2Ä�ÃrÆoÁ�¿�ê­¿�ÝÄ�¾�Á�¿�½	½	á8éc½	Ç�Ãr¿�ã × jKÆ�ú�¾�Æ�Å6Ç Î ¿�Ä�Ã2» Ó À2¿ Í2Ó Æ�ÃrÆ�åc»	¾�è Î î	¾�ÆhÞKÇ�½ à ß	»	Ð ψ(λ) »2Å,¿�¿�¾UÒ�¿�Ä à Æ�½2¿�î	½2Æ�¿fî	»2Ä�ÝÃrÆl½	Ç�Ãr¿�ã Î ¾�ÆRÆ�½	» Í Æ�Ã2åc½	á Ä Ì Ç�êcÂ�¾�è�Ä�ÐUÁRÒ�¿�Ä à Æ�½2¿�î	½2Æ®Ç Í Â�Ãr¿�½	½2Æ�ã­¾�Æ�î à ¿ Î î	¾�Æ Ó À2Æ�¾�»	Á�Æ�À2¿�î	»	¾ ÉÜÛ�Û�Ë» ÉÜÛ�ë�Ë�× �PÃr¿ Í Æ�Á#Â�¾�¿�Ã2è�½2Æ Î Ç�Ä�ÃrÆ�Á�»2¿ ÉzÊ�ë�Ë Å,Æ�å!¿�¾c½rÂ�À	Ç ð Â�¾�è�Ä�Ðï¾�Æ�Ã2è à Æ Í Ã2Ð à Æ�½2¿�î	½2Æ Ì Æ­î	»2Ä�Ã�Â!Ñ�½rÂ�Ýî2¿�½	»	ã
λ.
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