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Ç�È�É
G Ê ÈbË{ÌOÍÏÎÑÐ	ÒÓÈ�Ô�Õ3Ö	ÍÏÉ�È�Ôf×	Ö3Ø'ÍÏÙ�È�Ú�É�È�ØÜÛ�Ù�Ë�Ð	Ý�Ô5G7Ý3ÈbÈ�Ö3È�ÙOÛ�Þ E(G)

ÍÓÌ!Ø	È�Õ3Ö3È�ØWË/Ì¤ÉOÝ3ÈbÌO×	Îàß�á
ÉOÝ3ÈâË Ê Ì�ß/ÒÏ×	É�È¤ã�Ë�ÒÏ×3È�ÌLß�áRÉOÝ3È!È�ÍÏÛ�È�Ö#ã�Ë�ÒÏ×3È�ÌMß�áRÍÏÉ�ÌMË/Ø�ä�Ë/Ú�È�Ö3Ú�ÞåÎæË�ÉOÙOÍ�ç�è�V3ß/Ù@Îéß/Ù�È¤Ø	È�É�Ë�ÍÏÒÓÌMß/Ö�È�Ö3È�ÙOÛ�Þ{ß�áÛ�Ù�Ë�Ð	Ý3Ì!êuÌ�È�ÈÑë ì	Ô3í�îuï�è

G7Ý3ÈEJ@Ë�Ö3Ø'ÍÓÚIÎæË�ÉOÙOÍ�ç
R(G) = (Rij)n×n

ÍÓÌ2Û�ÍÏã�È�Ö Ê Þñð7ß/ò�ó�×	ÙOÉLÈ�É@Ë�Ò�è�ëÏô�õ'ö�î�è

Rij =

{
1√
didi

,
Í�á
vi ∼ vj

Ô
0,

ß/ÉOÝ3È�ÙO÷2ÍÓÌ�È
.

ø�È{Ú�Ë�ÖQÌ�È�ÈåÒÓß�÷�È�ÙåË�Ö3Øù×	Ð	ÐnÈ�Ù Ê ß/×	Ö3Ø	Ìæß/ÖúJ@Ë�Ö3Ø'ÍÓÚ�È�Ö3È�ÙOÛ�Þ¿ÍÏÖûëÏô�Ô�ü'Ô,ý�î�è�þ�ß/ÎéÈ{ÌOÝxË�ÙOÐù×	Ð	ÐnÈ�Ù
Ê ß/×	Ö3Ø	Ì2á�ß/ÙSJ@Ë�Ö3Ø'ÍÓÚIÈ�Ö3È�ÙOÛ�Þåß�á5Û�Ù�Ë�Ð	Ý3ÌS÷�È�Ù�ÈEß Ê É�Ë�ÍÏÖ�ÍÏÖÿë ö�î�è

� \��¤mfa{p ruvdruz_Ådz��åÄ�zÿruvfj'Ã�ruvfw�`bj3vfc5rsÆ��Mvfa#i�w3e¿Ä��
	ñi�j��5m

Ç�È�É
G Ê È{Ë�ÌOÍÏÎÑÐ	ÒÓÈåÛ�Ù�Ë�Ð	Ýúß�áEß/Ù�Ø	È�Ù n ÷2ÍÏÉOÝùã�È�ÙOÉ�È�çQÌ�È�É

V = {v1, v2, v3, . . . , vn}
Ë�Ö3ØQÈ�Ø'Û�È

Ì�È�É
E
è3FKÌO× Ê Ì�È�É D ß�á

V = V (G)
ÍÓÌSÚ�Ë�ÒÏÒÓÈ�Ø{ËâØ	ß/ÎÑÍÏÖxË�ÉOÍÏÖ	ÛñÌ�È�É2Í�á,È�ã�È�ÙOÞbã�È�ÙOÉ�È�çåÍÏÖ

V −D
Ë/Ø�ä�Ë/Ú�È�Ö#É

É�ß�Ë{ã�È�ÙOÉ�È�ç¿ß�á
D
è5<{ÍÏÖ	ÍÏÎ¤×	Î Ø	ß/ÎÑÍÏÖxË�ÉOÍÏÖ	ÛÿÌ�È�ÉâÍÓÌâÚ�Ë�ÒÏÒÓÈ�ØùË�Ø	ß/ÎÑÍÏÖxË�ÉOÍÏÖ	ÛÿÌ�È�ÉÑß�áLÎÑÍÏÖ	ÍÏÎ¤×	Î Ðnß�÷�È�Ù�è

Ç�È�É
D Ê ÈMË¤ÎÑÍÏÖ	ÍÏÎ¤×	Î Ø	ß/ÎÑÍÏÖxË�ÉOÍÏÖ	ÛéÌ�È�É7ß�á,ËEÛ�Ù�Ë�Ð	Ý

G
è'G7Ý3È@ÎÑÍÏÖ	ÍÏÎ¤×	Î Ø	ß/ÎÑÍÏÖxË�ÉOÍÏÖ	ÛéJ@Ë�Ö3Ø'ÍÓÚ@ÎæË�ÉOÙOÍ�ç

RD(G) = (RDij )n×n
ÍÓÌ2Û�ÍÏã�È�Ö Ê Þ

RDij =





1√
didi

,
Í�á
vi ∼ vj

Ô
1,

Í�á
i = j

Ë�Ö3Ø
vi ∈ D

Ô
0,

ß/ÉOÝ3È�ÙO÷2ÍÓÌ�È
.

G7Ý3È_Ú�ÝxË�Ù�Ë/Ú�É�È�ÙOÍÓÌOÉOÍÓÚ_Ðnß/ÒÏÞ�Ö3ß/ÎÑÍ Ë�ÒIß�á
RD(G)

ÍÓÌñØ	È�Ö3ß/É�È�Ø Ê Þ φDR (G,λ) = det(λI − RD(G))
è

þ#ÍÏÖ3Ú�È�ÉOÝ3È�ÎÑÍÏÖ	ÍÏÎ¤×	Î Ø	ß/ÎÑÍÏÖxË�ÉOÍÏÖ	ÛùJ@Ë�Ö3Ø'ÍÓÚ_<_Ë�ÉOÙOÍ�çQÍÓÌbÙ�È�Ë�ÒEË�Ö3Ø ÌOÞ�ÎÑÎéÈ�ÉOÙOÍÓÚ�Ô�ÍÏÉ�ÌñÈ�ÍÏÛ�È�Ö#ã�Ë�ÒÏ×3È�Ì{Ë�Ù�È
�
© 
 ·������f�O�������'�������7� ���	�����������/���7����� ����� ������� � }������u�������������¤�
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Ù�È�Ë�Ò�Ö#×	Î Ê È�Ù�ÌéË�Ö3ØÜ÷�ÈæÒ Ë Ê È�Ò�ÉOÝ3È�ÎàÍÏÖÜÖ3ß/Ö�2�ÍÏÖ3Ú�Ù�È�Ë/ÌOÍÏÖ	Û�ß/Ù�Ø	È�Ù

λ1 > λ2 > . . . λn
èdG7Ý3ÈæÎÑÍÏÖ	ÍÏÎ¤×	Î

Ø	ß/ÎÑÍÏÖxË�ÉOÍÏÖ	ÛbJ@Ë�Ö3Ø'ÍÓÚEP,Ö3È�ÙOÛ�ÞñÍÓÌ2Û�ÍÏã�È�Ö Ê Þ

RED(G) =

n∑

i=1

|λi|.
ê�ô�ï

35476�8:9;8=<>8:?@9BA�C�D�C	G7Ý3ÈEÌOÐnÈ�Ú�ÉOÙO×	Î ß�áRË!Û�Ù�Ë�Ð	Ý
G
ÍÓÌ2ÉOÝ3ÈIÒÏÍÓÌOÉLß�á,Ø'ÍÓÌOÉOÍÏÖ3Ú�ÉLÈ�ÍÏÛ�È�Ö#ã�Ë�ÒÏ×3È�Ì

λ1 > λ2 >
· · · > λr

Ô'÷2ÍÏÉOÝ�ÉOÝ3È�ÍÏÙSÎ¤×	ÒÏÉOÍÏÐ	ÒÏÍÓÚ�ÍÏÉOÍÓÈ�Ì
m1,m2, . . . ,mr

ÔxË�Ö3Øñ÷�ÈE÷2ÙOÍÏÉ�ÈIÍÏÉLË/Ì

þ#ÐnÈ�Ú�ê�HEï
=

(
λ1 λ2 . . . λr
m1 m2 . . . mr

)
.

G7Ý	ÍÓÌñÐxË�ÐnÈ�ÙåÍÓÌåß/ÙOÛ#Ë�Ö	ÍÏò�È�ØûË/Ìbá�ß/ÒÏÒÓß�÷SÌ�è2=�Ö ÉOÝ3È�þ�È�Ú�ÉOÍÓß/ÖKö'Ô�÷�È_Û�È�É�Ì�ß/ÎéÈ Ê Ë/ÌOÍÓÚ_Ð	Ù�ß/ÐnÈ�ÙOÉOÍÓÈ�Ìåß�áÎÑÍÏÖ	ÍÏÎ¤×	Î Ø	ß/ÎÑÍÏÖxË�ÉOÍÏÖ	ÛMJ@Ë�Ö3Ø'ÍÓÚRÈ�Ö3È�ÙOÛ�ÞEß�á3Ë7Û�Ù�Ë�Ð	Ý�è�=�ÖEÉOÝ3È7þ�È�Ú�ÉOÍÓß/Ö¤ý3Ô�ÎÑÍÏÖ	ÍÏÎ¤×	Î Ø	ß/ÎÑÍÏÖxË�ÉOÍÏÖ	ÛMJ@Ë�Ö3Ø'ÍÓÚ
È�Ö3È�ÙOÛ�Þåß�á,Ì�ß/ÎéÈIÌOÉ�Ë�Ö3Ø3Ë�Ù�ØåÛ�Ù�Ë�Ð	Ý3Ì@Ë�Ù�ÈEß Ê É�Ë�ÍÏÖ3È�Ø�è

E \�]�Ä�z�aGFâj	l�rsÆ�[Ei�Ä��Ra#i�Ã�rsa#léÄ��Sp ruvdruz_Ådz��åÄ�zÿruvfj'Ã�ruvfw
`bj3vfc5rsÆ��Mvfa#i�w3e¿Ä��Sj 	ñi�j��5m

Ç�È�ÉS×3ÌSÚ�ß/Ö3ÌOÍÓØ	È�Ù

P =
∑

i<j

1

didj
.

øúÝ3È�Ù�È
didj

ÍÓÌ2ÉOÝ3ÈIÐ	Ù�ß�Ø'×3Ú�ÉLß�á,Ø	È�Û�Ù�È�È�ÌLß�á5É�÷�ßÑã�È�ÙOÉOÍÓÚ�È�ÌS÷2Ý	ÍÓÚ�Ý_Ë�Ù�È¤Ë/Ø�ä�Ë/Ú�È�Ö#É�è
[Ei�Ä��RÄxl�r Ã�rsÄ�v E \ Á \IHJ/�!LK�"#M��I��/�".!N!O�N��!#PQ�#��!#���RMS��'

φDR (G,λ)
��".!I���UTV!#�W�VMX'Y��Z�Z��	[ M�\

êsÍsï
a0 = 1

*
êsÍÏÍsï

a1 = −|D| *êsÍÏÍÏÍsï
a2 = |D|C2 − P

6
C
êsÍsï�V	Ù�ß/Î ÉOÝ3ÈIØ	È�Õ3Ö	ÍÏÉOÍÓß/Ö

ΦDR (G,λ) = det[λI −RD(G)]
Ô3÷�ÈIÛ�È�É

a0 = 1
è

êsÍÏÍsïSG7Ý3È!ÌO×	Î ß�á�Ø	È�É�È�ÙOÎÑÍÏÖxË�Ö#É�ÌEß�á�Ë�ÒÏÒ
1 × 1

Ð	ÙOÍÏÖ3Ú�ÍÏÐxË�Ò,ÌO× Ê ÎæË�ÉOÙOÍÓÚ�È�ÌMß�á RD(G) ÍÓÌ@ÈN]#×xË�ÒfÉ�ßæÉOÝ3ÈÉOÙ�Ë/Ú�ÈEß�á
RD(G).

⇒ a1 = (−1)1
ÉOÙ�Ë/Ú�ÈEß�á

[RD(G)] = −|D| èêsÍÏÍÏÍsï

(−1)2a2 =
∑

16i<j6n

∣∣∣∣
aii aij
aji ajj

∣∣∣∣ =
∑

16i<j6n

aiiajj − ajiaij

=
∑

16i<j6n

aiiajj −
∑

16i<j6n

ajiaij = |D|C2 − P. �

[Ei�Ä��RÄxl�r Ã�rsÄ�v E \ � \�^Y'
λ1, λ2, . . . , λn

��".!G��/�!5�����������	�_�������������������`������������!#�a��!#��TN��ZU��!bM���'

RD(G)
* ��/�!#�

n∑

i=1

λi
2 = |D|+ 2P.

C
ø�ÈMó�Ö3ß�÷ûÉOÝxË�É

n∑

i=1

λ2i =
n∑

i=1

n∑

j=1

aijaji = 2
∑

i<j

(aij)
2 +

n∑

i=1

(aii)
2 = 2

∑

i<j

(aij)
2 + |D| = |D|+ 2P. �
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� 6 � 6
�¤mfa#Äxi�a�z E \ Á \�� !��

G � !��O��",�.-�/`[ �U��/ n TV!#"������N!bM������ ��/�!#�

RED(G) 6
√
n(|D|+ 2[P ]),

[ /�!#".!

P =
∑

i<j

1

didj
,

'Y��"O[ /���� /
didj

� MO��/�! -�".��� ����� ��' ��! ��".!N!bMS��' �Y[ �QTV!#"������N!bM
[ /���� /W��".!S�����.���N!#��� 6
C
Ç�È�É

λ1, λ2, . . . , λn Ê ÈéÉOÝ3ÈbÈ�ÍÏÛ�È�Ö#ã�Ë�ÒÏ×3È�Ìâß�á RD(G) èd>@ß�÷ Ê ÞÜN7Ë�×3Ú�Ý#Þ�õ	þ�Ú�Ý#÷7Ë�ÙOÉOò{ÍÏÖ3ÈN]#×xË�ÒÏÍÏÉ�Þ÷�ÈIÝxË�ã�È
(

n∑

i=1

aibi

)2

6

(
n∑

i=1

ai
2

)(
n∑

i=1

bi
2

)
.

Ç�È�É
ai = 1

Ô
bi =| λi |

è3G7Ý3È�Ö
(

n∑

i=1

|λi|
)2

6

(
n∑

i=1

1

)(
n∑

i=1

|λi|2
)
,

[RED]2 6 n(|D|+ 2P ),

[RED] 6
√
n(|D|+ 2P ),

÷2Ý	ÍÓÚ�Ý{ÍÓÌ2×	Ð	ÐnÈ�Ù Ê ß/×	Ö3Ø�è B
�¤mfa#Äxi�a�z E \ � \�� !��

G � !��O��",�.-�/`[ �U��/ n TV!#"������N!bM 6 ^Y'
R = detRD(G)

* ��/�!#�

RED(G) >

√
(|D|+ 2P ) + n(n− 1)R

2
n .

C
ð�ÞñØ	È�Õ3Ö	ÍÏÉOÍÓß/Ö�Ô

(
RED(G)

)2
=

(
n∑

i=1

| λi |
)2

=

n∑

i=1

| λi |
n∑

j=1

| λj |=
(

n∑

i=1

| λi |2
)

+
∑

i6=j
| λi || λj | .

A@ÌOÍÏÖ	ÛæË�ÙOÍÏÉOÝ	ÎéÈ�ÉOÍÓÚEÎéÈ�Ë�Ö�Ë�Ö3ØåÛ�È�ß/ÎéÈ�ÉOÙOÍÓÚEÎéÈ�Ë�Ö�ÍÏÖ3ÈN]#×xË�ÒÏÍÏÉ�Þ�Ô3÷�ÈIÝxË�ã�È

1

n(n− 1)

∑

i6=j
| λi || λj |>


∏

i6=j
| λi || λj |




1
n(n−1)

.

G7Ý3È�Ù�È�á�ß/Ù�È�Ô

[RED(G)]2 >

n∑

i=1

| λi |2 +n(n− 1)


∏

i6=j
| λi || λj |




1
n(n−1)

>

n∑

i=1

| λi |2 +n(n− 1)

(
n∏

i=1

| λi |2(n−1)

) 1
n(n−1)

=
n∑

i=1

| λi |2 +n(n− 1)R
2
n = (|D|+ 2P ) + n(n− 1)R

2
n .
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G7Ý#×3Ì�Ô

RED(G) >

√
(|D|+ 2P ) + n(n− 1)R

2
n . �

� \5p ruvdruz_Ådz �åÄ�zÿruvfj'Ã�ruvfw�`bj3vfc5rsÆ��Mvfa#i�w3e¿Ä��I]�Ä�z�a_]nÃ�j3vfcdj	i�c 	ñi�j��5mfl

�¤mfa#Äxi�a�z � \ Á \WHJ/�!������������	� ������������������� ����������� !#��!#"$�	% ��' � �N���
-�Z�!�� !���",�.-�/
Kn

� M

RED(Kn) =
3n−5
n−1 .

C
Ç�È�É

Kn Ê ÈåÉOÝ3È{Ú�ß/ÎÑÐ	ÒÓÈ�É�È�Û�Ù�Ë�Ð	ÝQ÷2ÍÏÉOÝùã�È�ÙOÉ�È�çQÌ�È�É V = {v1, v2, . . . , vn}
è�G7Ý3ÈåÎÑÍÏÖ	ÍÏÎ¤×	Î

Ø	ß/ÎÑÍÏÖxË�ÉOÍÏÖ	ÛbÌ�È�É
= D = {v1}

è3G7Ý3ÈIÎÑÍÏÖ	ÍÏÎ¤×	Î Ø	ß/ÎÑÍÏÖxË�ÉOÍÏÖ	ÛbJ@Ë�Ö3Ø'ÍÓÚMÎæË�ÉOÙOÍ�çåÍÓÌ

RD(Kn) =




1 1
n−1

1
n−1 . . . 1

n−1
1

n−1
1

n−1 0 1
n−1 . . . 1

n−1
1

n−1
1

n−1
1

n−1 0 . . . 1
n−1

1
n−1èèè èèè èèè è è è èèè èèè

1
n−1

1
n−1 . . . 1

n−1 0 1
n−1

1
n−1

1
n−1 . . . 1

n−1
1

n−1 0




.

N�ÝxË�Ù�Ë/Ú�É�È�ÙOÍÓÌOÉOÍÓÚ¤ÈN]#×xË�ÉOÍÓß/Ö�ÍÓÌ
(
λ+

1

n− 1

)n−2(
λ2 − 2n− 3

n− 1
λ+

n− 3

n− 1

)
= 0

Ë�Ö3ØåÉOÝ3ÈIÌOÐnÈ�Ú�ÉOÙO×	Î ÍÓÌ

SpecDR (Kn) =

(
(2n−3)+

√
4n−3

2(n−1)
(2n−3)−

√
4n−3

2(n−1)
−1
n−1

1 1 n− 2

)
.

G7Ý3È�Ù�È�á�ß/Ù�È�Ô
RED(Kn) =

3n−5
n−1 . B�¤mfa#Äxi�a�z � \ � \IHJ/�!L�����������	� �������������������Q�����������S!#��!#"$�	%&��' M��Y��" ��",�.-�/

K1,n−1
� M

RED(K1,n−1) =
√
5.

C
Ç�È�É

K1,n−1 Ê È�ÉOÝ3È2ÌOÉ�Ë�Ù5Û�Ù�Ë�Ð	Ýé÷2ÍÏÉOÝÑã�È�ÙOÉ�È�çâÌ�È�É V = {v1, v2, . . . , vn}
è�Z@È�Ù�È

v0 Ê È�ÉOÝ3È2Ú�È�Ö#É�È�Ù�èG7Ý3ÈIÎÑÍÏÖ	ÍÏÎ¤×	Î Ø	ß/ÎÑÍÏÖxË�ÉOÍÏÖ	ÛbÌ�È�É
= D = {v0}

è3G7Ý3ÈIÎÑÍÏÖ	ÍÏÎ¤×	Î Ø	ß/ÎÑÍÏÖxË�ÉOÍÏÖ	ÛbJ@Ë�Ö3Ø'ÍÓÚMÎæË�ÉOÙOÍ�çåÍÓÌ

RD(K1,n−1) =




1 1√
n−1

1√
n−1

. . . 1√
n−1

1√
n−1

1√
n−1

0 0 . . . 0 0
1√
n−1

0 0 . . . 0 0èèè èèè èèè è è è èèè èèè
1√
n−1

0 0 . . . 0 0
1√
n−1

0 0 . . . 0 0




.

N�ÝxË�Ù�Ë/Ú�É�È�ÙOÍÓÌOÉOÍÓÚ¤ÈN]#×xË�ÉOÍÓß/Ö�ÍÓÌ
(λ)n−2[λ2 − λ− 1] = 0
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� 6 � 6

ÌOÐnÈ�Ú�ÉOÙO×	Î ÍÓÌ
SpecDR (K1,n−1) =

(
1+

√
5

2 0 1−
√
5

2
1 n− 2 1

)
.
G7Ý3È�Ù�È�á�ß/Ù�È�Ô

RED(K1,n−1) =
√
5. B

���������	��
 � \ E \IHJ/�!L�����������	� �������������������Q�����������O!#��!#"$�	%&��'
�J".�	[ �G��",�.-�/
S0
n

� M

RED(S0
n) =

(4n− 7) +
√
4n2 − 8n+ 5

n− 1
.

C
Ç�È�É

S0
n Ê ÈIË!Ú�Ù�ß�÷2ÖåÛ�Ù�Ë�Ð	Ý�ß�á5ß/Ù�Ø	È�Ù 2n ÷2ÍÏÉOÝåã�È�ÙOÉ�È�çåÌ�È�É {u1, u2, . . . , un, v1, v2, . . . , vn} Ë�Ö3ØÎÑÍÏÖ	ÍÏÎ¤×	Î Ø	ß/ÎÑÍÏÖxË�ÉOÍÏÖ	ÛñÌ�È�É

= D = {u1, v1}
è3G7Ý3ÈIÎÑÍÏÖ	ÍÏÎ¤×	Î Ø	ß/ÎÑÍÏÖxË�ÉOÍÏÖ	ÛbJ@Ë�Ö3Ø'ÍÓÚIÎæË�ÉOÙOÍ�çåÍÓÌ

RD(S0
n) =




1 0 0 . . . 0 0 1
n−1 . . . 1

n−1
1

n−1

0 0 0 . . . 0 1
n−1 0 . . . 1

n−1
1

n−1

0 0 0 . . . 0 1
n−1 . . . 1

n−1 0 1
n−1èèè èèè èèè è è è èèè èèè èèè è è è èèè èèè

0 0 0 . . . 0 1
n−1 . . . 1

n−1
1

n−1 0

0 1
n−1

1
n−1 . . . 1

n−1 1 0 . . . 0 0
1

n−1 0 1
n−1 . . . 1

n−1 0 0 . . . 0 0èèè èèè èèè è è è èèè èèè èèè è è è èèè èèè
1

n−1
1

n−1 0 . . . 1
n−1 0 0 . . . 0 0

1
n−1

1
n−1

1
n−1 . . . 0 0 0 . . . 0 0




.

N�ÝxË�Ù�Ë/Ú�É�È�ÙOÍÓÌOÉOÍÓÚ¤ÈN]#×xË�ÉOÍÓß/Ö{ÍÓÌ

(
λ+

1

n− 1

)n−2(
λ− 1

n− 1

)n−2 (
λ2 − 1

n− 1
λ− 1

)(
λ2 − 2n− 3

n− 1
λ+

n− 3

n− 1

)
= 0

ÌOÐnÈ�Ú�ÉOÙO×	Î ÍÓÌ

SpecDR (S0
n) =

(
(2n−3)+

√
4n−3

2(n−1)
1+

√
4n2−8n+5
2(n−1)

(2n−3)−
√
4n−3

2(n−1)
1

n−1
−1
n−1

1−
√
4n2−8n+5
2(n−1)

1 1 1 n− 2 n− 2 1

)
.

G7Ý3È�Ù�È�á�ß/Ù�È�Ô
RED(S0

n) =
(4n−7)+

√
4n2−8n+5

n−1 . B

�¤mfa#Äxi�a�z � \ � \�HJ/�!*�����������	� ������������������� �����������W!#��!#"$�	% ��' �N���
-�Z�!�� ! � � -;��"����U� !*��",�.-�/

Kn,n
��' ��".��!#"

2n
[ �U��/`TV!#"�� !��GM.!�� {u1, u2, . . . , un, v1, v2, . . . , vn}

� M

RED(Kn,n) =
2
√
n− 1√
n

+ 2.

C
Ç�È�É

Kn,n Ê È ÉOÝ3È Ú�ß/ÎÑÐ	ÒÓÈ�É�È Ê ÍÏÐxË�ÙOÉOÍÏÉ�È Û�Ù�Ë�Ð	Ý ß�áàß/Ù�Ø	È�Ù
2n

÷2ÍÏÉOÝ ã�È�ÙOÉ�È�ç Ì�È�É
{u1, u2, . . . , un, v1, v2, . . . , vn}

è�G7Ý3È¤ÎÑÍÏÖ	ÍÏÎ¤×	Î Ø	ß/ÎÑÍÏÖxË�ÉOÍÏÖ	ÛåÌ�È�É
= D = {u1, v1}

è�G7Ý3È¤ÎÑÍÏÖ	ÍÏÎ¤×	Î



�����������	��

������������������������������� ��!#"$�	%&��'(�*)+",�.-�/ ö�ö
Ø	ß/ÎÑÍÏÖxË�ÉOÍÏÖ	ÛbJ@Ë�Ö3Ø'ÍÓÚIÎæË�ÉOÙOÍ�çñÍÓÌ

RD(Kn,n) =




1 0 0 0 . . . 1
n

1
n

1
n

1
n

0 0 0 0 . . . 1
n

1
n

1
n

1
n

0 0 0 0 . . . 1
n

1
n

1
n

1
n

0 0 0 0 . . . 1
n

1
n

1
n

1
nèèè èèè èèè èèè è è è èèè èèè èèè èèè

1
n

1
n

1
n

1
n . . . 1 0 0 0

1
n

1
n

1
n

1
n . . . 0 0 0 0

1
n

1
n

1
n

1
n . . . 0 0 0 0

1
n

1
n

1
n

1
n . . . 0 0 0 0




.

N�ÝxË�Ù�Ë/Ú�É�È�ÙOÍÓÌOÉOÍÓÚ¤ÈN]#×xË�ÉOÍÓß/Ö�ÍÓÌ

λ2n−4

(
λ2 − n− 1

n

)[
λ2 − 2λ+

n− 1

n

]
= 0.

Z@È�Ö3Ú�È�ÔúÌOÐnÈ�Ú�ÉOÙO×	Î ÍÓÌ
SpecDR (Kn,n) =

(
1 +

√
1
n

√
n−1√
n

1−
√

1
n 0 −

√
n−1√
n

1 1 1 2n− 4 1

)
.

G7Ý3È�Ù�È�á�ß/Ù�È�Ô
RED(Kn,n) =

2
√
n−1√
n

+ 2. B

35476�8:9;8=<>8:?@9��;C�D�C	G7Ý3ÈLáuÙOÍÓÈ�Ö3Ø	ÌOÝ	ÍÏÐåÛ�Ù�Ë�Ð	Ý�Ô	Ø	È�Ö3ß/É�È�Ø Ê Þ F (n)
3

Ô�ÍÓÌ7ÉOÝ3ÈMÛ�Ù�Ë�Ð	Ý�ß Ê É�Ë�ÍÏÖ3È�Ø Ê ÞbÉ�Ë�ó�ÍÏÖ	Û
n
Ú�ß/Ð	ÍÓÈ�ÌSß�á5ÉOÝ3ÈEÚ�Þ'Ú�ÒÓÈMÛ�Ù�Ë�Ð	Ý

C3
÷2ÍÏÉOÝ�Ë!ã�È�ÙOÉ�È�çåÍÏÖ{Ú�ß/ÎÑÎéß/Ö�è

V (Fn) = 2n+ 1
è

���������	��
 � \��n\IHJ/�!L�����������	� �������������������Q�����������S!#��!#"$�	%&��'���" ��!#��� M /�� -W��",�.-�/
F 3
n

� M

RED(F
3
n) = n+ 1.

C
Ç�È�É

F
(n)
3 Ê È�ÉOÝ3È�áuÙOÍÓÈ�Ö3Ø	ÌOÝ	ÍÏÐúÛ�Ù�Ë�Ð	Ýú÷2ÍÏÉOÝ 2n + 1

ã�È�ÙOÉOÍÓÚ�È�Ì�è�Z@È�Ù�È
v1 Ê È{ÉOÝ3È�Ú�È�Ö#É�È�Ù�è7G7Ý3ÈÎÑÍÏÖ	ÍÏÎ¤×	Î Ø	ß/ÎÑÍÏÖxË�ÉOÍÏÖ	ÛbÌ�È�É

= D = {v1}
è3G7Ý3ÈIÎÑÍÏÖ	ÍÏÎ¤×	Î Ø	ß/ÎÑÍÏÖxË�ÉOÍÏÖ	ÛbJ@Ë�Ö3Ø'ÍÓÚIÎæË�ÉOÙOÍ�çñÍÓÌ

RD(F 3
n) =




1 1
2
√
n

1
2
√
n

1
2
√
n

1
2
√
n

. . . 1
2
√
n

1
2
√
n

1
2
√
n

0 1
2 0 0 . . . 0 0

1
2
√
n

1
2 0 0 0 . . . 0 0

1
2
√
n

0 0 0 1
2 . . . 0 0

1
2
√
n

0 0 1
2 0 . . . 0 0èèè èèè èèè èèè èèè è è è èèè èèè

1
2
√
n

0 0 0 0 . . . 0 1
2

1
2
√
n

0 0 0 0 . . . 1
2 0




.

N�ÝxË�Ù�Ë/Ú�É�È�ÙOÍÓÌOÉOÍÓÚ¤ÈN]#×xË�ÉOÍÓß/Ö�ÍÓÌ

λ

(
λ+

1

2

)n(
λ− 1

2

)n−1(
λ− 3

2

)
= 0.

Z@È�Ö3Ú�È�Ô3ÌOÐnÈ�Ú�ÉOÙO×	Î ÍÓÌ
SpecDR (F 3

n) =

(
3
2

1
2 0 −1

2
1 n− 1 1 n

)
.

G7Ý3È�Ù�È�á�ß/Ù�È�Ô
RED(F 3

n) = n+ 1. B
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���������	��
 � \���\ HJ/�!X�����������	� ������������������� ������������!#��!#"$�	% ��' �(��� ���Y����Z7-;��"��a%���",�.-�/

Kn×2
� M

RED(Kn×2) =
4n− 6

n− 1
.

C
Ç�È�É

Kn×2 Ê È Ë N�ß�Ú�ó�É�Ë�ÍÏÒ ÐxË�ÙOÉ�Þ Û�Ù�Ë�Ð	Ý ß�á ß/Ù�Ø	È�Ù
2n

÷2ÍÏÉOÝ ã�È�ÙOÉ�È�ç Ì�È�É
{u1, u2, . . . , un, v1, v2, . . . , vn}

è�G7Ý3È¤ÎÑÍÏÖ	ÍÏÎ¤×	Î Ø	ß/ÎÑÍÏÖxË�ÉOÍÏÖ	ÛåÌ�È�É
= D = {u1, v1}

è�G7Ý3È¤ÎÑÍÏÖ	ÍÏÎ¤×	Î
Ø	ß/ÎÑÍÏÖxË�ÉOÍÏÖ	ÛæÎÑÍÏÖ	ÍÏÎ¤×	Î Ø	ß/ÎÑÍÏÖxË�ÉOÍÏÖ	ÛbJ@Ë�Ö3Ø'ÍÓÚMÎæË�ÉOÙOÍ�çåÍÓÌ

RD(Kn×2) =




1 1
2n−2

1
2n−2

1
2n−2 . . . 0 1

2n−2
1

2n−2
1

2n−2
1

2n−2 0 1
2n−2

1
2n−2 . . . 1

2n−2 0 1
2n−2

1
2n−2

1
2n−2

1
2n−2 0 1

2n−2 . . . 1
2n−2

1
2n−2 0 1

2n−2
1

2n−2
1

2n−2
1

2n−2 0 . . . 1
2n−2

1
2n−2

1
2n−2 0èèè èèè èèè èèè è è è èèè èèè èèè èèè

0 1
2n−2

1
2n−2

1
2n−2 . . . 1 1

2n−2
1

2n−2
1

2n−2
1

2n−2 0 1
2n−2

1
2n−2 . . . 1

2n−2 0 1
2n−2

1
2n−2

1
2n−2

1
2n−2 0 1

2n−2 . . . 1
2n−2

1
2n−2 0 1

2n−2
1

2n−2
1

2n−2
1

2n−2 0 . . . 1
2n−2

1
2n−2

1
2n−2 0




.

N�ÝxË�Ù�Ë/Ú�É�È�ÙOÍÓÌOÉOÍÓÚ¤ÈN]#×xË�ÉOÍÓß/Ö{ÍÓÌ

λn−1

(
λ+

1

n− 1

)n−2

(λ− 1)

[
λ2 − 2n− 3

n− 1
λ+

n− 3

n− 1

]
= 0.

Z@È�Ö3Ú�È�Ô3ÌOÐnÈ�Ú�ÉOÙO×	Î ÍÓÌ

SpecDR (Kn×2) =

(
2n−3+

√
4n−3

2(n−1) 1 2n−3−
√
4n−3

2(n−1) 0 −1
n−1

1 1 1 n− 1 n− 2

)
.

G7Ý3È�Ù�È�á�ß/Ù�È�Ô
RED(Kn×2) =

4n−6
n−1 . B�������
	���
����
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}
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�3}��?�����<z{z �M�a|�¹
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