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`AÜ�Ý�Þ�ß/à�á�â
(x, t) ∈ R

1 × R
1
+ ã R1 =] − ∞,+∞[ ã R1

+ =]0,+∞[ ãpä ß/à�à�å,Ü/á ä â3åiæ ä ß�ç�è3é�è	â3é ãÜ/ê	â3à�ë2ç#ß�ìXí�é�é?â	î�ï�â3Ý/è	ëmé?ç�Ü�Þ3è	ëAçÖè3é�Þ3â	è3é�ð	è3Ü�lnæ�ê ä æ�ï�Ü�åñà�á�é ä#ò è3é 1 ó à�å2ô�õ÷ö ã à�ô�ø�ø�ù ã õ ú ã à�ô,ö�û�ü�ù ãÜ�Ý/î�Ü ä âÖê3Ü�ý ä Ü�Ý/è	æ�ìZÝ/â3Ý�Þ3â3Ü/ï ä ß/þRâ	ì ã ê ä â	ç�é�ý9é�è	è	ëmé\ç?å,Ü/è3Ü/ï ä ß/þRâ	âhõ ú�ù ÿ �

∂2u

∂t2
− ∂4u

∂x2∂t2
+ α2 ∂

4u

∂x4
= β

∂2

∂x2
u3, ó ö�ÿ

ï�ý9éRî�ß�ý�ß�è	è	ëmé��	â3à�Þ�ß
α ∈ R

1
+ ã β ∈ R

1 ôoRÜ�Þ�ß�ï�ß/é�å ã �	á�Ü ϕ ã ψ � è9ß��9ß�Þ���è	ëmé\þRæ�è	�	
	â	âÖî�ß�ý�ß��	â�SRÜ��!â �

u|t=0 = ϕ(x), ut|t=0 = ψ(x), x ∈ R
1, ó ú�ÿ

âRâ3à
��Ü�å,Ü�é��'Þ�ß/à�à�â	�3é�à
��Ü�é ä é
��é�è	â3é 2 u = u(x, t) ã (x, t) ∈ R
1×R

1
+ ã R1

+ = [0,+∞[ ã æ ä ß�ç�è3é�è	â	� ó ö�ÿý	Þ���ç�à�é���î�è9ß��3é�è	â	ð{ç ä é�å,é�è	è3Ü/ðÖê3é ä é�å,é�è	è3Ü/ð t ê3Ü\ê3é ä é�å,é�è	è3Ü/ð x ê ä â	è9ß�ý	Þ9é ò ß�á�Ý�ß�è9ß��#Ü/ç�æ�ê ä Ü�l
�© ������� Ãp¶9¡�±�¥�£���¿�Ô�¿
1 Ãp±/¡�£� /©¤ �­/©�Ò3¥�º�­/ª¤»J£�¡�ÁpÂK©�©V /©¤��­� /©¤½� �»�©m­/¢¤¦�­/¾� �»�©j£�¥��� �»Õ£!ª�«�©�±�Ñ� /©�Ò3ª�¥�®�©�±�Ñ�­/«�� � � ª�«�©¤º/©¤ �­?¸�¡�ª�«� /¥�½º/±�¥�­/¢¤£�¥�®/ /¥�½� /©¤­/¢¤£�©�ª�«� /¥�½{¯�³� /¨�²�­�­"!

∂(∂w/∂x)3/∂x ≡ (w3
x)x
Ò9¥�®/ �¡�¨�¥�Ò9¢§¡�¶3©¤ /¥�½

u = wx
­�º/¥�ª¤�/©´®/³�ÁpÂ,­/¶

®/­�¯°¯p©�±�©¤ �²�­/±�¥�£�¡� �­/©�¶�¥�¾�©¤­�¼m¸�¡�ª�«�©¤½X³�±/¡�£� /©¤ �­/�mª¤£�¥�®/­/«�ª´�j¨j£�­�®/³$# ��% ¿
2 & ¥�®X¨���¡�ª�ª¤­�¸/©�ª�¨�­/¶�±�©�µK©¤ �­/©�¶�º/¥� �­/¶9¡�©�«�ª´��®�¥�ª�«�¡�«�¥�¸� /¥,¦´��¡§®�¨�¡��2¯�³� /¨�²�­/��Ò�­/¶3©�ÁpÂ�¡��2£�ª�©� /©¤º/±�©�±�»J£� �»�©º/±�¥�­/¢¤£�¥�®/ �»�©p �³�Ñ� /¥�¦§¥7º/¥�±���®�¨�¡,­X³�®�¥�£��/©�«�£�¥�±���ÁpÂ�¡��m³�±/¡�£� /©¤ �­/Á�£2¨�¡�ÑK®�¥�½R«�¥�¸/¨�©°¥�¾���¡�ª�«�­R©¤¦§¥7¢§¡§®�¡� �­/��¿
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à�á ä ß�è3à�á�ç�æ C[−∞,+∞] ≡ C[R1] 3

è3é�ê ä é ä ë2ç�è	ë �?þRæ�è	�	
	â	ð
g = g(x) ã ý	Þ�� ��Ü/á�Ü ä ë ��à�æ�í�é�à�á�ç�æ#l

ìXá�ê ä é�ý9é�Þ3ë ê ä â x→ ±∞ ã âÖè3Ü ä åKß?Ü/ê ä é�ý9é�Þ��	é�á�à���ê3Ü?þcÜ ä å°æ�Þ9é ‖g(x)‖C = supx∈R1 |g(x)| ôe�æ�ý9é�å Ü�Ý�Ü/î�è9ß��9ß�á �
C(k)[R1] =

{
g(x) ∈ C[R1] : g′(x), . . . , g(k)(x) ∈ C[R1]

} ô
acß ��ß�
3é�Þ�� � ý	Þ�� à�Þ3æ"�9ß �

β = 0 ã á�ô�é�ô�ý	Þ�� à�Ü�Ü/á�ç�é�á�à�á�ç�æ�ìXí�é�ï�Ü ó ö�ÿ°Þ3â	è3é�ð	è3Ü/ï�Ü!æ ä ß�ç�è3é�è	â	� ãè9ß�ð	á�â �'ç�è	ë2ð{ç�â'ý ä é
��é�è	â	�{î�ß�ý�ß��	â�SRÜ��!â{ç�ê ä Ü�à�á ä ß�è3à�á�ç�é C[R1] ã ß\ç�à�Þ3æ"�9ß/é β 6= 0 � è9ß�ð	á�â
ç ä é�å,é�è	è3Ü/ð�Ü/á ä é�î�Ü���à�æ�í�é�à�á�ç�Ü/ç#ß�è	â	� �'Þ�ß/à�à�â	�3é�à
��Ü/ï�Ü ä é
��é�è	â	�!î�ß�ý�ß��	â?SRÜ��!â�â�Ü�
3é�è	â	á �Rè3Ü ä å°æç
C[R1] �

á�Ü/ï�Ü Þ9Ü��'ß�Þ���è3Ü/ï�Ü ä é
��é�è	â	� ã ý�ß�Þ9é�é ä ß/à�à�å,Ü/á ä é�á �wæ�à�Þ9Ü/ç�â	��à�æ�í�é�à�á�ç�Ü/ç#ß�è	â	��ï�Þ9Ü�Ý�ß�Þ��/lè3Ü/ï�Ü ó Ü/ê ä é�ý9é�Þ9é�è	è3Ü/ï�ÜÖý	Þ�� t ∈ R
1
+

ÿ ä é
��é�è	â	��æ ä ß�ç�è3é�è	â	� ó ö�ÿmâ ä ß�î ä æ"��é�è	â	��é�ï�Ü ä é
��é�è	â	��è9ß��Ü/è3é
�	è3Ü�å ç ä é�å,é�è	è3Ü�å Ü/á ä é�î���é�ô

� E
	K|#ÙK|��p|�
Ö~���ÛÕÙ������,ÛpÚpØ��pÚp~���~���}p|	�9ÚpØ#ÚpÛ�� Û�����Û��9Ú�� � �9~!�,Ú
_°ß/à�à�å,Ü/á ä â3å Þ3â	è3é�ð	è3Ü�é\Ü�ý3è3Ü ä Ü�ý3è3Ü�é\æ ä ß�ç�è3é�è	â3é ã à�Ü�Ü/á�ç�é�á�à�á�ç�æ�ìXí�é�é ó ö�ÿ �

∂2u

∂t2
− ∂4u

∂x2∂t2
+ α2 ∂

4u

∂x4
= 0. ó#" ÿ

acß�Þ3â	�	â3é�ê ä â λ > 0 ä é�î�Ü�Þ���ç�é�è	á�ë ý3â3þcþcé ä é�è	
	â9ß�Þ���è3Ü/ï�Ü Ü/ê3é ä ß�á�Ü ä ß d2/dx2 ê3Ü/î�ç�Ü�Þ��	é�áà�æ�í�é�à�á�ç�é�è	è3Ü�ê ä é�Ü�Ý ä ß�î�Ü/ç#ß�á � æ ä ß�ç�è3é�è	â3é ó#" ÿ ã�ä ß�î ä é
�!â	ç�é�ï�Ü�Ü/á�è3Ü�à�â	á�é�Þ���è3Ü�ê ä Ü/â	î�ç�Ü�ý3è3Ü/ð ê3Üç ä é�å,é�è	â�ô�YRå,é�è	è3Ü ã ê	æ�à�á � u = u(x, t) � �'Þ�ß/à�à�â	�3é�à
��Ü�é ä é
��é�è	â3é�î�ß�ý�ß��	â SRÜ��!â ó ö�ÿ ã ó ú�ÿ ã ý	Þ����Ü/á�Ü ä Ü/ï�Ü �9ß/à�á�è	ëméRê ä Ü/â	î�ç�Ü�ý3è	ëmé uxx ã uxxt è3é�ê ä é ä ë2ç�è	ë ê ä â t > 0
ô'`�ç�é�ý9é�å è3Ü/ç�æ�ì è3é�â	î�ç�é�à�á/l

è	æ�ìTþRæ�è	�	
	â	ì
v = u− uxx.

ó%$ ÿ
YVîjî�ß/å,é�è	ë ó%$ ÿ°å,Ü ò è3Ü!é�ý3â	è3à�á�ç�é�è	è	ëmå Ü�Ý ä ß�î�Ü�åhÜ/ê ä é�ý9é�Þ3â	á �!è9ß��9ß�Þ���è	ëméXî�è9ß��3é�è	â	� v|t=0 =

ϕ(x) − ϕ′′(x) ã vt|t=0 = ψ(x) − ψ′′(x)
ê ä â�æ�à�Þ9Ü/ç�â	â ã �	á�ÜÖþRæ�è	�	
	â	â ϕ(x) ã ψ(x) ê ä â	è9ß�ý	Þ9é ò ß�á

C(2)[R1]
â?ç�ë ä ß�î�â	á � õ " ã à�ô � û�ú�ù ä é
��é�è	â3é u(x, t) î�ß�ý�ß��	â{SRÜ��!â ó ö�ÿ ã ó ú�ÿ �3é ä é�îmè3Ü/ç�æ�ì è3é�â	î�ç�é�à�á/l

è	æ�ìTþRæ�è	�	
	â	ì
v(x, t) �

u(x, t) =

(
I − d2

dx2

)−1

v(x, t) =
1

2

+∞∫

−∞

e−|r|v(x+ r, t) dr. ó ø�ÿ

` ä é�î�æ�Þ���á/ß�á�éwê3Ü�ý9à�á/ß�è3Ü/ç �	â ó%$ ÿ\æ ä ß�ç�è3é�è	â3é ó#" ÿ\ç�ê ä Ü�à�á ä ß�è3à�á�ç�é C[R1]
å,Ü ò è3Ü î�ß�ê	â3à�ß�á �ç?ç�â'ý9écß/Ý�à�á ä ß �	á�è3Ü/ï�Ü Ü�Ý/ë��	è3Ü/ç�é�è	è3Ü/ï�Ü?ý3â3þcþcé ä é�è	
	â9ß�Þ���è3Ü/ï�Ü?æ ä ß�ç�è3é�è	â	�

Vtt = G0V, t ∈ R
1
+,

ó � ÿ
ï�ý9é

V = V (t) : t → v(x, t) � â3à
��Ü�åKß � ç�é
�	á�Ü ä l´þRæ�è	�	
	â	� ã Ü/ê ä é�ý9é�Þ9é�è	è9ß � ý	Þ��
t ∈ R

1
+ ã à�Üî�è9ß��3é�è	â	�	å°âÖç!ê ä Ü�à�á ä ß�è3à�á�ç�é C[R1]

ô	Ujê3é ä ß�á�Ü ä è	ë2ð ��Ü
�
þcþRâ	
	â3é�è	á�ç!æ ä ß�ç�è3é�è	â	â ó � ÿ � Þ3â	è3é�ð'l

è	ë2ð�Ü/ê3é ä ß�á�Ü ä G0 = −α2
(
I − d2/dx2

)−1
d4/dx4 � Ü/ê ä é�ý9é�Þ9é�è�è9ß þRæ�è	�	
	â	�"� g(x) ∈ C(4)[R1]â é�ï�Ü å,Ü ò è3Ü ê ä Ü�ý9Ü�Þ ò â	á � ý9Ü Ü/ê3é ä ß�á�Ü ä ß G = A + α2I + B ã ï�ý9é A = α2d2/dx2 ã B =

−α2(I − d2/dx2)
−1 ô

3 & º/±�¥�ª�«�±/¡� /ª�«�£�© C[R1]
®/­�¯°¯p©�±�©¤ �²�­�¡���¬� �»J½h¥�º/©�±/¡�«�¥�±

d/dx
ª�¥�¾���¡�ª�«�¬�ÁZ¥�º/±�©´®�©¤�/©¤ �­/�

D(d/dx) =
C(1)[R1]

��£��/��©�«�ª´� � '�Ò�ª�¿)( ����� Ò"� *�Ò�ª�¿,+.- � º/±�¥�­/¢¤£�¥�®���Â,­/¶?¥�º/©�±/¡�«�¥�±�¥�¶?ª´Ñ�­/¶9¡�ÁpÂK©¤½Rª¤­���¬� /¥� /©¤º/±�©�±�»J£� /¥�½j¦§±�³�º�·º�»
U(t; d/dx)

¨���¡�ª�ª§¡
C0
�/©¤£�»J¼mª ®/£�­�¦§¥�£ !

U(t; d/dx)g(x) = g(x+ t)
Ò�¡,®/­�¯°¯p©�±�©¤ �²�­�¡���¬� �»J½X¥�º/©�±/¡�«�¥�±

d2/dx2ªX¥�¾���¡�ª�«�¬�Á ¥�º/±�©´®�©¤�/©¤ �­/�
D(d2/dx2) = C(2)[R1]

º/¥�±�¥�ÑK®�¡�©�«�� '�Ò3ª�¿�(/- � � ª¤­���¬� /¥R /©¤º/±�©�±�»J£� �³�Á º/¥���³�¦§±�³�º�º�³
U(t; d2/dx2)

¨���¡�ª�ª§¡
C0 : U(t; d2/dx2)g(x) = 1

2
√

πt

∫ +∞
−∞ e−ξ2/(4t)g(x+ ξ)dξ

Ò
t > 0

¿ & ¥��/¥�Ñ�­/«�©¤��¬� �¡��Vº/¥���³�¥�ª¤¬
λ > 0

º/±�­� �¡§®/�/©�Ñ�­/« � '�Ò�ª�¿,( ��� Ò,(/- � � ±�©�¢�¥���¬�£�©¤ /«� �»�¶?¶	 /¥�ÑK©�ª�«�£�¡�¶ ¥�º/©�±/¡�«�¥�±�¥�£ d/dx ­ d2/dx2 ­j®/�/�mª�¥�¥�«�£�©�«�·ª�«�£�³�ÁpÂ,­�¼R±�©�¢�¥���¬�£�©¤ /«
(λI − d/dx)−1 ­ (λI − d2/dx2)

−1 Ò�¦n®�©
I
Ó «�¥�ÑK®�©�ª�«�£�©¤ � �»J½\¥�º/©�±/¡�«�¥�±#Ò�ª¤º/±/¡�£�©´®/��­�£�»

¥�²/©¤ /¨�­X /¥�±�¶
‖(λI − d/dx)−1‖

Ò
‖(λI − d2/dx2)

−1
‖ 6 1/λ

¿



� �������#��> -�� �������  #"���
�$C��$	���Ö�3
�������$	0
	Ö� - �C���/��$	�	��$C���	�	$C���	$ -
�  	1#"3 �� - � - �����¤"	��$�� � ö
spß �	â3å Ü�Ý ä ß�î�Ü�å ã ê3Ü�Þ3æ"�	â3å � �	ç�â	ç#ß�Þ9é�è	á�è3Ü�é ó#" ÿ�â	è	á�é�ï ä Ü�l ý3â3þcþcé ä é�è	
	â9ß�Þ���è3Ü�é\æ ä ß�ç�è3é�è	â3é

utt = α2(uxx + u− h ∗ u), ó�� ÿ
ç ��Ü/á�Ü ä Ü�å h = e−|x|/2

â �3é ä é�î h ∗ ω Ü�Ý�Ü/î�è9ß��3é�è9ß?à�ç�é ä á �'ß � (h ∗ ω)(x) =
∫ +∞
−∞ h(x− ξ)ω(ξ)dξ

ô
Ujê3é ä ß�á�Ü ä A ã D(A) = D(d2/dx2) ã ç C[R1]

õ ø ã à�ô#ü�ú�ù��'ç/Þ��	é�á�à���ê ä Ü/â	î�ç�Ü�ý��'í!â3åhÜ/ê3é ä ß�á�Ü ä Ü�å��Ü�à�â	è	æ�àRÜ/ê3é ä ß�á�Ü ä l´þRæ�è	�	
	â	â C(t;A) ã t ∈ R
1 ã �'Þ�ß/à�à�ß C0 ã ý	Þ�����Ü/á�Ü ä Ü/ðÖê ä â{ç�à�é�� g(x) ∈ C[R1]à�ê ä ß�ç�é�ý	Þ3â	ç�Ü?ê ä é�ý9à�á/ß�ç/Þ9é�è	â3é

C(t;A)g(x) =
1

2

[
U

(
αt;

d

dx

)
+ U

(
− αt;

d

dx

)]
g(x) =

1

2

[
g(x+ αt) + g(x− αt)

] ó û�ÿ

â�Ü�
3é�è	�'ß�è3Ü ä å°ë ‖C(t;A)‖ 6 1 ã t ∈ R
1 ô`7Ü/î�å°æ�í�é�è	è	ë2ðwÜ/ê3é ä ß�á�Ü ä A+ α2I ã D(A+ α2I) = D(d2/dx2) ã á/ß � ò écê3Ü ä Ü ò ý�ß/é�á�ç C[R1]õ ø ã à�ôRö � ü�ù���Ü�à�â	è	æ�àhÜ/ê3é ä ß�á�Ü ä l´þRæ�è	�	
	â	ì C(t;A + α2I) ã t ∈ R

1 ã �'Þ�ß/à�à�ß
C0 ã ý	Þ�� ��Ü/á�Ü ä Ü/ðà�ê ä ß�ç�é�ý	Þ3â	ç�Ü?ê ä é�ý9à�á/ß�ç/Þ9é�è	â3é

C
(
t;A+ α2I

)
g(x) = C(t;A)g(x) + αt

t∫

0

I1

(
α
√
t2 − s2

)
C(s;A)g(x)

ds√
t2 − s2

, ó ü�ÿ

ï�ý9é
g(x) � ê ä Ü/â	î�ç�Ü�Þ���è	ë2ð � Þ9é�å,é�è	áVâ	î C[R1] ã ß I1(z) =

∑+∞
k=0

(z/2)2k+1

k!(k+1)! � å,Ü�ý3â3þRâ	
	â ä Ü/ç#ß�è	è9ß �þRæ�è	�	
	â	�Öe7é�à�à�é�Þ�� õ � ã à�ô � ú�ü�ù ã â�Ü�
3é�è	�'ß�è3Ü ä å°ë ‖C(t;A+ α2I)‖ 6 ch(αt) ã t ∈ R
1 ôUjï ä ß�è	â	�3é�è	è	ë2ð Ü/ê3é ä ß�á�Ü ä B ã D(B) = C[R1] ã ê3Ü ä Ü ò ý�ß/é�á ��Ü�à�â	è	æ�à�Ü/ê3é ä ß�á�Ü ä l´þRæ�è	�	
	â	ì

C(t;B) ã t ∈ R
1 ã �'Þ�ß/à�à�ß C0 ã ��Ü/á�Ü ä ß ��ý	Þ���ê ä Ü/â	î�ç�Ü�Þ���è3Ü/ï�Ü � Þ9é�å,é�è	á/ß g(x) ∈ C[R1]

ê ä é�ý9à�á/ß�ç/lÞ��	é�á�à�� õ ø ã à�ô�ö $ ú�ù7à�á�é�ê3é�è	è	ëmå ä ��ý9Ü�å ã�ä ß�ç�è3Ü�å,é ä è3Ü�à �#Ü�ý��'í!â3å,à�� ê3Ü
t
è9ß �'ß ò ý9Ü�å ��Ü/è3é
�	è3Ü�å

Ü/á ä é�î���écâ	î R1 �

C(t;B)g(x) =

+∞∑

n=0

(−1)n(αt)2n

(2n)!

(
I − d2

dx2

)−n

g(x).

Ujá �	æ�ý�ß ã ê ä â3å,é�è	� � Ü�
3é�è	�	æAè3Ü ä å°ë ä é�î�Ü�Þ���ç�é�è	á�ë (I − d2/dx2)
−1 ã ç�ë2ç�Ü�ý3â3å ‖C(t;B)‖ 6

ch(αt) ã t ∈ R
1 ô\YRà�ê3Ü�Þ���î�æ �rþcÜ ä å°æ�Þ3æuõ " ã à�ô ��� $ ù ã ç�ë ä ß ò ß�ìXí!æ�ì à�á�é�ê3é�è	â ä é�î�Ü�Þ���ç�é�è	á�ë

(I − d2/dx2)
−n �3é ä é�îcê3Ü�Þ3æ�ï ä æ�ê	ê	æ ã ê3Ü ä Ü ò ý�ß/é�å°æ�ìZÜ/ê3é ä ß�á�Ü ä Ü�å d2/dx2 �
(
I − d2

dx2

)−n

g(x) =
1

(n− 1)!

+∞∫

0

sn−1e−sU

(
s;

d2

dx2

)
g(x) ds,

ê ä é�Ü�Ý ä ß�î�æ�é�å ê ä é�ý9à�á/ß�ç/Þ9é�è	â3é$��Ü�à�â	è	æ�à\Ü/ê3é ä ß�á�Ü ä l´þRæ�è	�	
	â	â C(t;B) �

C(t;B)g(x) = g(x) − (αt)2

2

+∞∫

0

e−s
0F2

(
;
3

2
, 2;−(αt)2

4
s

)
U

(
s;

d2

dx2

)
g(x) ds, ó ö � ÿ

ï�ý9é
0F2 (; 3/2, 2;−z/4) = 2

∑+∞
n=0

(−1)nzn

n!(2n+2)! � Ü�Ý�Ü�Ý/í�é�è	è9ß ��ï�â	ê3é ä ï�é�Ü�å,é�á ä â	�3é�à
�'ß � þRæ�è	�	
	â	�{õ � ãà�ô $�"�� ù´ô3P�ß�Þ9é�é ã ê ä â3å,é�è	� ��â	è	á�é�ï ä ß�Þ���è3Ü�é�ê ä é�ý9à�á/ß�ç/Þ9é�è	â3é?ê3Ü�Þ3æ�ï ä æ�ê	ê	ë U(s; d2/dx2) ã þcÜ ä å°æ#lÞ9é ó ö � ÿ7å,Ü ò è3Ü?ê ä â'ý�ß�á ��ç�â'ý

C(t;B)g(x) = g(x)− (αt)2

2

+∞∫

−∞

F

(
(αt)2, ξ2

)
g(x+ ξ) dξ, t ∈ R

1, ó ö�ö�ÿ

ï�ý9écÜ�Ý�Ü/î�è9ß��3é�è3Ü
F (z, ξ2) =

∫ +∞
0 e−s−ξ2/(4s)

0F2 (; 3/2, 2;−z/4s)ds/
√
s
ô



� ú <°����" - 
�� 6��C6
`7Ü/î�å°æ�í�é�è	â3é\Ü/ï ä ß�è	â	�3é�è	è	ëmå Ü/ê3é ä ß�á�Ü ä Ü�å B

à�Ü�� ä ß�è	�	é�á à�ê3Ü�à�Ü�Ý/è3Ü�à�á �ÖÜ/ê3é ä ß�á�Ü ä ß A+ α2Iê3Ü ä Ü ò ý�ß�á � ��Ü�à�â	è	æ�à7Ü/ê3é ä ß�á�Ü ä l´þRæ�è	�	
	â	ì �'Þ�ß/à�à�ß
C0

õ ø ã à�ô#ö � ü�ù ã ê3Ü � á�Ü�å°æ\Ü/ê3é ä ß�á�Ü ä G �'ç/Þ��	é�á�à��
ê ä Ü/â	î�ç�Ü�ý��'í!â3åZÜ/ê3é ä ß�á�Ü ä Ü�åià�â'Þ���è3Ü�è3é�ê ä é ä ë2ç�è3Ü/ð ��Ü�à�â	è	æ�àÖÜ/ê3é ä ß�á�Ü ä l´þRæ�è	�	
	â	â �'Þ�ß/à�à�ß

C0 ãý	Þ�� ��Ü/á�Ü ä Ü/ðwè9ß � Þ9é�å,é�è	á/ß�� g(x) ∈ D(G) = D(d2/dx2)
à�ê ä ß�ç�é�ý	Þ3â	ç�Ü?ê ä é�ý9à�á/ß�ç/Þ9é�è	â3é

C(t;G)g(x) = C
(
t;A+ α2I

)
g(x) +

t2

2

1∫

0

j1

(
t
√
1− ζ2, A+ α2I

)
C(tζ;B)g(x) dζ, t ∈ R

1,

ï�ý9é
j1(t, A+ α2I)g(x) = 4/π

∫ 1
0

√
1− η2C(tη;A+ α2I)g(x) dη.YRà�ê3Ü�Þ���î�æ �{þcÜ ä å°æ�Þ3ë ó û�ÿ ã ó ü�ÿ ã ó ö�ö�ÿ ã ��Ü�à�â	è	æ�àVÜ/ê3é ä ß�á�Ü ä l´þRæ�è	�	
	â	� ã ê3Ü ä Ü ò ý�ß/é�åKß �{Ü/ê3é ä ß�á�Ü�l

ä Ü�å G ã î�ß�ê	â3à�ë2ç#ß/é�á�à��wç �'ç�è3Ü�åÕç�â'ý9éRè9ß�þRæ�è	�	
	â	�"�
g(x) ∈ D(d2/dx2) �

C(t;G)g(x) =
1

2

[
g(x+ αt) + g(x− αt)

]

+
αt

2

t∫

0

I1

(
α
√
t2 − s2

) [
g(x+ αs) + g(x− αs)

] ds√
t2 − s2

+
t2

π

1∫

0

dζ

1∫

0

√
1− η2

{
g
(
x+ αtη

√
1− ζ2

)
+ g

(
x− αtη

√
1− ζ2

)

− (αtζ)2

4
√
π

+∞∫

−∞

F

(
(αtζ)2, ξ2

)[
g
(
x+ ξ + αtη

√
1− ζ2

)

+g
(
x+ ξ − αtη

√
1− ζ2

) ]
dξ + αtη

√
1− ζ2

tη
√

1−ζ2∫

0

I1

(
α
√
t2η2(1− ζ2)− s2

)

×
[
g(x+ αs) + g(x− αs)− (αtζ)2

4
√
π

+∞∫

−∞

F

(
(αtζ)2, ξ2

)

×
[
g(x+ ξ + αs) + g(x+ ξ − αs)

]
dξ

]
ds√

t2η2(1 − ζ2)− s2

}
dη

ó ö�ú�ÿ

âÖý	Þ��{è3é�écà�ê ä ß�ç�é�ý	Þ3â	ç#ß?Ü�
3é�è	�'ß�è3Ü ä å°ë

‖C(t;G)‖ 6 ch(αt) + α−2sh
(
αt(

√
2− 1)

)
sh
(
αt(

√
2 + 1)

)
, t ∈ R

1. ó ö " ÿ
q ��Ü�à�â	è	æ�à\Ü/ê3é ä ß�á�Ü ä l´þRæ�è	�	
	â3é�ð ó ö�ú�ÿ2ß/à�à�Ü�
	â	â ä æ�ìXáwõ ø ã à�ô3ü'ö�ùpà�â	è	æ�àcÜ/ê3é ä ß�á�Ü ä l´þRæ�è	�	
	â	ì �

S(t;G)g(x) =

t∫

0

C(r;G)g(x) dr, g(x) ∈ C[R1], ó ö $ ÿ

â Þ3â	è3é�ð	è3Ü�é{å°è3Ü/ï�Ü�Ü�Ý ä ß�î�â3é C1[R
1] = {g(x) ∈ C[R1] : C(t;G)g(x) ∈ C (1)(R1;C[R1])} ã á�ô�é�ôê3Ü�ý9å°è3Ü ò é�à�á�ç�Ü C1[R

1]
ê ä Ü�à�á ä ß�è3à�á�ç#ß C[R1]

à�Ü�à�á�Ü/â	áVâ	î�á�é��
�
Þ9é�å,é�è	á�Ü/çVâ	î

C[R1] ã ý	Þ��$��Ü/á�Ü ä ë �
þRæ�è	�	
	â	�

C(t;G)g(x) : R1 → C[R1]
�'ç/Þ��	é�á�à�� è3é�ê ä é ä ë2ç�è3ÜÖý3â3þcþcé ä é�è	
	â ä æ�é�å,Ü/ð þRæ�è	�	
	â3é�ðê3é ä é�å,é�è	è3Ü/ð t ôU �3é�ç�â'ý3è3Ü ã �	á�Ü D(G) = D(d2/dx2) ⊂ C1[R

1]
ô



� �������#��> -�� �������  #"���
�$C��$	���Ö�3
�������$	0
	Ö� - �C���/��$	�	��$C���	�	$C���	$ -
�  	1#"3 �� - � - �����¤"	��$�� � "

YRà�ê3Ü�Þ���î�æ �wÜ�
3é�è	�	æ ó ö " ÿ ã â3å,é�é�å

‖S(t;G)‖ 6

∣∣∣∣∣

t∫

0

‖C(s;G)‖ ds
∣∣∣∣∣ 6

|sh(αt) |
α

+

∣∣∣∣∣
sh(2αt

√
2)

4α3
√
2

− sh(2αt)

4α3

∣∣∣∣∣ , t ∈ R
1. ó ö�ø�ÿ

spß �	â3å Ü�Ý ä ß�î�Ü�å ã ê ä â �#Ü�ý3â3å ��ß/Ý�à�á ä ß �	á�è3Ü�å°æ{ý3â3þcþcé ä é�è	
	â9ß�Þ���è3Ü�å°æÖæ ä ß�ç�è3é�è	â	ì ã Ü�Ý�Ü�Ý/í�ß�lìXí�é�å°æ æ ä ß�ç�è3é�è	â3é ó � ÿ�ç?Ý�ß�è9ß��#Ü/ç�Ü�å ê ä Ü�à�á ä ß�è3à�á�ç�é C[R1] �

Vtt = GV, t ∈ R
1
+,

ó ö � ÿ

ç$��Ü/á�Ü ä Ü�åÕÜ/ê3é ä ß�á�Ü ä è	ë2ð ��Ü
�
þcþRâ	
	â3é�è	á

G
ê3Ü ä Ü ò ý�ß/é�á?à�â'Þ���è3Ü\è3é�ê ä é ä ë2ç�è	æ�ì ��Ü�à�â	è	æ�àVÜ/ê3é ä ß�lá�Ü ä l´þRæ�è	�	
	â	ì �'Þ�ß/à�à�ß

C0
ô�acß��9ß�Þ���è	ëmé{æ�à�Þ9Ü/ç�â	�hç

C[R1]
ý	Þ��hæ ä ß�ç�è3é�è	â	� ó ö � ÿRê3é ä é�ê	â	�!æ�á�à��ç�ç�â'ý9é

V |t=0 = Φ, Vt|t=0 = Ψ , ó ö � ÿ
ï�ý9é

Φ = ϕ(x)− ϕ′′(x) ã Ψ = ψ(x)− ψ′′(x) � �
Þ9é�å,é�è	á�ë ê ä Ü�à�á ä ß�è3à�á�ç#ß C[R1]

ô
PcÞ���á�Ü/ï�Ü �	á�Ü�Ý/ëiî�ß�ý�ß��9ß{SRÜ��!â ó ö � ÿ ã ó ö � ÿjÝ/ë7Þ�ß ä ß�ç�è3Ü�å,é ä è3Ü ��Ü ä	ä é
�	á�è3Ü/ð 4 è9ß R

1
+ ã è3é�Ü�Ý�l�#Ü�ý3â3å,Ü�â�ý9Ü�à�á/ß�á�Ü��	è3Ü ã �	á�Ü�Ý/ëAÜ/ê3é ä ß�á�Ü ä G Ý/ë7Þhê ä Ü/â	î�ç�Ü�ý��'í!â3å Ü/ê3é ä ß�á�Ü ä Ü�åñà�â'Þ���è3ÜÖè3é�ê ä é�l

ä ë2ç�è3Ü/ð ��Ü�à�â	è	æ�à Ü/ê3é ä ß�á�Ü ä l´þRæ�è	�	
	â	â �'Þ�ß/à�à�ß
C0 ã ê ä â � á�Ü�å �'Þ�ß/à�à�â	�3é�à
��Ü�é 5 ä é
��é�è	â3é?î�ß�ý�ß��	âSRÜ��!â ó ö � ÿ ã ó ö � ÿXý�ß/é�á�à�� õ ø ã à�ôpü'ö��'ü�ú�ù7þcÜ ä å°æ�Þ9Ü/ð V (t) = C(t;G)Φ + S(t;G)Ψ ã t ∈ R

1 ã ý	Þ��Þ3ìVÝ/ë �
Φ ∈ D(G)

â
Ψ ∈ C1[R

1]
ô

s�é�ê3é ä � ã ê ä Ü/â	î�ç�Ü�ý�� Ü�Ý ä ß�á�è	æ�ì î�ß/å,é�è	æ ó ø�ÿ!âÕâ3à�ê3Ü�Þ���î�æ �Õê3é ä é�à�á/ß�è3Ü/ç�Ü��	è3Ü�à�á � ä é�î�Ü�Þ���ç�é�è'lá�ë
(I − d2/dx2)

−1 � ��Ü�à�â	è	æ�à Ü/ê3é ä ß�á�Ü ä l´þRæ�è	�	
	â3é�ð ã ê3Ü ä Ü ò ý�ß/é�å,Ü/ðÕÜ/ê3é ä ß�á�Ü ä Ü�å G ã è9ß��#Ü�ý3â3å
ä é
��é�è	â3éRî�ß�ý�ß��	â�SRÜ��!â{ý	Þ��Öæ ä ß�ç�è3é�è	â	� ó#" ÿ �

u =
(
I − d2

dx2
)−1

V (t) = C(t;G)ϕ + S(t;G)ψ. ó ö�û�ÿ

spß �	â3å Ü�Ý ä ß�î�Ü�å ã â3å,é�é�á å,é�à�á�Ü�æ�á�ç�é ä#ò ý9é�è	â3é 6 �
��Ø#~9}pØ�zX|iB9E��j 3������$����#������$	0V�
	2 	$	���	�	�

ϕ(x)
*
ψ(x)


����������{��1#" - �3
�
 - ��$	0m�°� � - ����� �

'�¤"�� - � - 1 - "������	��
��	�����/�C��������$ - 1#"��	$������C��������1#" - ����"���$C����
� 

C[R1]
6m+�- ������
��������#��> -�� �

�����?�	�	$C���	$ - � -!- ��$ - " - ��$ - � -  #"���
�$C��$	��� ó#" ÿ "���
�$ - ���¤"�$ - � - "	"����C��$�� * �	����������������� - ��"�� � ��$	�C�

4 
 ¡§®�¡�¸�¡�¹,¥�µ,­
u′′(t) = Au(t), t ∈ R

1
+; u(0) = u0, u′(0) = u1, (∗)

£X¾�¡� �¡�¼�¥�£�¥�¶�º/±�¥�ª�«�±/¡� /ª�«�£�©
E
 �¡�¢¤»J£�¡�©�«�ª´����������������������������� �!��"#���%$ � +�Ò#ª�¿ -'& � Ò#©�ª¤��­\ �¡�½�®�©�«�ª´�Vº��/¥�«� /¥�©Kº/¥�®/·¶	 /¥�ÑK©�ª�«�£�¥

E1 ⊂ E
«�¡�¨�¥�©�Ò�¸/«�¥mº/±�­

u0 Ò u1 ∈ E1
ª¤³�ÂK©�ª�«�£�³�©�«X©´®/­� /ª�«�£�©¤ � /¥�©�±�©�µK©¤ �­/©� �¡

R
1
+

­!Ä�«�¥j±�©�µK©¤ �­/©
±/¡�£� /¥�¶3©�±� /¥K³�ª�«�¥�½�¸�­�£�¥,º/¥

t
 �¡°�/Áp¾�¥�¶�¨�¥�¶	º�¡�¨�«�©

K ⊂ R
1
+

Ò�«�¿�©�¿�­/¢�³�ª¤�/¥�£�­/�
um
n → 0

#
um
n ∈ E1

Ò
m = 0, 1 % º/±�­

n → ∞
ª¤�/©´®/³�©�«,ªn¼�¥�®/­/¶3¥�ª�«�¬Kª�¥�¥�«�£�©�«�ª�«�£�³�ÁpÂ,­�¼7±�©�µK©¤ �­�½

un(t) → 0
±/¡�£� /¥�¶3©�±� /¥Kº/¥

t ∈ K
Ò�¦n®�©

u
(m)
n (0) = um

n

Ò
m = 0, 1

¿
5 �K£�¡�ÑK®/»� /©¤º/±�©�±�»J£� /¥7®/­�¯°¯p©�±�©¤ �²�­/±�³�©�¶9¡��R¯�³� /¨�²�­/� u(t) : R1

+ → E
Ò�«�¿�©�¿

u(t) ∈ C(2)(R
1
+;E)

 �¡�¢¤»J£�¡�·
©�«�ª´�(��)��'*+*-,/./�-*-��,��0� �!1��!�/,2�3�4�'5�*-"6������"#���%$87��'9���.�,(:��%1#,

(∗)
Ò'©�ª¤��­

u(t) ∈ D(A)
Ò
Au(t) ∈ C(R

1
+;E)

º/±�­
t ∈ R

1
+

­X³�®�¥�£��/©�«�£�¥�±���Áp«�ª´�2±/¡�£�©¤ /ª�«�£�¡
(∗)
¿

6 ; «R �¡�¸�¡���¬� /¥�½ ¯�³� /¨�²�­�­ ψ(x) «�±�©�¾�³�©�¶�¢§¡�£�©´®�¥�¶3¥\¾�¥���¬�µ,³�Á ¦´��¡§®�¨�¥�ª�«�¬�Ò'¸/©�¶w �³�Ñ� /¥V®/�/��ª¤³�ÂK©�ª�«�£�¥�£�¡�· �­/��±�©�µK©¤ �­/�?¢§¡§®�¡�¸�­{¹,¥�µ,­�®/�/��³�±/¡�£� /©¤ �­/� # ' % Ò3¸/«�¥�¾�»Õ /©X¢§¡� �­/¶9¡�«�¬�ª´�?¥�º�­/ª§¡� �­/©�¶�º/¥�®�¶	 /¥�ÑK©�ª�«�£�¡ C1[R
1]º/±�¥�ª�«�±/¡� /ª�«�£�¡

C[R1].
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��������� � 	 - "C�� �� - � ó ö�û�ÿ �	�	�Ö
?1 - �	" - ��$ - ��
���1	�C���

u(x, t) =
1

2
[ϕ(x+ αt) + ϕ(x− αt)] +

1

2

t∫

0

[ψ(x+ αr) + ψ(x− αr)] dr

+
αt

2

t∫

0

I1

(
α
√
t2 − s2

)
[ϕ(x + αs) + ϕ(x− αs)]

ds√
t2 − s2

+
α

2

t∫

0

rdr

r∫

0

I1

(
α
√
r2 − s2

)
[ψ(x+ αs) + ψ(x− αs)]

ds√
r2 − s2

+
t2

π

1∫

0

dζ

1∫

0

√
1− η2

{
ϕ
(
x+ αtη

√
1− ζ2

)
+ ϕ

(
x− αtη

√
1− ζ2

)

− (αtζ)2

4
√
π

+∞∫

−∞

F

(
(αtζ)2, ξ2

) [
ϕ
(
x+ ξ + αtη

√
1− ζ2

)
+ ϕ

(
x+ ξ − αtη

√
1− ζ2

)]
dξ

+αtη
√
1− ζ2

tη
√

1−ζ2∫

0

I1

(
α
√
t2η2(1− ζ2)− s2

){
ϕ(x+ αs) + ϕ(x− αs)

− (αtζ)2

4
√
π

+∞∫

−∞

F

(
(αtζ)2, ξ2

)
[ϕ(x+ ξ + αs) + ϕ(x+ ξ − αs)] dξ

}
ds√

t2η2(1− ζ2)− s2

}
dη

+
1

π

t∫

0

r2

{ 1∫

0

dζ

1∫

0

√
1− η2

{
ψ
(
x+ αrη

√
1− ζ2

)
+ ψ

(
x− αrη

√
1− ζ2

)

− (αrζ)2

4
√
π

+∞∫

−∞

F

(
(αrζ)2, ξ2

) [
ψ
(
x+ ξ + αrη

√
1− ζ2

)
+ ψ

(
x+ ξ − αrη

√
1− ζ2

)]
dξ

+αrη
√
1− ζ2

rη
√

1−ζ2∫

0

I1

(
α
√
r2η2(1− ζ2)− s2

)

×
{
ψ(x+ αs) + ψ(x− αs)− (αrζ)2

4
√
π

+∞∫

−∞

F

(
(αrζ)2, ξ2

)

× [ψ(x+ ξ + αs) + ψ(x+ ξ − αs)] dξ

}
ds√

r2η2(1− ζ2)− s2

}
dη

}
dr

� �����{$C� � - ��1#"���
'�¤���	�	
�� - �C��$	�	�

sup
x∈R1

|u(x, t)| 6
[
ch(αt) + α−2sh

(
αt
(√

2− 1
))
sh
(
αt
(√

2 + 1
))]

sup
x∈R1

|ϕ(x)|

+
1

α

[
|sh(αt) |+ 1

4α2
√
2

∣∣∣sh
(
2αt

√
2
)
−

√
2sh(2αt)

∣∣∣
]
sup
x∈R1

|ψ(x)|, t ∈ R
1.



� �������#��> -�� �������  #"���
�$C��$	���Ö�3
�������$	0
	Ö� - �C���/��$	�	��$C���	�	$C���	$ -
�  	1#"3 �� - � - �����¤"	��$�� � ø
���������	��
�����
��2gVÜ/á�� â	î�è9ß��9ß�Þ���è3Ü à�á/ß�ç�â'Þ�ß/à
� 
3é�Þ��Õè9ß�ð	á�â ä é
��é�è	â3é u(x, t) Þ3â	è3é�ð	è3Ü/ï�ÜÜ�ý3è3Ü ä Ü�ý3è3Ü/ï�ÜRæ ä ß�ç�è3é�è	â	�!â	î�ï�â3Ý/è	ë � ��Ü�Þ9é�Ý�ß�è	â	ð�è9ßjê3Ü�Þ3æ�Ü�à�â

t ∈ R
1
+ ã þcÜ ä å°æ�Þ�ß ó ö�û�ÿ�Ü/ê ä é�ý9é�Þ��	é�á

u(x, t)
è9ß{ç�à�é�ð �	â3à�Þ9Ü/ç�Ü/ðhê ä �	å,Ü/ð t ∈ R

1 ã �	á�Ü�é�à�á�é�à�á�ç�é�è	è3Üwç�ë2á�é
�'ß/é�á�â�â	î�à�ß/å,Ü/ï�Ü�î�ß�ý�ß�è	â	�æ ä ß�ç�è3é�è	â	� ã á/ß � �'ß ��Ü/è3Ü�è3écå,é�è	�	é�á�à���ê ä â�î�ß/å,é�è3é t→ −t ô
���������	��
���������spß � �'ß � �'Þ�ß/à�à�â	�3é�à
��Ü�é ä é
��é�è	â3é V (t)

ß/Ý�à�á ä ß �	á�è3Ü/ðhî�ß�ý�ß��	âhSRÜ��!â ó ö � ÿ ãó ö � ÿJê ä â	è9ß�ý	Þ9é ò â	á C(2)(R
1
+;C[R1])

â\ý	Þ��\è3é�ï�Ü
GV (t) ∈ C(R

1
+;C[R1]) ã á�Üjî�è9ß��3é�è	â	� ä é
��é�è	â	�

u(x, t) = (I − d2/dx2)
−1
V (t)

æ ä ß�ç�è3é�è	â	� ó#" ÿ�ê ä â	è9ß�ý	Þ9é ò ß�á C(4)[R1]
ý	Þ��{ç�à�é��

t ∈ R
1
+

ô

� E��w~��J| ���9Úp~9Øw}pØ���Ø#ÚpÛpØ �#|#ÙK|��pÛ 
Ö~���Û
Ù����ÕÚpØ��,ÛpÚpØ��pÚp~���~���}p|	�9ÚpØ#ÚpÛ�� Û�����Û��9Ú�� � �9~!�,Ú

o ä â3å,é�è	â	ç � Ü�Ý�é�â3å �9ß/à�á��	å æ ä ß�ç�è3é�è	â	� ó ö�ÿ Þ3â	è3é�ð	è	ë2ð Ü/ï ä ß�è	â	�3é�è	è	ë2ð Ü/ê3é ä ß�á�Ü ä
(I − d2/dx2)

−1 ã ê3Ü�Þ3æ"�	â3å � �	ç�â	ç#ß�Þ9é�è	á�è3Ü�é ó ö�ÿJè3é�Þ3â	è3é�ð	è3Ü�é2â	è	á�é�ï ä Ü�l ý3â3þcþcé ä é�è	
	â9ß�Þ���è3Ü�é2æ ä ß�ç/lè3é�è	â3é � è3é�Þ9Ü��'ß�Þ���è3Ü�é\æ ä ß�ç�è3é�è	â3écSXÞ9é�ð	è9ß � d�Ü ä ý9Ü/è9ß �

utt − α2uxx = α2u− βu3 + h ∗ (βu3 − α2u). ó ö�ü�ÿ
^ ä ß�ç�è3é�è	â3é ó ö�ü�ÿRçwê ä Ü�à�á ä ß�è3à�á�ç�é C[R1]

å,Ü ò è3Üwî�ß�ê	â3à�ß�á ��çwç�â'ý9é ß/Ý�à�á ä ß �	á�è3Ü/ï�Ü�ê3Ü�Þ3æ�Þ3â'lè3é�ð	è3Ü/ï�Ü�æ ä ß�ç�è3é�è	â	�
Vtt = GV + F (V ), t ∈ R

1
+,

ó ú � ÿ
ï�ý9é!Ü/ê3é ä ß�á�Ü ä G á/ß ��Ü/ð ò é ã �'ß ��âwç�æ ä ß�ç�è3é�è	â	â ó ö � ÿ ã ß F (V ) � î�ß�ý�ß�è	è	ë2ð�è3é�Þ3â	è3é�ð	è	ë2ð�Ü/ê3é�l
ä ß�á�Ü ä�ã ý9é�ð3à�á�ç�æ�ìXí!â	ðwç?ê ä Ü�à�á ä ß�è3à�á�ç�é C[R1] � F (g) = β[(I − d2/dx2)

−1 − I]Q(g) ã î�ý9é�à
� Q �Ü/ê3é ä ß�á�Ü ä à�æ�ê3é ä ê3Ü/î�â	
	â	â � Q(g) = f(g(x)) ã g(x) ∈ C[R1] ã f(s) = s3
ô

Ujá�å,é�á�â3å ã �	á�Ü2â	î,è3é�ê ä é ä ë2ç�è3Ü/ð\ý3â3þcþcé ä é�è	
	â ä æ�é�å,Ü�à�á�â!Ü/ê3é ä ß�á�Ü ä ßmà�æ�ê3é ä ê3Ü/î�â	
	â	â Q çmê ä Ü�là�á ä ß�è3à�á�ç�é è3é�ê ä é ä ë2ç�è	ë �rþRæ�è	�	
	â	ð õ û ã à�ô $ ��� ù{â Ü/ï ä ß�è	â	�3é�è	è3Ü�à�á�â Þ3â	è3é�ð	è3Ü/ï�ÜTÜ/ê3é ä ß�á�Ü ä ß
(I − d2/dx2)

−1 − I
à�Þ9é�ý3æ�é�á è3é�ê ä é ä ë2ç�è9ß � ý3â3þcþcé ä é�è	
	â ä æ�é�å,Ü�à�á �Õê3Ü�� ä é
��é�è3é�Þ3â	è3é�ð	è3Ü/ï�ÜÜ/ê3é ä ß�á�Ü ä ß F (V )

ç�ê ä Ü�à�á ä ß�è3à�á�ç�é C[R1]
ô

YVîVè3é�ê ä é ä ë2ç�è3Ü/ð�ý3â3þcþcé ä é�è	
	â ä æ�é�å,Ü�à�á�â�Ü/á�Ü�Ý ä ß ò é�è	â	� F (V )
à�Þ9é�ý3æ�é�á ã �	á�Ü F (V )

æ�ý9Ü/ç/Þ9é�l
á�ç�Ü ä �	é�á�Þ9Ü��'ß�Þ���è3Ü�å°æ�æ�à�Þ9Ü/ç�â	ìi[Râ	ê	�!â	
9ß'ô9oRÜ

�
á�Ü�å°æwà�æ�í�é�à�á�ç�æ�é�á�ê ä Ü�å,é ò æ�á�Ü�� [0, t∗[ ã ç���Ü/á�Ü�l

ä Ü�åÕî�ß�ý�ß��9ß?SRÜ��!â ó ú � ÿ ã ó ö � ÿ�â3å,é�é�áwõ ü ã à�ô9û � ùpé�ý3â	è3à�á�ç�é�è	è3Ü�é!Ü�Ý�Ü�Ý/í�é�è	è3Ü�é ä é
��é�è	â3é V = V (t) ãá�ô3é�ô	é�ý3â	è3à�á�ç�é�è	è3Ü�é\è3é�ê ä é ä ë2ç�è3Ü�ý3â3þcþcé ä é�è	
	â ä æ�é�å,Ü�é ä é
��é�è	â3éRâ	è	á�é�ï ä ß�Þ���è3Ü/ï�Ü?æ ä ß�ç�è3é�è	â	�

V (t) = C(t;G)Φ + S(t;G)Ψ +

t∫

0

S(t− τ ;G)F (V (τ)) dτ, t ∈ R
1
+,

ó ú'ö�ÿ

ý	Þ�� Þ3ìVÝ/ë �
Φ ∈ D(G)

â
Ψ ∈ C1[R

1]
ô

o ä â3å,é�è	� ��Ü�
3é�è	�	â ó ö " ÿ ã ó ö�ø�ÿjè3Ü ä å Ü/ê3é ä ß�á�Ü ä l´þRæ�è	�	
	â	ð ó ö�ú�ÿ ã ó ö $ ÿ ã î�ß�ê	â3à�ß�è	è	ëmé ã â3à�ê3Ü�Þ��/lî�æ �
�
Þ9é�å,é�è	á/ß ä è	ëmé è3é ä ß�ç�é�è3à�á�ç#ß sh(t)sh(τ) 6 ch(t+ τ)/2 ã |sh(t)| 6 ch(t) ã t, τ ∈ R

1 ã ç�ç�â'ý9é
‖C(t;G)‖ 6

2α2+1
2α2 ch(2αt

√
2) ≡ ρ(α, t) ã ‖S(t;G)‖ 6

ρ(α,t)

2α
√
2 ã
â�æ"�	â	á�ë2ç#ß � ã �	á�Ü�ý	Þ�� � Þ9é�å,é�è	á�Ü/çê ä Ü�à�á ä ß�è3à�á�ç#ß C[R1]

à�ê ä ß�ç�é�ý	Þ3â	ç�Ü�à�Ü�Ü/á�è3Ü���é�è	â3é ‖ΦΨ‖C 6 ‖Φ‖C‖Ψ‖C ã
çÖà�â'Þ3æ �3é�ï�Ü ã à�è	â3åå,Ü ò è3Ü ä ß/Ý�Ü/á/ß�á � �'ß ��à!ß�Þ3ï�é�Ý ä Ü/ðÕõ÷ö � ã à�ô�ö�ú � ù ã â	î\â	è	á�é�ï ä ß�Þ���è3Ü/ï�Ü{æ ä ß�ç�è3é�è	â	� ó ú'ö�ÿ ã æ"�	â	á�ë2ç#ß �Ü�
3é�è	�	æ

ch(t− τ) 6 ch(t)ch(τ) ã ç�ë2ç�Ü�ý3â3å â	è	á�é�ï ä ß�Þ���è3Ü�é\è3é ä ß�ç�é�è3à�á�ç�Ü

‖V (t)‖C 6 ρ(α, t)

[
Ω(α,Φ,Ψ) +

|β|
α
√
2

t∫

0

ch(2ατ
√
2)‖V (τ)‖3Cdτ

]
, t ∈ R

1
+,

ó ú�ú�ÿ



��� <°����" - 
�� 6��C6
ï�ý9é

Ω(α,Φ,Ψ) = ‖Φ‖C + 1/(2α
√
2)‖Ψ‖C

ô�YVî?è3é ä ß�ç�é�è3à�á�ç#ß ó ú�ú�ÿVà�Þ9é�ý3æ�é�á õ÷ö�ö ã à�ôKö " ù�Ü�
3é�è	�'ßè3Ü ä å°ë Ü�Ý�Ü�Ý/í�é�è	è3Ü/ï�Ü ä é
��é�è	â	�

‖V (t)‖C 6 Ω(α,Φ,Ψ)ρ(α, t)
(
1− q(α, β)Ω2(α,Φ,Ψ)δ(α, t)

)− 1
2 ,

ï�ý9é
δ(α, t) = 3αt

√
2 + sh(4αt

√
2) + sh(8αt

√
2) /8 ã è9ß�ç ä é�å,é�è	è3Ü�å Ü/á ä é�î���é t ∈ [0, t∗] ã ý	Þ3â	è9ß��Ü/á�Ü ä Ü/ï�Ü{Ü/ï ä ß�è	â	�	â	ç#ß/é�á�à���ç�é�Þ3â	�	â	è3Ü/ð t∗ = sup{t ∈ [0, t∗[: δ(α, t) < 1/(q(α, β)Ω2(α,Φ,Ψ))} ôN9ý9é�à
�

q(α, β) = |β|(2α2 + 1)
3
/(64α8)

ô
YVá/ß � ã è9ß Ü/á ä é�î���é [0, t∗]

à�æ�í�é�à�á�ç�æ�é�á Ü�Ý�Ü�Ý/í�é�è	è3Ü�é ä é
��é�è	â3é ß/Ý�à�á ä ß �	á�è3Ü/ðAî�ß�ý�ß��	â SRÜ�l
�!â ó ú � ÿ ã ó ö � ÿ ã ý	Þ�� ��Ü/á�Ü ä Ü/ï�Ü à�ê ä ß�ç�é�ý	Þ3â	ç#ß�Ü�
3é�è	�'ß�è3Ü ä å°ë ó ú�ú�ÿ�ô���á�Ü�Ü�Ý�Ü�Ý/í�é�è	è3Ü�é ä é
��é�è	â3é
V (t) ã t ∈ [0, t∗] ã Ý/æ�ý9é�á �'Þ�ß/à�à�â	�3é�à
�	â3å ä é
��é�è	â3é�å î�ß�ý�ß��	â SRÜ��!â ó ú � ÿ ã ó ö � ÿ ã é�à�Þ3â Ü/è3Ü ý3ç#ß�l
ò ý3ë è3é�ê ä é ä ë2ç�è3Ücý3â3þcþcé ä é�è	
	â ä æ�é�å,Ücê3Ü t ã �	á�Ü��'ç/Þ��	é�á�à���à�Þ9é�ý9à�á�ç�â3é�å õ ü ã à�ô#ü'ö�ù9è3é�ê ä é ä ë2ç�è3Ü/ðý3â3þcþcé ä é�è	
	â ä æ�é�å,Ü�à�á�â ê3Ü � ä é
��é{è3é�Þ3â	è3é�ð	è3Ü/ï�Ü Ü/ê3é ä ß�á�Ü ä ß F (V ) ã ê ä âÕæ�à�Þ9Ü/ç�â	â Φ ∈ D(G)â
Ψ ∈ C1[R

1]
ô

spß �	â3å Ü�Ý ä ß�î�Ü�å ã â3å,é�é�á�å,é�à�á�Ü
��Ø#~9}pØ�zX| � E �j 3����� $����#������$	0V� 	2 	$	���	�	�

ϕ(x)
*
ψ(x)


��������/� > -�� � ó ö�ÿ * ó ú�ÿ 1#"��	$���� ��C�������ñ1#" - ����"���$C����
� 
C[R1]


���������� � - ��
 - �3�°� 1#" - �3
�
 - ��$	0m�°�u� - ������
'�¤"�� - � - 1 - "������	�

��	�����/�C��������$ - 7 * � - ������1#"�� t ∈ [0, t∗]

* �����

t∗ = sup

{
t : δ(α, t) <

64α8

|β|(2α2 + 1)3Ω2(α,ϕ, ψ)

}
,

Ω(α,ϕ, ψ) = sup
x∈R1

|ϕ(x)| + 1

2α
√
2
sup
x∈R1

|ψ(x)|,

�� ���������
� 3���j�¤���	$C����
'��$	$ - �°�	����������������� - ��"�� � ��$	�C�
u = u(x, t), (x, t) ∈ R

1×[0, t∗]
*�� � - �\
��������/�


?1#" - ����"���$C����
'�
C[R1]

* �����Ö� - � - " - � - ��1#"���
'�¤���	�	
�� - �C��$	�	�

sup
x∈R1

|u(x, t)| 6
(
1 +

1

2α2

)
Ω(α,ϕ, ψ)ch

(
2αt

√
2
)
(
1− |β|(2α2 + 1)

3
Ω2(α,ϕ, ψ)

64α8
δ(α, t)

)− 1
2

.

� E�� �
	�Ø���
'�9~9�9|	ÚpÛpØ � �,~��9| ���9Úp~���~ }pØ���Ø#ÚpÛ�� ��}p|	�9ÚpØ#ÚpÛ�� Û�����Û��9Ú�� � �9~!�,Ú
Û }p|��#}�����Ø#ÚpÛpØwØ���~ }pØ���Ø#ÚpÛ�� Úp| �J~9ÚpØ��pÚp~�zA~�
'}pØ � �JØ

Scß � â	î�ç�é�à�á�è3Ü õ÷ö�ú�ù ã é�à�Þ3â þRæ�è	�	
	â	� g(x) ã ê ä â	è9ß�ý	Þ9é ò ß�í�ß � ê ä Ü�à�á ä ß�è3à�á�ç�æ C[R1] ã á/ß � ò éê ä â	è9ß�ý	Þ9é ò â	á�ê ä Ü�à�á ä ß�è3à�á�ç�æhq�Ü�Ý�Ü�Þ9é�ç#ß W 1
2 (R

1) ã á�ôJé�ô g(x), g′(x) ∈ L2(R
1) ã á�Ü{à�ê ä ß�ç�é�ý	Þ3â	ç#ßÜ�
3é�è	�'ß

‖g‖C = sup
x∈R1

|g(x)| 6 ‖g‖W 1
2
=

√√√√√
+∞∫

−∞

[
(g(x))2 + (g′(x))2

]
dx,

ê ä â	�3é�å ã é�à�Þ3â � á�Ü�å°æ ò é g(x) ∈ C(2)[R1] ã á�Ü�ê ä é�ý9é�Þ ê ä â x → ±∞ þRæ�è	�	
	â	ð
g(x) ã g′(x)

ä ß�ç�é�è�è	æ�Þ3ì�ô

7 
 ®�©�ª¤¬° �¡§®�¥p³�¸�­/«�»J£�¡�«�¬�Ò�¸/«�¥p¨���¡�ª�ª¤­�¸/©�ª�¨�¥�©C±�©�µK©¤ �­/©C³�±/¡�£� /©¤ �­/� # ��% ­/¢ C(4)[R1]
Ò�«�¥�¦n®�¡p¨�¡�¨�¨���¡�ª�ª¤­�¸/©�ª�¨�¥�©

±�©�µK©¤ �­/©°³�±/¡�£� /©¤ �­/��# � & % ­/¢ C(2)[R1]
¿



� �������#��> -�� �������  #"���
�$C��$	���Ö�3
�������$	0
	Ö� - �C���/��$	�	��$C���	�	$C���	$ -
�  	1#"3 �� - � - �����¤"	��$�� � �

oRÜ�Þ�ß�ï�ß � ã �	á�Ü�ý	Þ���ç�à�é�� t > 0
�'Þ�ß/à�à�â	�3é�à
��Ü�é ä é
��é�è	â3é u = u(x, t)

æ ä ß�ç�è3é�è	â	� ó ö�ÿ7ê ä â	è9ß�ý	lÞ9é ò â	á�ê3é ä é�à�é
�3é�è	â	ì ê ä Ü�à�á ä ß�è3à�á�ç C[R1] ∩W 1
2 (R

1) ã â3à�à�Þ9é�ý3æ�é�åñá/ß � è9ß�î�ë2ç#ß/é�å°ë2ðÕâ	è	á�é�ï ä ß�Þ
�
è3é ä ï�â	â

y(t) = ‖u‖2W 1
2
=

+∞∫

−∞

(
u2 + u2x

)
dx,

ç ��Ü/á�Ü ä Ü�å u = u(x, t) � ä é
��é�è	â3éRæ ä ß�ç�è3é�è	â	� ó ö�ÿ�ôo ä â3å,é�è	� � � ä ß�ç�é�è3à�á�ç�æ y′(t) = 2(u, ut)+2(ux, uxt)
è3é ä ß�ç�é�è3à�á�ç�Ü\SRÜ��!â � e�æ�è	� ��Ü/ç�à
��Ü/ï�Ü 8âÖâ3à�ê3Ü�Þ���î�æ �

�
Þ9é�å,é�è	á/ß ä è3Ü�é\è3é ä ß�ç�é�è3à�á�ç�Ü 2ab 6 a2 + b2 ã ç�ë2ç�Ü�ý3â3å Ü�
3é�è	�	æ

y′(t) 6 ‖u‖22 + ‖ux‖22 + ‖ut‖22 + ‖uxt‖22,
â	î ��Ü/á�Ü ä Ü/ð ã Ü�Ý�Ü/î�è9ß��9ß � z(t) = ‖ut‖2W 1

2
= ‖ut‖22 + ‖uxt‖22,

â3å,é�é�å

y′(t) 6 y(t) + z(t). ó ú " ÿ
Ojè9ß�Þ9Ü/ï�â	�	è3ÜÖâ	î ä ß�ç�é�è3à�á�ç#ß [y′(t)]2 = 4[(u, ut)

2 + 2(u, ut)(ux, uxt) + (ux, uxt)
2]
ê3Ü�Þ3æ"�9ß/é�å

Ü�
3é�è	�	æ
[y′(t)]2 6 4y(t)z(t). ó ú $ ÿ

YRà�ê3Ü�Þ���î�æ �hæ ä ß�ç�è3é�è	â3é ó ö�ÿ ã ê ä é�ý9à�á/ß�ç/Þ9é�è	â3é uxuxtt = (uuxtt)x − uuxxtt
âhâ	è	á�é�ï ä â ä æ �hê3Ü�9ß/à�á��	å ã â	îcà�Ü�Ü/á�è3Ü���é�è	â	�

1

2
y′′(t) =

+∞∫

−∞

u2t dx+

+∞∫

−∞

u2xt dx− β

+∞∫

−∞

u4x dx− α2

+∞∫

−∞

u2xx dx

ç�ë2ç�Ü�ý3â3å ê3é ä ç�Ü�é � è3é ä ï�é�á�â	�3é�à
��Ü�é ä ß�ç�é�è3à�á�ç�Ü

1

2
y′′(t) = z(t)− β

∥∥u2x
∥∥2
2
− α2

∥∥uxx
∥∥2
2
. ó ú�ø�ÿ

Ojè9ß�Þ9Ü/ï�â	�	è3Ü ã â3à�ê3Ü�Þ���î�æ � ê ä é�ý9à�á/ß�ç/Þ9é�è	â3é uxtuxtt = (utuxtt)x − utuxxtt
âhâ	è	á�é�ï ä â ä æ � ê3Ü

�9ß/à�á��	å ã â	îRê ä é�ý9à�á/ß�ç/Þ9é�è	â	�wê ä Ü/â	î�ç�Ü�ý3è3Ü/ð z′(t) �

1

2
z′(t) =

d

dt


−1

4
β

+∞∫

−∞

u4x dx− 1

2
α2

+∞∫

−∞

u2xx dx


 ,

à�Þ9é�ý3æ�é�á?ç�á�Ü ä Ü�é � è3é ä ï�é�á�â	�3é�à
��Ü�é ä ß�ç�é�è3à�á�ç�Ü

z(t) = S0 −
1

2
β‖u2x‖

2
2 − α2‖uxx‖22, ó ú � ÿ

ï�ý9é
S0 = ‖ψ‖2W 1

2
+ α2‖ϕ′′‖22 + β

2 ‖(ϕ′)2‖22
ô

oVæ�à�á �!ç\æ ä ß�ç�è3é�è	â	â ó ö�ÿ°ê9ß ä ß/å,é�á ä β > 0
ô#s�Ü/ï�ý�ß\â	îXà�Ü�Ü/á�è3Ü���é�è	â	ð ó ú " ÿ,â ó ú � ÿ,à�Þ9é�ý3æ�é�á ã �	á�Ü

y′(τ) 6 y(τ) + S0 ã τ > 0 ã â ã î�è9ß��	â	á ã ê3Ü�Þ9é�å,å,écd ä Ü/è	æ�Ü�Þ	Þ�ß

y(t) 6
[
y(0) + tS0

]
et, t > 0. ó ú � ÿ

8 |(ϕ, ψ)|6‖ϕ‖2‖ψ‖2
Ò'¦n®�©

(ϕ, ψ)=
∫ +∞
−∞ ϕ(x)ψ(x)dx

­
‖ϕ‖2 =

√

∫ +∞
−∞ |ϕ(x)|2 dx

Ó ª�¥�¥�«�£�©�«�ª�«�£�©¤ � /¥cª�¨�¡�·
�/��±� /¥�©pº/±�¥�­/¢¤£�©´®�©¤ �­/©�­V /¥�±�¶9¡�£7¦�­���¬�¾�©�±�«�¥�£�¥�¶?º/±�¥�ª�«�±/¡� /ª�«�£�©

L2(R
1)
¿



� û <°����" - 
�� 6��C6
YVî7è3é ä ß�ç�é�è3à�á�ç#ß ó ú � ÿ�à�Þ9é�ý3æ�é�á ã �	á�ÜXê ä â�ç�ë2ê3Ü�Þ3è3é�è	â	â�è9ß��9ß�Þ���è	ëmå°â�þRæ�è	�	
	â	�	å°â ϕ(x) ã ψ(x)æ�à�Þ9Ü/ç�â	ð

ϕ(x), ψ(x) ∈W 1
2 (R

1); (ϕ′(x))2, ϕ′′(x) ∈ L2(R
1), ó ú�û�ÿ

�'Þ�ß/à�à�â	�3é�à
��Ü�é ä é
��é�è	â3é u = u(x, t)
æ ä ß�ç�è3é�è	â	� ó ö�ÿ!ê ä â	è9ß�ý	Þ9é ò â	á ê ä Ü�à�á ä ß�è3à�á�ç�æ q�Ü�Ý�Ü�Þ9é�ç#ß

W 1
2 (R

1)
â ã î�è9ß��	â	á ã à�ê ä ß�ç�é�ý	Þ3â	ç#ß?Ü�
3é�è	�'ß

sup
x∈R1

|u(x, t)| 6

√√√√√
+∞∫

−∞

[
(u(x, t))2 + (ux(x, t))

2
]
dx 6

√
y(0) + tS0 e

t
2 , t > 0, ó ú�ü�ÿ

Ü�Ý�é�à�ê3é
�	â	ç#ß�ìXí�ß �wà�æ�í�é�à�á�ç�Ü/ç#ß�è	â3écï�Þ9Ü�Ý�ß�Þ���è3Ü/ï�Ü ä é
��é�è	â	�Öæ ä ß�ç�è3é�è	â	� ó ö�ÿ�ôspß �	â3å Ü�Ý ä ß�î�Ü�å ã â3å,é�é�á�å,é�à�á�Ü��Ø#~9}pØ�zX| � E �j 3�����!
R #"���
�$C��$	�	� ó ö�ÿ 1���"���������" β > 0
* �V$����#������$	0V��	2 	$	���	�	�

ϕ(x)
*
ψ(x) �� - 
��C����
 - "�� �\�{ 3��� - 
���� ó ú�û�ÿ 62+�- ����� �� ���������
� 3�����¤���	$C����
'��$	$ - � ��� - �/������$ - ���	����������������� - �

"�� � ��$	�C�!
��������/� > -�� � ó ö�ÿ * ó ú�ÿ * ������� - � - " - � - ��1#"���
'�¤���	�	
�� - �C��$	�	� ó ú�ü�ÿ �	�	� 
Ö1 - �	" - ��$ - �
���1	�C���

sup
x∈R1

|u(x, t)| 6
√
‖ϕ‖2W 1

2
+ t
(
‖ψ‖2W 1

2
+ α2‖ϕ′′‖22 + β

2 ‖(ϕ′)2‖22
)
e

t
2 , t > 0.

�!���	�����#� �Õ�3
 � $C�¤" �/�������������	� 	 "���
'��$C����
 ó ú�ø�ÿ * ó ú � ÿ ����� ������� - ���?1���"���������" - � β
* �3�������

y′′(t)− 6z(t)+4S0 = 2α2‖uxx‖22
*�- ���� ���� * 
����	�� - �C��$	�	� ó ú $ ÿ * 
�0V�����	�����j��� 	�	c�¤"���$��	��������$ - �

$C�¤"���
'��$C����
 - �����{�	$C��� ��"������ � $C�¤" ���	�

y(t)y′′(t)− 3

2
[y′(t)]2 + 4S0y(t) > 0. ó#" � ÿ

5 "���
�$	�	
�� � ó#" � ÿ � - ��$ - 
�$	0m�Ö��� 	�	c�¤"���$��	��������$	0m��$C�¤"���
'��$C����
 - �w�����\�	$C��� ��"������ � $C�¤" ���	�
�3


[13]
* 
����	�����#����� * ��� - �����	��1 - ��"���� - 
�������
�021 - �	$C��$	�C�m 3��� - 
��	�

‖ϕ‖W 1
2
> 0, M = (ϕ,ψ) + (ϕ′, ψ′) > 0, S0 < M2‖ϕ‖−2

W 1
2
, ó#" ö�ÿ

� - �3�������2������� -X- �C��$	�	�R��$	�3
� \�	$C��� ��"������ � $C�¤" ���	���
y(t) >

(
‖ϕ‖−1/2

W 1
2

−Nt
)−2 * � - �C��$	�	�R��
'�¤" 	# 


�"�������$	�
T ∗ �� ���������
 - 
���$	�����	����������������� - � - "�� � ��$	���  #"���
�$C��$	��� ó ö�ÿ �

T ∗
6 N−1‖ϕ‖−

1
2

W 1
2
, ó#" ú�ÿ

�����
N = ‖ϕ‖−3/2

W 1
2

√
M2 − S0‖ϕ‖2W 1

2

6
spß �	â3å Ü�Ý ä ß�î�Ü�å ã â3å,é�é�á�å,é�à�á�Ü��Ø#~9}pØ�zX| � E �j 3�����X1���"���������"�0

α
*
β
�!$����#������$	0V��	2 	$	���	�	�

ϕ(x)
*
ψ(x)


��������/�?> -�� � ó ö�ÿ *
ó ú�ÿ 1 - �°�/�	$C��$	0  3��� - 
����	� ó#" ö�ÿ 6C+�- �����R$C�X�� ���������
� 3��� ��� - �/������$ - � - 1 - 
�"�������$	�{�	����������������� -
�
� - "�� � ��$	���� #"���
�$C��$	�����3
�������$	0
	�� - �C���/��$	�	�h$C���	�	$C���	$ -
�  	1#"3 �� - � - �����¤"	��$�� * � 6 � 6 "�� � ��$	�C�
"���
�"3 � ������� ��
���� - $C���/$ - �R
�"���� �

T ∗ * 1#"�������� �3��������������� - - �C��$	�	� ó#" ú�ÿ ������
�"�������$	� �� ���� �����
 - 
���$	��� "�� � ��$	��� 6
���������	��
������ ��U 
3é�è	�	æ ó ú�ü�ÿpå,Ü ò è3Ücà�æ�í�é�à�á�ç�é�è	è3ÜRæ�Þ3æ"�	�!â	á � ã é�à�Þ3â�ç�Ü�à�ê3Ü�Þ���î�Ü/ç#ß�á ��à���ê ä â

β > 0
è3é ä ß�ç�é�è3à�á�ç#ß/å°â ã ç�ë2á�é
�'ß�ìXí!â3å°â�â	î � è3é ä ï�é�á�â	�3é�à
�	â � ä ß�ç�é�è3à�á�ç ó ú�ø�ÿ2â ó ú � ÿ � 1/2y′′(t) 6

z(t) 6 S0 ã Ü/á �	æ�ý�ß�â	è	á�é�ï ä â ä æ � ã â3å,é�é�å y(t) 6 y(0) + y′(0)t+ S0t
2 ô
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